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Ââåäåíèå

0.1. Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ â

çàìêíóòîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû èíòåãðî�

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùåé ïðè ìîäåëèðîâàíèè âîçìóùåíèÿ

ñëîÿ ïëàçìû ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì íà îñíîâå óðàâíåíèé Áîëüöìàíà � Ìàêñ-

âåëëà. Òàêîå ðåøåíèå íàéäåíî ñ ïîìîùüþ íîâûõ ôîðìóë äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà, à òàêæå íîâûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ

çàäà÷è Ðèìàíà ñîïðÿæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Èçó÷àåìàÿ â ðàáîòå êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò ñëåäóþùèé âèä:

vFx(x, v) + AF(x, v) = vE(x) +

∫ ∞

−∞
F(x, s)k(s)ds, (0.1)

Ex(x) = B

∫ ∞

−∞
F(x, s)k(s)ds, (0.2)

F(l, v) = F(l,−v), F(−l, v) = F(−l,−v), E(l) = E(−l) = 1, (0.3)

ãäå ôóíêöèè F(x, v) è E(x) ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè â ïîëîñå

{x ∈ (−l, l), v ∈ (−∞,+∞)}, (0.4)

à ôóíêöèÿ k(s) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé è äëÿ íåå ïðåäïîëàãàåòñÿ óñëîâèå∫ ∞

−∞
k(s)ds = 1; (0.5)

âåëè÷èíû A ∈ C è B ∈ R â óðàâíåíèÿõ (0.1), (0.2) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè

çàäà÷è.

Óðàâíåíèÿ (0.1), (0.2) ïîëó÷åíû ïóòåì ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû Áîëüöìàíà �

Ìàêñâåëëà [2, 25, 79, 86, 88, 94, 97, 122] ñ ìîäåëüíûì èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé

â ôîðìå Áõàòíàãàðà � Ãðîññà � Êðóêà [21, 94, 101, 122, 141]. Âåëè÷èíû F(x, v)

è E(x) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âîçìóùåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ è

íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâåííî, à ïåðåìåííûå (x, v) èìåþò

ñìûñë êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè [88, 91, 92]. Â óðàâíåíèÿõ (0.1), (0.2) ÿäðî k(s)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáåçðàçìåðåííóþ íåâîçìóùåííóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ,
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â êà÷åñòâå êîòîðîé â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ôóíêöèÿ Ôåðìè � Äèðàêà [2, 62, 63,

94] è ôóíêöèÿ Ìàêñâåëëà [72, 79, 101], à ïàðàìåòðû A è B âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ïëàçìåííóþ ÷àñòîòó, ÷àñòîòó ñòîëêíîâåíèé è ÷àñòîòó ïðèëîæåííîãî âíåøíåãî

ïîëÿ, ñì. ãë. 1.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (0.1)�(0.5) ñèñòåìà óðàâíå-

íèé (0.1), (0.2) âíà÷àëå áûëà ðàññìîòðåíà âî âñåé ïëîñêîñòè (x, v) ∈ R2, ò.å. â

áîëåå øèðîêîé, ÷åì ïîëîñà (0.4), îáëàñòè. Çàòåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ

ýòîé ñèñòåìû â R2 áûë ïðèìåíåí ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïðè ýòîì ïðÿìîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F ïðèìåíÿëîñü ê óðàâíåíèÿì (0.1), (0.2) ïî êîîðäèíàòå

x, à ñêîðîñòü v ðàññìàòðèâàëàñü êàê ïàðàìåòð. Ôóíêöèè F(x, v) è E(x), ñëåäóÿ

îáùåé ñõåìå ìåòîäà Ôóðüå [35], îòîæäåñòâëÿåì ñ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà D′

ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä ïðîñòðàíñòâîì D ôèíèòíûõ áåñêî-

íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé îñè x. Òîãäà îáðàçû Ôóðüå

F̂(ζ, v) := F [F(x, v)], Ê(ζ) := F [E(x)] ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Z ′ ëèíåéíûõ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä ïðîñòðàíñòâîì Z îáðàçîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç

D; òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ D′ è Z ′ èçëîæåíà â ìîíîãðàôèÿõ È.Ì. Ãåëüôàíäà è

Ã.Å. Øèëîâà [42, 134].

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ñèñòåìå (0.1), (0.2) áûëà

ïîëó÷åíà ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî F̂(ζ, v) è Ê(ζ). Ðåøå-

íèå ýòîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå Z ′ áûëî íàéäåíî â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, à çà-

òåì èñêîìîå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(0.1), (0.2) ïîëó÷åíî âî âñåé ïëîñêîñòè R2 ïóòåì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå

F(x, v) = F−1[F̂(ζ, v)], E(x) = F−1[Ê(ζ)]. (0.6)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè F(x, v) è E(x) ñîãëàñíî (0.6) áûëè ïðèìåíåíû

íîâûå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü F−1 îò íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëîâ èç

Z ′, èìåþùèõ âèä èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó. Òàêèå ôîðìóëû íàéäåíû ñ ïîìîùüþ

ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â [34, 42, 134, 152].

Íàéäåííîå îáùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåøåíèÿ F(x, v), E(x) ñèñòåìû (0.1),
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(0.2) â ïëîñêîñòè R2 ñîäåðæèò íàáîð ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò Qj è ñâîáîäíóþ

ôóíêöèþ Q(λ). Ñóæåíèå òàêîãî ðåøåíèÿ íà ïîëîñó (0.4) è ó÷åò êðàåâûõ óñëî-

âèé (0.3) ïðèâîäèò ê ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ íà âåùåñòâåííîé

ïðÿìîé λ ∈ (−∞,+∞) ñ ÿäðîì Êîøè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè Q(λ), â êîòî-

ðîå êîíñòàíòû Qj âõîäÿò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ

ïðèìåíåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Ô.Ä. Ãàõîâà è Í.È. Ìóñõåëèøâèëè [39, 103],

îñíîâàííîãî íà åãî ñâåäåíèè ê çàäà÷å Ðèìàíà ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñ ïîñëåäó-

þùèì åå ðåøåíèåì â çàìêíóòîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò

Qj èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Ðèìàíà.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ Q(λ) è Qj ðåøåíèå F(x, v) è E(x) çàäà÷è (0.1)�(0.5) ïîëíî-

ñòüþ ïîñòðîåíî. Çàòåì â ðàáîòå âûïîëíåíà ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðåäñòàâëå-

íèÿ äëÿ E(x) äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ÿäðî k(s) ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèÿì Ôåðìè

� Äèðàêà è Ìàêñâåëëà, à çàòåì èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü E(x) îò ÷àñòîòû âíåø-

íåãî ïîëÿ, ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé è âûáîðà ôóíêöèè k(s).

0.1.1. Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè. Ðàç-

âèòèå êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ

ïðè èçó÷åíèè ïëàçìû, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñì., íàïðè-

ìåð, [57, 69, 80, 82, 101, 135]. Òàêèå çàäà÷è èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïðèêëàä-

íûõ ïðîáëåìàõ, ñâÿçàííûõ ñ óäåðæàíèåì ïëàçìû â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ [6,

8, 27, 28, 100, 101, 121, 132, 160, 163], ñîçäàíèåì ìèêðîýëåêòðîííûõ ïðèáîðîâ

[7, 23, 26, 32, 55, 58, 107], èçó÷åíèåì ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé â ôèçèêå Ñîëíöà

è â àñòðîôèçèêå [54, 65, 70, 108, 109, 142, 155, 160]. Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåí-

íûé ïðîãðåññ â ðàçðàáîòêå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ òàêèõ çàäà÷, ñì., íàïðèìåð,

[4, 5, 22, 24, 80, 82, 83, 85, 126, 127, 128, 129, 136, 142], ïî�ïðåæíåìó ñîõðàíÿåò

âûñîêóþ àêòóàëüíîñòü ïîñòðîåíèå íîâûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, à òàêæå ðàç-

ðàáîòêà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà [9, 10, 14, 16, 17, 27, 30,

31, 59, 60, 61, 67, 68, 69, 101, 102, 123, 135].

Çàäà÷è îá îòêëèêå ïëàçìû íà âíåøíåå ýëåêòðîìàãíèòíîå âîçìóùåíèå, ê êî-
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òîðûì îòíîñèòñÿ ïîñòàíîâêà (0.1)�(0.5), ïðèâëåêàëè âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ, íà-

÷èíàÿ ñ ðàáîò Ë. Òîíêñà è È. Ëýíãìþðà [153, 161]. Ðàçâèòèþ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ

áûëè ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèÿ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ, ñì., íà-

ïðèìåð, ðàáîòû [25, 29, 36, 37, 76, 88, 113, 145, 162]. Ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêèõ

ðåøåíèé áûëî ïðåäìåòîì ðàáîò [54, 76, 86, 89, 90, 91, 92, 93, 99, 145, 162], îä-

íàêî â ëèòåðàòóðå íå ïðîñëåæèâàåòñÿ çàìêíóòûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò èíòåãðàëüíûå íåëîêàëüíûå ñëàãàåìûå, êàê,

íàïðèìåð, â ïîñòàíîâêå (0.1)�(0.5).

Ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáîáùåííûõ ôóíêöèé îòêðûâà-

åò âîçìîæíîñòè ðàçâèòèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ âàæíåéøèõ

êëàññîâ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [34, 56, 81]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîëó÷åí-

íûå â äèññåðòàöèè íîâûå ôîðìóëû äëÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûì [38, 114], çíà÷èìûì ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â

äèññåðòàöèè. Îñíîâû ñîâðåìåííîé òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé çàëîæåíû â ðà-

áîòàõ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà [114, 115], Ë. Øâàðöà [133, 159], Ë. Õ¼ðìàíäåðà [125, 152],

È.Ì. Ãåëüôàíäà è åãî íàó÷íîé øêîëû [3, 42, 134]. Â ñîâðåìåííûõ ìîíîãðàôèÿõ

è êóðñàõ çíà÷èòåëüíàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì îáîá-

ùåííûõ ôóíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà èç ïðîñòðàíñòâà S ′, ñì., íàïðèìåð, [33, 81].

Âìåñòå ñ òåì, ïðè ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ñèñòåìå (0.1), (0.2) åñòå-

ñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâàõ D′ è

Z ′. Ïðè ýòîì äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî ïîëó÷àòü ÿâíûå êîíñòðóêöèè äëÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ìàëîèçó÷åííîãî êëàññà ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ èíòå-

ãðàëàìè îò ñåìåéñòâà ôóíêöèîíàëîâ èç Z ′, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò íåêîòî-

ðîãî ïàðàìåòðà. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííûå â ðàáîòå íîâûå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ

âàæíûì, àêòóàëüíûì ðåçóëüòàòîì.

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé âîñõîäèò ê ðàáîòå

Á. Ðèìàíà [110], à åå òåîðèÿ ïîëó÷èëà ãëóáîêîå ðàçâèòèå â èññëåäîâàíèÿõ èç-

âåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ [39, 41, 120, 143, 151, 154, 157]. Èñòîðèÿ ñîçäàíèÿ êîíñòðóê-

òèâíûõ ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷è Ðèìàíà ïîäðîáíî îòðàæåíà â ìîíîãðàôèÿõ [39, 103],

7



êóðñàõ [84, 150], ñì. òàêæå [158]. Ðàçâèòèå ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ àñïåêòîâ,

ñâÿçàííûõ ñ ýòîé çàäà÷åé, àêòèâíî ïðîäîëæàåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ñì., íà-

ïðèìåð, [12, 13, 40, 53, 64, 73, 74, 75, 77, 78, 105, 106, 116, 117, 118, 130, 131]. Ýòî

ñâÿçàíî íå òîëüêî ñ ôóíäàìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ òåîðèè

êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, íî è ñ ìíîãèìè àêòóàëüíûìè

ïðèëîæåíèÿìè, ñì. [12, 14, 15, 16, 98, 104, 111, 119, 140]. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü,

÷òî ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ Ô.Ä. Ãàõîâà è Í.È. Ìóñõåëèøâèëè äëÿ ïðàêòè÷å-

ñêèõ çàäà÷, êàê ïðàâèëî, íåîáõîäèìà ìîäèôèêàöèÿ êëàññè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà. Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ îñóùåñòâëåíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà, âîçíèêàþùåé â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû Áîëüöìàíà � Ìàêñâåëëà (0.1)�(0.5).

0.1.2. Öåëè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

1. Ïîñòðîåíèå ìåòîäîì Ôóðüå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âî âñåé ïëîñêîñòè

(x, v) äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (0.1), (0.2), âîçíèêàþùåé ïðè

ìîäåëèðîâàíèè âîçìóùåíèÿ ñëîÿ ïëàçìû ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì.

2. Âûâîä íîâûõ ôîðìóë äëÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîá-

ùåííûõ ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå èíòåãðàëîâ ïî ïàðà-

ìåòðó, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.1), (0.2).

3. Ïîñòðîåíèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (0.1)�(0.5) íà

îñíîâå íàéäåííîãî â ï. 1 ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ èñêîìûõ F(x, v) è E(x). Ðåøåíèå

âîçíèêàþùåãî ïðè òàêîì ïîäõîäå ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÿä-

ðîì Êîøè ïóòåì ñâåäåíèÿ ê çàäà÷å Ðèìàíà.

0.1.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Áîëüöìàíà � Ìàêñâåëëà (0.1),

(0.2), âîçíèêàþùåé ïðè ìîäåëèðîâàíèè âîçìóùåíèÿ ñëîÿ ïëàçìû ýëåêòðè÷åñêèì

ïîëåì, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-

íèå âî âñåé ïëîñêîñòè (x, v). Ïðè ýòîì íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå èñêîìûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå

îáîáùåííûõ ôóíêöèé Z ′.
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2. Íàéäåíû íîâûå ôîðìóëû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíê-

öèé, èìåþùèõ âèä èíòåãðàëîâ ïî ïàðàìåòðó. Òàêèå ôîðìóëû ïðèìåíåíû â ï. 1

äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.1), (0.2) âî âñåé ïëîñêîñòè (x, v).

3. Ïîñòðîåíî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (0.1)�(0.5) äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé Áîëüöìàíà � Ìàêñâåëëà, ðåøåíèå âîçíèêàþùåãî ïðè ýòîì ñèí-

ãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÿäðîì Êîøè è ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è

Ðèìàíà ñîïðÿæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè ïðåä-

ñòàâëåíèé Ô.Ä. Ãàõîâà è Í.È. Ìóñõåëèøâèëè.

4. Îñóùåñòâëåíà ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñòðîåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøå-

íèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà íåâîçìóùåííàÿ ïëàçìà îïè-

ñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ôåðìè � Äèðàêà èëè Ìàêñâåëëà. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà

ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ, ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé è âû-

áîðà íåâîçìóùåííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

0.1.4. Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íàéäåííîå èíòå-

ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû äâóõ

èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (0.1), (0.2), ñïðàâåäëèâîå âî âñåé ïëîñ-

êîñòè ïåðåìåííûõ (x, v), ÿâëÿåòñÿ íîâûì. Ïðè åãî ïîñòðîåíèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâàõ D′ è Z ′ áûëè ïîëó÷åíû íîâûå ôîðìóëû

äëÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ñïåöèàëü-

íîãî êëàññà, èìåþùèõ âèä èíòåãðàëîâ ïî ïàðàìåòðó. Äëÿ ðåøåíèÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé Z ′ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùåé

ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ôóðüå ê ñèñòåìå (0.1), (0.2), áûëè ïðèìåíåíû îðèãè-

íàëüíûå ïðèåìû, ïîçâîëèâøèå íàéòè îáðàçû Ôóðüå èñêîìûõ ôóíêöèé â çà-

ìêíóòîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (0.1)�(0.5) äëÿ ñèñòåìû

èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé âçàèìîäåéñòâèå âíåøíå-

ãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ ïëàçìîé, ÿâëÿåòñÿ íîâûì. Îíî ïîñòðîåíî íà îñíîâå

óêàçàííîãî âûøå îáùåãî ðåøåíèÿ. Ïðè åãî ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåå ñèíãó-

ëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÿäðîì Êîøè ðåøåíî ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè

ïðåäñòàâëåíèÿ Ô.Ä. Ãàõîâà � Í.È. Ìóñõåëèøâèëè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà.
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Íîâîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåííàÿ ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñòðîåííîãî àíàëè-

òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà íåâîçìóùåííàÿ

ïëàçìà îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìàêñâåëëà èëè Ôåðìè � Äèðàêà, è èññëåäîâàíèå

çàâèñèìîñòè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñëîå ïëàçìû îò ÷àñòî-

òû âíåøíåãî ïîëÿ, ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé è âûáîðà íåâîçìóùåííîé ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ.

0.1.5. Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû Áîëüöìàíà � Ìàêñâåë-

ëà (0.1), (0.2) âî âñåé ïëîñêîñòè (x, v).

2. Ôîðìóëû äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé èç

ïðîñòðàíñòâà Z ′, èìåþùèõ âèä èíòåãðàëîâ ïî ïàðàìåòðó.

3. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (0.1)�(0.5) â ïîëîñå (0.4) íà îñíîâå

ïðåäñòàâëåíèÿ èç ï. 1. Ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ è êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà.

4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîñòðîåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøå-

íèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà íåâîçìóùåííàÿ ïëàçìà îïèñû-

âàåòñÿ ôóíêöèåé Ôåðìè � Äèðàêà èëè Ìàêñâåëëà.

0.1.6. Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóþò-

ñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ïðèìåíÿåìûå äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðî�äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîäû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Îñíîâó ïðèìåíÿåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñîñòàâëÿåò êèíåòè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå Áîëüöìàíà ñ èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé, ïðåäëîæåííûì Áõàòíàãàðîì, Ãðîñ-

ñîì è Êðóêîì [21, 94, 101, 141]. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äîïîëíÿåòñÿ óðàâíå-

íèåì Ìàêñâåëëà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè òàêîé ñèñòåìû,

êîòîðóþ åñòåñòâåííî íàçûâàòü ñèñòåìîé Áîëüöìàíà � Ìàêñâåëëà, è ïðîöåäóðû

îáåçðàçìåðèâàíèÿ ñ ó÷åòîì åñòåñòâåííûõ êðàåâûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå ïëàçìåí-

íîãî ñëîÿ, ïðèõîäèì ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è (0.1)�(0.5), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé

â äèññåðòàöèè. Ñèñòåìà (0.1), (0.2) ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè è

10



ïðèìåíåíèÿ êîìïëåêñíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ðàññìàòðèâàåòñÿ àâòîðîì â ïðîñòðàíñòâàõ D′ è Z ′ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïðè

ðåøåíèè ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â Z ′, ê êîòîðîé ñ ïîìîùüþ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâîäèòñÿ ñèñòåìà (0.1), (0.2) â R2, âîçíèêàåò äèñïåðñèîííàÿ

ôóíêöèÿ Ω(z), îò ñóùåñòâîâàíèÿ íóëåé êîòîðîé çàâèñèò âèä ðåøåíèÿ âñåé çà-

äà÷è (0.1)�(0.5). Ïðè ïðèìåíåíèè ê ñèñòåìå (0.1), (0.2) ïðÿìîãî è îáðàòíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé,

èçëîæåííûå â [3, 35, 42, 134], à òàêæå íîâûå ôîðìóëû äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ôóðüå îò îáîáùåííûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ âèä èíòåãðàëîâ ïî ïàðàìåòðó.

Òàêèå ôîðìóëû áûëè íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ðàçâèòèÿ ïîäõîäîâ, ïðèâåäåííûõ â

ìîíîãðàôèÿõ Ãåëüôàíäà è Øèëîâà [42, 134].

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (0.1)�(0.5) â ïîëîñå ïðèìåíåíî íàéäåííîå â äèñ-

ñåðòàöèè èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.1), (0.2) â ïëîñêîñòè

R2. Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè âûïèñàíî

ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÿäðîì Êîøè. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

íàéäåíî ïóòåì ñâåäåíèÿ ê çàäà÷è Ðèìàíà íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è ïðèìåíåíèÿ

ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Ô.Ä. Ãàõîâà è Í.È. Ìóñõåëèøâèëè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïëåêñíûõ êîðíåé äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(λ) èñïîëü-

çîâàëñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä Íüþòîíà. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå íàõîäèëîñü íà îñ-

íîâå ïîñòðîåííîãî ÿâíîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ òàêèõ êîðíåé. Âû-

âîä ýòîé ôîðìóëû îñóùåñòâëåí ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèñ-

ïåðñèîííîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííîãî êàê ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà ñ óñëîâèåì ñî-

ïðÿæåíèÿ íà âåùåñòâåííîé îñè.

0.1.7. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ èñïîëüçîâàíè-

åì ñòðîãî îáîñíîâàííûõ ìåòîäîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òåîðèè

ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, à òàêæå òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ àíàëè-

òè÷åñêèõ ôóíêöèé, âêëþ÷àÿ ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è òåî-

ðèþ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà

ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì è ïðèâåäåí ïîëíûé âûâîä ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
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(0.1)�(0.5). Ïðèìåíÿåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçðàáîòàíà íà îñíîâå èçâåñò-

íûõ ïîëîæåíèé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, ôèçèêè ïëàçìû, ôèçèêè òâåðäîãî òåëà,

áàçîâûõ ïîëîæåíèé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè è ýëåêòðîäèíàìèêè, ñì. [2, 25, 62, 63,

72, 76, 79, 86, 88, 94, 97, 101, 145].

Ïîëîæåíèÿ è âûâîäû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñî-

âðåìåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, à òàêæå ôèçèêè òâåðäîãî òåëà

è ôèçèêè ïëàçìû.

0.1.8. Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïîñòðîåííîå çàìêíóòîå

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Áîëüöìàíà �Ìàêñ-

âåëëà (0.1), (0.2) çíà÷èìî äëÿ ðàçâèòèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðèëîæåíèé ê çàäà÷àì ôèçèêè

ïëàçìû. Íàéäåííûå ïðè ïîñòðîåíèè òàêîãî ðåøåíèÿ íîâûå ôîðìóëû äëÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ äîñòàòî÷íî

øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Èñïîëüçîâàííàÿ ïðè ðåøåíèè

êðàåâîé çàäà÷è (0.1)�(0.5) ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Ô.Ä. Ãàõîâà � Í.È. Ìóñõå-

ëèøâèëè ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ

íåêëàññè÷åñêèìè äàííûìè è çàäà÷å Ðèìàíà ñ ðàñòóùåé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ïîñòðî-

åííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (0.1)�(0.5) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ

âåðèôèêàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (0.1)�(0.5) ïðåäïîëàãàåò

âåñüìà îáùèé âèä íåâîçìóùåííûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð ôóíêöèè

Ìàêñâåëëà è Ôåðìè � Äèðàêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü

ïðèìåíåíû ê øèðîêîìó êðóãó çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè ÿâëåíèé â ïî-

ëóïðîâîäíèêàõ, ìåòàëëàõ è äð. ñðåäàõ.

0.1.9. Âêëàä ñîèñêàòåëÿ. Ëè÷íîå ó÷àñòèå ñîèñêàòåëÿ â ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ,

èçëîæåííûõ â äèññåðòàöèè, ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñè-

ñòåìû èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âûâåäåíèè íîâûõ ôîðìóë äëÿ

ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ââåäåííûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé,

÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïîñòðîåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåêòðè÷å-
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ñêîãî ïîëÿ è èññëåäîâàíèå åãî çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ðåøåíèå çàäà-

÷è Ðèìàíà, âîçíèêàþùåé ïðè ðåøåíèè ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ,

ïîëó÷åíî ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì.

0.1.10. Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî ðÿä ñòàòåé è ìàòåðè-

àëîâ êîíôåðåíöèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îòðàæåíû â 8 ñòàòüÿõ, íàïå-

÷àòàííûõ â æóðíàëàõ, 7 èç êîòîðûõ èíäåêñèðóþòñÿ â Scopus [47, 48, 49, 87, 137,

138, 146]. Òàêæå îïóáëèêîâàíû òåçèñû â òðóäàõ ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèé-

ñêèõ êîíôåðåíöèé [18, 19, 44, 45, 46, 50, 51, 52, 139, 147, 148, 149].

0.1.11. Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîëîæåíû íà ñëåäóþùèõ

íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:

1) Ñåìèíàð ¾Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿, Ìîñêâà, ÔÈÖ

ÈÓ ÐÀÍ, 2024 ã. (ðóêîâîäèòåëè: àêàäåìèê ÐÀÍÞ.Ã. Åâòóøåíêî, ÷ë.�êîðð. ÐÀÍ

Ñ.È. Áåçðîäíûõ, ä.ô.�ì.í. Â.È. Âëàñîâ, ä.ô.�ì.í., ïðîô. Ñ.ß. Ñòåïàíîâ).

2) Ñåìèíàð ¾Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå¿, Ìîñêâà,

ÈÏÌåõ ÐÀÍ, 2024 ã. (ðóêîâîäèòåëü ä.ô.�ì.í., ïðîô. Ñ.Þ. Äîáðîõîòîâ).

3) Ñåìèíàð ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå è ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ¿, Ìîñêâà, Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî ÐÓÄÍ, 2024 ã.

(ðóêîâîäèòåëü ä.ô.�ì.í., ïðîô. À.Ë. Ñêóáà÷åâñêèé).

4) Ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè òåîðèè ïëàçìåííûõ ÿâëåíèé, Ìîñêâà, Ôèçè÷åñêèé

èíñòèòóò èì. Ï.Í. Ëåáåäåâà ÐÀÍ, 2019 ã. (ðóêîâîäèòåëü ä.ô.�ì.í., ïðîô. Ñ.À. Óðþ-

ïèí).

5) Ñåìèíàð èì. À.À. Ðóõàäçå Òåîðåòè÷åñêîãî îòäåëà ÈÎÔ ÐÀÍ, Ìîñêâà, Èí-

ñòèòóò îáùåé ôèçèêè èì. À.Ì. Ïðîõîðîâà ÐÀÍ, 2019 ã. (ðóêîâîäèòåëü ä.ô.�ì.í.,

ïðîô. Í.Ã. Ãóñåéí-çàäå).

6) Ìåæêàôåäðàëüíûé íàó÷íûé ñåìèíàð ïî ôèçèêå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî

ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî îáëàñòíîãî óíèâåðñèòåòà (ÌÃÎÓ),

Ìîñêâà, ÌÃÎÓ, 2019 ã. (ðóêîâîäèòåëü ä.ô.�ì.í., ïðîô. Ý.Â. Ãåâîðêÿí).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíà-

ðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:
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1) Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåí-

íûå ìåòîäû è èíæåíåðíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå¿. Ìîñêâà, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áà-

óìàíà, 11�12 äåêàáðÿ 2023 ã.;

2) Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàäíûå

çàäà÷è ìåõàíèêè¿. Ìîñêâà, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, 5�8 äåêàáðÿ 2023 ã.;

3) III International Conference �Mathematical Physics, Dynamical Systems, In�nite-

Dimensional Analysis�. Moscow Region, Dolgoprudny, MPTI, July 5�13, 2023;

4) Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ìåõàíèêè. Ê 90-

ëåòíåìó þáèëåþ àêàäåìèêà ÐÀÍ À.Ã. Êóëèêîâñêîãî�. Ìîñêâà, ÌÈÀÍ, 20�24

ìàðòà 2023 ã.;

5) VIII ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàä-

íûå çàäà÷è ìåõàíèêè¿. Ìîñêâà, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, 6�9 äåêàáðÿ 2022 ã.;

6) V ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñóïåðêîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿. Ìîñêâà, ÌÈÀÍ, 27�30 èþíÿ 2022 ã.;

7) IV ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñóïåðêîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿. Ìîñêâà � ßêóòñê, ÌÈÀÍ, 19�21 èþíÿ 2019 ã.;

8) 10-ÿ Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íåîáðàòèìûå ïðîöåññû â ïðèðîäå è òåõ-

íèêå¿. Ìîñêâà, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, 29�31 ÿíâàðÿ 2019 ã.;

9) Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ è äèñ-

ïåðñíûõ ñðåä äëÿ ýëåìåíòîâ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì, íàíîýëåêòðîííûõ ïðèáî-

ðîâ è ýêîëîãè÷íûõ òåõíîëîãèé¿. Ìîñêâà, ÌÃÎÓ, 17 àïðåëÿ 2018 ã.;

10) Ìåæäóíàðîäíàÿ ìåæäèñöèïëèíàðíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ýéëåðîâû ÷òåíèÿ¿.

Ìîñêâà, ÌÃÎÓ, 22�24 íîÿáðÿ 2017 ã.;

11) Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîø-

íîé ñðåäû¿. Ìîñêâà, ÌÈÀÍ, 13�15 íîÿáðÿ 2017 ã.;

12) Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàäíûå

çàäà÷è ìåõàíèêè¿. Ìîñêâà, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, 24�27 îêòÿáðÿ 2017 ã.

0.1.12. Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëàâû, ïàðàãðàôû, ïóíêòû

è ïîäïóíêòû. Ïåðâàÿ öèôðà íîìåðà ïóíêòà ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ïàðàãðàôà, à
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âòîðàÿ îáîçíà÷àåò íîìåð ïóíêòà â ýòîì ïàðàãðàôå. Â êàæäîé ãëàâå ïðèíÿòà ñâîÿ

íóìåðàöèÿ òåîðåì è óòâåðæäåíèé. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë äâîéíàÿ: ïåðâàÿ öèôðà

îçíà÷àåò íîìåð ïàðàãðàôà, âòîðàÿ � ïîðÿäêîâûé íîìåð ôîðìóëû â ïàðàãðàôå.

Ïðè ññûëêå íà ôîðìóëó èç äðóãîé ãëàâû ê íîìåðó ôîðìóëû äîáàâëÿåòñÿ ÿâíàÿ

ññûëêà íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ãëàâó. Ïðè ññûëêå íà ïîäïóíêò ê åãî íîìåðó äîáàâ-

ëÿåòñÿ íîìåð ïàðàãðàôà è ïóíêòà. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ

ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 138 ñòðàíèö,

âêëþ÷àÿ 42 ðèñóíêà. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 163 íàèìåíîâàíèÿ.

0.2. Îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 1 ïðèâåäåí âûâîä ïîñòàíîâêè çàäà÷è (0.1)�(0.5) íà îñíîâå èñïîëü-

çóåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè [76, 88, 90, 144, 145] îòêëèêà ïëàçìû íà âíåø-

íåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ðàññìîòðåíû äâà ñëó÷àÿ: 1) ïëàçìà ñ ïðîèçâîëüíîé

ñòåïåíüþ âûðîæäåíèÿ, äëÿ êîòîðîé â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè ñïðàâåäëèâà

ñòàòèñòèêà Ôåðìè � Äèðàêà, è 2) êëàññè÷åñêàÿ ïëàçìà, íåâîçìóùåííîå ñîñòî-

ÿíèå êîòîðîé ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ìàêñâåëëà. Â § 1 ãëàâû 1 ïðèâåäåíû

íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ôèçèêè ïëàçìû, § 2 ïîñâÿùåí ñèñòåìå Áîëüöìàíà �

Ìàêñâåëëà, èç êîòîðîé â §§ 3 è 4 ïóòåì ëèíåàðèçàöèè âûâîäèòñÿ ðàññìàòðè-

âàåìàÿ äàëåå ñèñòåìà èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çåðêàëüíûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïðèñóòñòâóþùèå â óðàâíåíèÿõ ïàðàìåòðû A, B è âèä

ôóíêöèè k(s) îòðàæàþò çàâèñèìîñòü îò âûáðàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: Ôåðìè �

Äèðàêà èëè Ìàêñâåëëà.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðî�äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé (0.1), (0.2) â ïëîñêîñòè (x, v) ∈ R2. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ

ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, à èñêîìûå ôóíêöèè F(x, v) è E(x) ðàññìàòðèâà-

þòñÿ â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé D′. Â § 2 ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå

ñâåäåíèÿ î ïðîñòðàíñòâàõ D′ è Z ′ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Òåîðåìû 2.1�2.3 ïî-

ñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ âèä èíòåãðàëà

ïî ïàðàìåòðó, à òàêæå ïîñòðîåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå òàêèõ ôóíêöèé.

Â § 3 îñóùåñòâëåíî ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ñèñòåìå (0.1), (0.2)
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è åå ñâåäåíèå ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îáðàçîâ Ôóðüå

F̂(ζ, v) è Ê(ζ). Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû äàíî â òåîðåìå 2.4. Â òåîðåìå 2.5 äàí

îáùèé âèä ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.1), (0.2), ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (0.6).

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è (0.1)�(0.5). Ïàðàãðàôû 1, 2

ñîäåðæàò ââîäíûå çàìå÷àíèÿ è íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î çàäà÷å Ðèìàíà, à òàêæå

î ìåòîäå Ô.Ä. Ãàõîâà � Í.È. Ìóñõåëèøâèëè, îïèñàííîì â ìîíîãðàôèÿõ [39, 103].

Â § 3 èññëåäóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ �äèñïåðñèîííàÿ ôóíêöèÿ� Ω(λ) äëÿ äâóõ

ðàññìàòðèâàåìûõ òèïîâ ïëàçìû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî Ω(λ) ìîæåò èìåòü íå áîëåå

äâóõ êîìïëåêñíûõ íóëåé. Îïðåäåëåíû ãðàíèöû ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà-

÷è, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íóëè ±λ0 ôóíêöèè Ω(λ). Âûâåäåíà ôîðìóëà äëÿ

ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåëè÷èíû λ0.

Â § 4 ïîëó÷åíî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (0.1)�(0.5). Â òåîðåìå 3.9 ï. 4.1 ïðåä-

ñòàâëåíî ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äèñïåðñèîííàÿ ôóíêöèÿ íå îáðàùàåòñÿ â

íóëü, â òåîðåìå 3.12 ï. 4.2 ýòî ðåøåíèå ïîñòðîåíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äèñïåðñè-

îííàÿ ôóíêöèÿ èìååò äâà ïðîñòûõ íóëÿ. Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ êðàåâàÿ çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå, â ñâîþ

î÷åðåäü, ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ ê çàäà÷å Ðèìàíà. Îïðåäåëåíû íåîáõî-

äèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè è ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû

ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû.

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîñòðîåííîãî â ãëàâàõ 2, 3, è èññëåäîâàíà åãî çàâèñèìîñòü

îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Â ïàðàãðàôå 1 îïèñàí àëãîðèòì, ïðèìåíÿåìûé äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè. Â

§ 2 è § 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ ñëó÷à-

åâ, êîãäà íåâîçìóùåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì

Ìàêñâåëëà è Ôåðìè � Äèðàêà ñîîòâåòñòâåííî. Îñóùåñòâëåíî èññëåäîâàíèå çà-

âèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòîòà ñòîëê-

íîâåíèé â ïëàçìå è ÷àñòîòà âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à â ñëó÷àå ðàñïðå-
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äåëåíèÿ Ôåðìè � Äèðàêà � åùå è õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë.

0.3. Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ è óòâåðæäåíèÿ.

0.3.1. Ìíîæåñòâà.

R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;

C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü;

H+ = {z : Im z > 0} � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü;

H− = {z : Im z < 0} � íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü.

0.3.2. Ôóíêöèè. Åñëè f(z) � êóñî÷íî�àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â C ñ ëèíèåé

ðàçðûâà ïî âåùåñòâåííîé îñè, òî áóäåì ïèñàòü f+(z) = f(z), z ∈ H+ è

f−(z) = f(z), z ∈ H−, ò.å. âåðõíèé èíäåêñ �+� áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî z ëåæèò

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, à âåðõíèé èíäåêñ ��� áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî z ëåæèò â

íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Âûðàæåíèå a := b îçíà÷àåò, ÷òî a ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî b.

0.3.3. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñèìâîëû. Çàïèñü f(s) = O(g(s)) ïðè s → s0 îçíà÷àåò

ñóùåñòâîâàíèå îòëè÷íîãî îò íóëÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà

lim
s→s0

f(s)

g(s)
= C ̸= 0.

Çàïèñü f(s) = o(g(s)) ïðè s→ s0 îçíà÷àåò, ÷òî ýòîò ïðåäåë ðàâåí íóëþ:

lim
s→s0

f(s)

g(s)
= 0.

0.3.4. Èñïîëüçóåìûå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðèíöèï àðãóìåíòà [84, c. 88]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà âíóòðè îá-

ëàñòè D âñþäó, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëþñîâ, íåïðåðûâíà íà ãðàíèöå C ýòîé

îáëàñòè è íå îáðàùàåòñÿ íà C â íóëü; ïóñòü åùå f ′(z) íåïðåðûâíà íà C. Òî-

ãäà ðàçíîñòü ìåæäó ïîëíûì ÷èñëîì íóëåé è ïîëþñîâ ýòîé ôóíêöèè âíóòðè D

ðàâíà ÷èñëó îáîðîòîâ âåêòîðà w ïðè îáõîäå êðèâîé Γ, ñîîòâåòñòâóþùåé C ïðè

îòîáðàæåíèè w = f(z).

Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ [39, c. 97]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà

âî âñåé ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê a0 = ∞,
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ak (k = 1, 2, ..., n), ãäå îíà èìååò ïîëþñû, ïðè÷åì ãëàâíûå ÷àñòè ðàçëîæåíèé

ôóíêöèè f(z) â îêðåñòíîñòè ïîëþñîâ èìåþò âèä:

G0(z) = c01z + c02z
2 + ...+ c0m0

zm0,

Gk

(
1

z − ak

)
=

ck1
z − ak

+
ck2

(z − ak)2
+ ...+

ckmk

(z − ak)mk

â òî÷êàõ a0 è ak ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ôóíêöèÿ f(z) åñòü ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

ôîðìóëîé

f(z) = c+G0(z) + Σn
k=1Gk

(
1

z − ak

)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè åäèíñòâåííàÿ îñîáåííîñòü ôóíêöèè f(z) åñòü ïîëþñ ïîðÿäêà

m â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå, òî f(z) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m:

f(z) = c0 + c1z + ...+ cmz
m.
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Ãëàâà 1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âîçäåéñòâèÿ

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ñëîé ïëàçìû

�1. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ 1�4 èçëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü [76, 88, 90,

144, 145] âîçäåéñòâèÿ ñëàáîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Eext íà ñëîé ïëàçìû è ïðåä-

ñòàâëåí âûâîä ñèñòåìû èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (0.1), (0.2) è

êðàåâûõ óñëîâèé (0.3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëàçìà çàíèìàåò áåñêîíå÷íûé ñëîé øèðèíû 2L, ò.å. îá-

ëàñòü âèäà

{r = (x, y, z) : x ∈ (−L,L), y, z ∈ R}. (1.1)

Ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ Eext, ïðèëîæåííîãî ê ãðàíèöå ñëîÿ,

Ðèñ. 1.1. Äåéñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ íà ñëîé ïëàçìû.

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ f(r,v, t) îòêëîíÿåòñÿ îò íåâîçìóùåííîé

ôóíêöèè f0(v). Ïðåäñòàâèì f(r,v, t) â âèäå

f = f0 + f1,

ãäå ïîïðàâêà f1 â ñëó÷àå ìàëîãî âîçìóùåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîé, ò.å. |f1| ≪
f0 (ñì., íàïðèìåð, [2, c. 44], [101, c. 214]). Ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâåííî çàâèñèò

îò âûáîðà ôóíêöèè f0, â êà÷åñòâå êîòîðîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûáèðàåòñÿ èëè

ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà, èëè ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè � Äèðàêà.
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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà, èìåþùàÿ âèä [79, 86, 97, 101]:

f0(v) = n0 exp
mv2

2kBT
, (1.2)

øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ÿâëåíèé êàê â èîíèçèðîâàííûõ ãàçàõ, òàê

è âî ìíîãèõ ìîäåëÿõ â äðóãèõ (áîëåå ïëîòíûõ) ñðåäàõ; çäåñü v = (vx, vy, vz)

� ñêîðîñòü ýëåêòðîíà, kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � òåìïåðàòóðà, n0 �

íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà. Ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì êëàñ-

ñè÷åñêîé ïëàçìû, ãäå íå ó÷èòûâàþòñÿ êâàíòîâûå ýôôåêòû. Íåêëàññè÷åñêàÿ âû-

ðîæäåííàÿ ïëàçìà, â êîòîðîé êâàíòîâûå ýôôåêòû èãðàþò çíà÷èòåëüíóþ ðîëü,

ïîä÷èíÿåòñÿ ñòàòèñòèêå Ôåðìè � Äèðàêà [21, 94, 112]:

f0(ε) =

(
1 + exp

ε− µ

kBT

)−1

, (1.3)

ãäå ε � ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà, µ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë.

Â äàííîé ðàáîòå ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ ïëàçìû îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç õèìè÷å-

ñêèé ïîòåíöèàë µ, êîòîðûé íå çàâèñèò îò ýíåðãèè ýëåêòðîíà ε, íî çàâèñèò îò

êîíöåíòðàöèè è òåìïåðàòóðû. Âåëè÷èíà µ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ

µ ∈ (0,+∞), ñì., íàïðèìåð, [112]. Ïðè ðåàëèçàöèè ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ µ → 0

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè � Äèðàêà áëèçêà ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìàêñâåëëà. Ýëåêòðîííûé ãàç â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò íåâûðîæäåííûì. Ìàëûå

çíà÷åíèÿ µ ðåàëèçóþòñÿ ïðè íåâûñîêèõ êîíöåíòðàöèÿõ è øèðîêîì äèàïàçîíå

òåìïåðàòóð. Ñòàòèñòèêå Ìàêñâåëëà ïîä÷èíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ðàçðåæåííàÿ âûñî-

êîòåìïåðàòóðíàÿ ïëàçìà.

Âòîðîìó ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ µ → +∞ ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìàÿ âû-

ðîæäåííàÿ ïëàçìà, äëÿ êîòîðîé õàðàêòåðíû âûñîêèå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè

çàðÿäîâ (ïëîòíàÿ ïëàçìà) è/èëè íèçêàÿ òåìïåðàòóðà (õîëîäíàÿ ïëàçìà). Â êà-

÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ýëåêòðîííûé ãàç â ìåòàëëàõ. Ôóíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ Ôåðìè � Äèðàêà (1.3) èñïîëüçîâàëè äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ çàðÿæåí-

íûõ ÷àñòèö Ã. Áåòå è À. Çîììåðôåëüä [20], êîòîðûå ðàçâèëè òåîðèþ Ï. Äðóäå

ïðîâîäèìîñòè ìåòàëëîâ [62, 96]. Óñëîâèÿ âûðîæäåííîñòè ïëàçìû ðåàëèçóþòñÿ

òàêæå â íåêîòîðûõ àñòðîôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ.
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Ðèñ. 1.2. Êðàñíûé ãðàôèê � ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà, ñèíèé, ÷åðíûé, çåëåíûé � ðàñïðåäå-

ëåíèå Ôåðìè � Äèðàêà ñ µ/kBT = 2, 5, 10 ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ ìàòåðèàëîâ è ðàçâèòèåì ýëåêòðîíèêè è

ïðèáîðîñòðîåíèÿ ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷à îïèñàíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ÿâëå-

íèé â òâåðäûõ òåëàõ è ïðîâîäÿùèõ êðèñòàëëàõ ñ ðàçëè÷íûìè õàðàêòåðèñòè-

êàìè, â òîì ÷èñëå âî âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ ∈
(0,+∞) [21].

Äàëåå â § 3 è § 4 âûâåäåíû óðàâíåíèÿ (0.1), (0.2), ãäå â êà÷åñòâå ðàâíîâåñíîé

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè �

Äèðàêà (1.3) èëè Ìàêñâåëëà (1.2). Ïîêàçàíî, ÷òî â êàæäîì ñëó÷àå çàäà÷à îïè-

ñûâàåòñÿ îäíîé è òîé æå ñèñòåìîé èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â

êîòîðîé çàâèñèìîñòü îò âûáðàííîãî òèïà ïëàçìû îòðàæåíà ñ ïîìîùüþ ïðè-

ñóòñòâóþùèõ â óðàâíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ A, B è ôóíêöèè k(s). Ýòî ïîçâîëÿåò

ðåøàòü ñèñòåìó â îáùåì âèäå, à ñâîéñòâà ðåøåíèé èññëåäîâàòü â çàâèñèìîñòè

îò êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.
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�2. Óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà � Ìàêñâåëëà

Â óñëîâèÿõ âîçäåéñòâèÿ âíåøíåãî ïîëÿ ìàëîé àìïëèòóäû áóäåì ñ÷èòàòü èîíû

íåïîäâèæíûìè, ñì. [101, c. 214], è ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ.

Ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ, ïðèëîæåííîãî ê ãðàíèöå ñëîÿ, ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ f(r,v, t) îòêëîíÿåòñÿ îò íåâîçìóùåííîé ôóíê-

öèè f0(v) è â ïëàçìå âîçíèêàþò ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëå E è B. Èñêî-

ìûå ôóíêöèè f , E, B = mH óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå Áîëüöìàíà � Ìàêñâåëëà

[21, 94, 97]:

∂f

∂t
+ v

∂f

∂r
+ e
(
E+

1

c
[v,H]

)∂f
∂p

= Ist, (2.1)

div E = 4πρ, ρ = e

∫
(f − f0)dσ, (2.2)

rot E = −1

c

∂B

∂t
, (2.3)

B = mH; (2.4)

çäåñü Ist � èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé, ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà, p = mv � èìïóëüñ,

e � çàðÿä ýëåêòðîíà, m � îòíîñèòåëüíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ÷àñòîòà âíåøíåãî ïîëÿ ïîñòîÿííà, à ýëåê-

òðè÷åñêàÿ íàïðÿæåííîñòü íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöå ñëîÿ ïëàçìû.

Ïîìåñòèâ íà÷àëî êîîðäèíàò â ñåðåäèíó ñëîÿ, à îñü Ox ðàñïîëîæèâ ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî ñëîþ, ïîëó÷èì, ÷òî âíåøíåå ïîëå èìååò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû:

Eext(r, t) = e−iωt(Eext, 0, 0).

Ñëåäóÿ [2, 86, 101], áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ â

ïëàçìå äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèÿ:

E(r, t) = e−iωt(E(x), 0, 0), H(r, t) = e−iωt(Hx, Hy, Hz),

êîòîðûå ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå äëÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè (çäåñü m �

îòíîñèòåëüíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü)

rot E = −1

c

∂B

∂t
, B = mH, H = − ic

ωm
rot E
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äàþò H = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñäåëàííîå ìîäåëüíîå äîïóùåíèå ïîçâîëÿåò èñêëþ-

÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ìàãíèòíîå ïîëå è ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.1)�(3.2)

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E.

Èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ çàïèøåì â ôîðìå Áõàòíàãà-

ðà � Ãðîññà � Êðóêà [21, 94, 101, 141]:

Ist = ν
(
feq − f

)
.

Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

∂f

∂t
+ v

∂f

∂r
+ eE

∂f

∂p
= ν

(
feq − f

)
. (2.5)

Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî óðàâíåíèå, èñïîëüçóÿ â êà÷å-

ñòâå íåâîçìóùåííîé è ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè,

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèþ Ôåðìè � Äèðàêà (§ 3) è Ìàêñâåëëà (§ 4).

�3. Ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà

èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Áîëüöìàíà �

Ìàêñâåëëà äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ôåðìè � Äèðàêà

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëàçìà ñ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíüþ

âûðîæäåíèÿ. Ëîêàëüíî ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè � Äèðàêà

èìååò âèä:

feq(r,v, t) =

(
1 + exp

ε− µ(r, t)

kBT

)−1

, (3.1)

ãäå ε = mv2/2 � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà, µ(r, t) � õèìè÷åñêèé ïîòåí-

öèàë, kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � òåìïåðàòóðà ïëàçìû, êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ

ïîñòîÿííîé â äàííîé çàäà÷å. Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëÿ (2.2) ïðèíèìàþò âèä:

div E = 4πρ, ρ = e

∫
R3

(f − f0)dσ, dσ =
(2s+ 1)d3p

(2πℏ)3
, (3.2)
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çäåñü ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà, ℏ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, s � ñïèí ÷àñòèö, äëÿ

ýëåêòðîíà s = 1/2, f0 � íåâîçìóùåííàÿ (àáñîëþòíàÿ) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Ôåðìè � Äèðàêà

f0(v, µ0) =

(
1 + exp

ε− µ0
kBT

)−1

, (3.3)

µ0 = const � çíà÷åíèå íåâîçìóùåííîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè îòñóòñòâèè

âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Â ñèëó ñäåëàííûõ âûøå äîïóùåíèé ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ èìå-

åò âèä f(x, v, vx, t), ãäå vx � ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè ýëåêòðîíîâ íà îñü x (áóêâîé v

áóäåì îáîçíà÷àòü ìîäóëü ñêîðîñòè, ò.å. v2 = v2x+v
2
y+v

2
z). Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèÿ

(2.5), (3.2), ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, v, vx, t) äîñòàòî÷íî ìàëî îòêëîíÿåòñÿ îò

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè � Äèðàêà f0, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (3.3). Áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíåøíåå ïîëå âûçûâàåò íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû

õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, è çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà îò êîîðäèíàòû

è âðåìåíè ìîæíî çàïèñàòü êàê µ(x, t) = µ0+µ1(x)e
−iωt, ãäå ω � ÷àñòîòà âíåøíåãî

ïîëÿ, à âîçìóùåíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ1(x)e
−iωt ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷è-

íîé, ò.å. |µ1(x)| ≪ µ0. Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåííûé òàêèì îáðàçîì õèìè÷åñêèé

ïîòåíöèàë µ(x, t) â âûðàæåíèå äëÿ ëîêàëüíî�ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ è íàéäåì ãëàâíóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü. Äàëåå áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé feq åå

ãëàâíóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü

feq(x, v, t) = f0(v, µ0) + g(v, µ0)µ1(x)e
−iωt,

ãäå

g(v, µ0) =
exp ε−µ0

kBT

kBT (1 + exp ε−µ0

kBT
)2
. (3.4)

Ôóíêöèþ f(x, v, vx, t) áóäåì èñêàòü â âèäå:

f(x, v, vx, t) = f0(v, µ0) + g(v, µ0)h(x, vx)e
−iωt,

ãäå g(v, µ0) � ôóíêöèÿ (3.4), à h(x, vx) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Çàìåòèì,

÷òî ôóíêöèè h(x, vx) è E(x) ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè,
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ïîýòîìó â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìû ïðåíåáðåãàåì ïðîèçâåäåíèåì h(x, vx)E(x).

Òàêèì îáðàçîì, â óêàçàííîì ïðèáëèæåíèè èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

eE
∂f

∂p
= eE

∂f0
∂p

= eE(x)e−iωt∂f0
∂px

= eE(x)e−iωt ∂f0
m∂vx

=

= −E(x)e−iωt evx
kBT

exp ε−µ0

kBT

(1 + exp ε−µ0

kBT
)2

= −evxE(x)e
−iωtg(v, µ0).

Ó÷èòûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà è ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèÿ (2.5) è (3.2) âûðàæåíèÿ äëÿ

f(x, v, vx, t) è feq(x, v, t), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ:

vx
∂h(x, vx)

∂x
+ (ν − iω)h(x, vx) = evxE(x) + νµ1(x), (3.5)

dE(x)

dx
=
πem3

(πℏ)3

∫
R3

g(v, µ0)h(x, vx) d
3v. (3.6)

Âåëè÷èíó µ1(x) ìîæíî íàéòè èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö:∫
R3

feq dσ =

∫
R3

f dσ.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì, ÷òî

µ1(x) =

∫
R3

g(v, µ0)h(x, vx)d
3v

(∫
R3

g(v, µ0)d
3v

)−1

.

Çíàìåíàòåëü ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì∫
R3

g(v, µ0)d
3v = 4πg2(µ0), g2(µ0) =

∫ ∞

0

g(v, µ0)v
2dv,

Âûðàæåíèå äëÿ g2(µ0) ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

g2(µ0) =

∫ ∞

0

g(v, µ0)v
2dv =

m0(µ0)

m
,

ãäå

m0(µ0) =

∫ ∞

0

dv

1 + e(mv2/2−µ0)/kBT
=

∫ ∞

0

f0(v, µ0)dv. (3.7)

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî

µ1(x) =
m

4πm0(µ0)

∫
R3

g(v, µ0)h(x, vx)d
3v.
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Ïðåîáðàçóÿ îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîð-

äèíàòàì, ïîëó÷àåì, ÷òî îí ðàâåí

2π

m

∫ +∞

−∞
f0(vx, µ0)h(x, vx)dvx,

òîãäà âìåñòî µ1(x) â óðàâíåíèå (3.5) ìîæíî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå

µ1(x) =

∫ +∞

−∞

f0(vx, µ0)

2m0(µ0)
h(x, vx)dvx. (3.8)

Ó÷èòûâàÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë âûðàæåíèÿ, à èìåííî: µ1(x) � âîçìóùåíèå õèìè-

÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, à ôóíêöèÿ h(x, vx) � êîýôôèöèåíò îòêëîíåíèÿ ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ îò íåâîçìóùåííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîæíî ñôîðìóëèðî-

âàòü óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Îòêëîíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷à-

ñòèö îò íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî âîçìóùåíèþ õèìè÷å-

ñêîãî ïîòåíöèàëà è âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (3.8).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
vx
∂h(x, vx)

∂x
+ (ν − iω)h(x, vx) = evxE(x) + ν

∫ +∞

−∞

f0(vx, µ0)

2m0(µ0)
h(x, vx)dvx, (3.9)

dE(x)

dx
=

4π2em2m0(µ0)

(πℏ)3

∫ +∞

−∞

f0(vx, µ0)

2m0(µ0)
h(x, vx)dvx. (3.10)

Êîýôôèöèåíò ïåðåä èíòåãðàëîì â óðàâíåíèè (3.10) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, âû-

äåëèâ ïëàçìåííóþ ÷àñòîòó. Íàïîìíèì, ÷òî ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà äëÿ ñðåäû çà-

ðÿæåííûõ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå [94, c. 832]

ω2
p =

4πe2N

m
,

ãäå N � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâà-

íèÿ (ñ ïåðåõîäîì â ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû):

N =
2

(2πℏ)3

∫
R3

f0(v, µ0)d
3p =

πm3

(πℏ)3

∫ +∞

0

v2f0(v, µ0)dv =
πm3

(πℏ)3
m2(µ0),
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çäåñü

m2(µ0) =

∫ +∞

0

v2f0(v, µ0)dv =

∫ ∞

0

v2dv

1 + e(mv2/2−µ0)/kBT
. (3.11)

Êîýôôèöèåíò â óðàâíåíèè (3.10) ðàâåí ω2
pm0(µ0)/m2(µ0).

Îáîçíà÷èì äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèö ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè x0, à õà-

ðàêòåðíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè vT è ïðîâåäåì îáåçðàçìåðèâàíèå ñ ïîìîùüþ ñëå-

äóþùèõ çàìåí ïåðåìåííûõ è ôóíêöèé:

vT =

√
2kBT

m
, x0 =

vT
ν
, v1 =

vx
vT
, x1 =

x

x0
, α0 =

µ0
kBT

, α1(x) =
µ1(x)

kBT
. (3.12)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ èíòåãðàëà (3.7) ïðè ïåðåõîäå ê íîâûì ïåðåìåííûì áóäåò

âåðíî ðàâåíñòâî m0(µ0) = m0(α0)vT , à äëÿ èíòåãðàëà (3.11) áóäåò âåðíî ðàâåí-

ñòâî m2(µ0) = m2(α0)vT
3. Èíòåãðàë îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè h(x, vx)

íå èçìåíèòñÿ (ò.ê. êîýôôèöèåíòû îò çàìåíû ïåðåìåííûõ ñîêðàòÿòñÿ):∫ +∞

−∞

f0(vx, µ0)

2m0(µ0)
h(x, vx)dvx =

∫ +∞

−∞

f0(v1, α0)

2m0(α0)
h(x1, v1)dv1.

Çäåñü f0(v1, α0) = (1+ev
2
1−α0)−1. Ïóñòü íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ íà ãðàíèöå ñëîÿ ðàâíà Eext. Ââåäåì ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ôóíêöèè:

E(x) =
E(x)

Eext
, F(x1, v1) =

ν

eEextvT
h(x1, v1), k(s) =

f0(s, α0)

2m0(α0)
. (3.13)

Ïîäñòàâèâ íîâûå ïåðåìåííûå (3.12) è ôóíêöèè (3.13) â óðàâíåíèÿ (3.9), (3.10)

è îïóñêàÿ äëÿ êðàòêîñòè èíäåêñû ó ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
vFx(x, v) +

(
1− iω

ν

)
F(x, v) = vE(x) +

∫ +∞

−∞
F(x, s)k(s)ds, (3.14)

Ex(x) =
ω2
pm0(α0)

ν2m2(α0)

∫ +∞

−∞
F(x, s)k(s)ds. (3.15)

Ôóíêöèÿ k(s) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
∫∞
−∞ k(s)ds = 1, à êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíè-

ÿõ (3.14) è (3.15) çàâèñÿò îò ñâîéñòâ ïëàçìû.

A = 1− iω

ν
, B =

ω2
pm0(α0)

ν2m2(α0)
. (3.16)
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Â ñëó÷àå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ýëåêòðîíîâ îò ãðàíèöû ïëàçìû äëÿ ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ èìååì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå

ñëîÿ ðàçìåðà 2L:

f(±L, v, vx, t) = f(±L, v,−vx, t), −∞ < vx < +∞.

Îòñþäà äëÿ ôóíêöèè F(x, v) ïîëó÷àåì çåðêàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

F(l, v) = F(l,−v), F(−l, v) = F(−l,−v). (3.17)

Çäåñü l = L/x0 � âåëè÷èíà ñëîÿ â åäèíèöàõ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíîâ.

Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä:

E(L) = Eext, E(−L) = Eext,

÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè E(x):

E(l) = 1, E(−l) = 1. (3.18)

Òàêèì îáðàçîì, êðàåâàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ âûðîæäåííîé ïëàçìû â ñëîå ñôîð-

ìóëèðîâàíà ïîëíîñòüþ è ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.14)

è (3.15), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.17) è (3.18).

�4. Ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà

èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Áîëüöìàíà �

Ìàêñâåëëà äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìàêñâåëëà

Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå ñëîÿ ïëàçìû, íåâîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå êîòîðîé õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ìàêñâåëëà. Íàïîìíèì âèä êèíåòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ:
∂f

∂t
+ v

∂f

∂r
+ eE

∂f

∂p
= ν

(
feq − f

)
, (4.1)
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ãäå f � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ, feq � ëîêàëüíî�ðàâíîâåñíàÿ

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà,

feq(r,v, t) = neq(r, t)

(
β

π

)3/2

e−βv2, β =
m

2kBT
;

çäåñü kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � òåìïåðàòóðà ïëàçìû, m � ìàññà ýëåê-

òðîíà, ν � ýôôåêòèâíàÿ ÷àñòîòà ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ, neq(r, t)� êîíöåíòðàöèÿ

çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

neq(r, t) =

∫
R3

feqd
3v. (4.2)

Âûðàæåíèÿ (2.2) ïðèíèìàþò âèä

div E = 4πρ, ρ = e

∫
R3

(f − f0)d
3v, (4.3)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà, f0 � íåâîçìóùåííàÿ (àáñîëþòíàÿ) ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ Ìàêñâåëëà

f0(v) = n0

(
β

π

)3/2

e−βv2; (4.4)

çäåñü n0 = const � êîíöåíòðàöèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à ÷åðåç v îáîçíà÷åí ìîäóëü ñêîðîñòè, ò.å. v2 = v2x+v
2
y+v

2
z .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ neq(r, t) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

neq(r, t) = neq(x, t) = n0 + n1(x)e
−iωt, (4.5)

ãäå ω � ÷àñòîòà âíåøíåãî ïîëÿ, à âîçìóùåíèå êîíöåíòðàöèè n1(x)e
−iωt ÿâëÿåò-

ñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèåì n0, ò.å. |n1(x)/n0| ≪ 1. Òîãäà

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

feq(x, v, t) = neq(x, t)

(
β

π

)3/2

e−βv2 = (n0 + n1(x)e
−iωt)

(
β

π

)3/2

e−βv2 = f0 + f1,

ãäå

f1 =
n1(x)

n0
e−iωt

(
β

π

)3/2

e−βv2. (4.6)

Èñêîìóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ f(r,v, t) ïðåäñòàâèì â âèäå:

f(r,v, t) = f(x, v, vx, t) = f0(v)(1 + h(x, vx)e
−iωt),
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ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî h(x, vx) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì äîñòàòî÷íî ìàëàÿ,

ò.å. |h(x, vx)| ≪ 1. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè h(x, vx) è E(x) ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè

îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîýòîìó â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìû ïðåíåáðåãàåì

ïðîèçâåäåíèåì h(x, vx)E(x). Òàêèì îáðàçîì, â óêàçàííîì ïðèáëèæåíèè èìåþò

ìåñòî ðàâåíñòâà

eE
∂f

∂p
= eE

∂f0
∂p

= eE(x)e−iωt∂f0
∂px

= eE(x)e−iωt ∂f0
m∂vx

= −eE(x)e−iωtvxf0
kBT

.

Ó÷èòûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà è ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ (4.1) è (4.3) âûðàæåíèÿ äëÿ

f(x, v, vx, t) è feq(x, v, t), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ:
vx
∂h(x, vx)

∂x
+ (ν − iω)h(x, vx) =

evx
kBT

E(x) + ν
n1(x)

n0
, (4.7)

dE(x)

dx
= 4πen0

∫ +∞

−∞

√
m

2πkBT
e−βvx

2

h(x, vx) dvx. (4.8)

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö:∫
R3

feq d
3v =

∫
R3

f d3v

è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (4.2) è (4.5) äëÿ neq(x, t), âûðàçèì n1(x) ÷åðåç h(x, vx):

n1(x) =

∫ +∞

−∞

√
m

2πkBT
e−βvx

2

h(x, vx) dvx. (4.9)

Ïîäñòàâèì (4.9) â (4.7) è ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèç-

âåñòíûõ ôóíêöèé E(x) è h(x, vx):

vx
∂h(x, vx)

∂x
+ (ν − iω)h(x, vx) =

evx
kBT

E(x) +

+ν

∫ +∞

−∞

√
m

2πkBT
e−βvx

2

h(x, vx) dvx, (4.10)

dE(x)

dx
= 4πn0e

∫ +∞

−∞

√
m

2πkBT
e−βvx

2

h(x, vx) dvx. (4.11)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ïëàçìåííîé ÷àñòîòû [101, c. 18]

ω2
p =

4πe2n0
m

,

30



ïðåîáðàçóåì êîýôôèöèåíò ïåðåä èíòåãðàëîì â óðàâíåíèè (4.11):

4πen0 =
4πe2mn0
me

=
ω2
pm

e
.

Äàëåå ïðîâåäåì îáåçðàçìåðèâàíèå óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ñðåäíåé ñêîðîñòè òåï-

ëîâîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö vT è äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèö ìåæäó ñòîëê-

íîâåíèÿìè x0:

vT =

√
2kBT

m
, x0 =

vT
ν
.

Ââåäåì íîâûå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå v1 è x1:

v1 =
vx
vT
, x1 =

x

x0
. (4.12)

Ïóñòü íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå ñëîÿ ðàâíà

Eext. Ââåäåì ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ôóíêöèè:

E(x) =
E(x)

Eext
, F(x1, v1) =

kBTν

eEextvT
h(x1, v1), k(s) =

e−s2

√
π
. (4.13)

Ïîäñòàâëÿÿ íîâûå ïåðåìåííûå (4.12) è ôóíêöèè (4.13) â óðàâíåíèÿ (4.10)�(4.11)

è îïóñêàÿ äëÿ êðàòêîñòè èíäåêñû ó ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
vFx(x, v) + AF(x, v) = vE(x) +

∫ +∞

−∞
F(x, s)k(s)ds, (4.14)

Ex(x) = B

∫ +∞

−∞
F(x, s)k(s)ds. (4.15)

Ôóíêöèÿ k(s) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
∫∞
−∞ k(s)ds = 1, à êîýôôèöèåíòû A è B â

óðàâíåíèÿõ (4.14), (4.15), çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, èìåþò âèä:

A = 1− iω

ν
, B =

2ω2
p

ν2
. (4.16)

Â ñëó÷àå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ýëåêòðîíîâ îò ãðàíèöû ïëàçìû äëÿ ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ èìååì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå

ñëîÿ ðàçìåðà 2L:

f(±L, v, vx, t) = f(±L, v,−vx, t), −∞ < vx < +∞.
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Îòñþäà äëÿ ôóíêöèè F(x, v) ïîëó÷àåì çåðêàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

F(l, v) = F(l,−v), F(−l, v) = F(−l,−v). (4.17)

Çäåñü l = L/x0 � âåëè÷èíà ñëîÿ â åäèíèöàõ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíîâ.

Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä:

E(L) = Eext, E(−L) = Eext,

÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè E(x):

E(l) = 1, E(−l) = 1. (4.18)

Òàêèì îáðàçîì, êðàåâàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ íåâûðîæäåííîé ïëàçìû â ñëîå

ñôîðìóëèðîâàíà ïîëíîñòüþ è ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

(4.14) è (4.15), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4.17) è (4.18).

32



Ãëàâà 2. Îáùåå ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé

ñèñòåìû Áîëüöìàíà � Ìàêñâåëëà

�1. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû (0.1), (0.2) âî âñåé ïëîñêîñòè R2, ò.å. áåç ó÷åòà êðàåâûõ óñëîâèé íà

ãðàíèöå ïîëîñû (0.3). Íàïîìíèì, ÷òî âûâîä ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðåäñòàâ-

ëåí â § 3 è § 4 ãëàâû 1 äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà íåâîçìóùåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ f0 ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ôåðìè � Äèðàêà è Ìàêñâåëëà ñîîòâåòñòâåí-

íî, ñì. ôîðìóëû (3.14), (3.15) è (4.14), (4.15) ãëàâû 1.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.1), (0.2) â ïëîñêîñòè R2 âîñïîëüçóåìñÿ

ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå; ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå áóäåì ïðèìåíÿòü

ïî ïåðåìåííîìó x, à ñêîðîñòü v ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòð. Èñêîìûå ôóíêöèè

F(x, v),E(x) îòîæäåñòâëÿåì ñ ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèîíàëàìè èç ïðîñòðàíñòâàD′,

à èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, îáîçíà÷àåìûå ÷åðåç F̂(ζ, v), Ê(ζ), ζ ∈ C, òîãäà ÿâ-
ëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè èç ïðîñòðàíñòâà Z ′. Ïðè ýòîì F̂(ζ, v) çàâèñèò îò v êàê

îò ïàðàìåòðà. Íàïîìíèì, ÷òî D′ è Z ′ � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû

ñîîòâåòñòâåííî íàä ïðîñòðàíñòâîì D ôèíèòíûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-

ìûõ ôóíêöèé φ(x) è ïðîñòðàíñòâîì Z èõ îáðàçîâ Ôóðüå ψ(ζ). Íåîáõîäèìûå

ñâåäåíèÿ èç òåîðèè êîìïëåêñíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïðèâåäåíû íèæå â §
2, ìàòåðèàë êîòîðîãî îñíîâàí íà ìîíîãðàôèÿõ È.Ì. Ãåëüôàíäà, Ã.Å. Øèëîâà

[42, 134], Ë. Õåðìàíäåðà [152], à òàêæå â êíèãå ïîä ðåäàêöèåé Ñ.Ã. Êðåéíà [81]. Â

òåîðåìàõ 2.1�2.3 ïðåäñòàâëåíû íîâûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, êîòîðûå çàòåì, â § 3 èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé (0.1), (0.2).

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èñõîäíàÿ ñèñòåìà èíòåãðî�äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðåõîäèò â ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-

òåëüíî F̂(ζ, v), Ê(ζ), ðåøåíèå êîòîðîé â ï. 3.2 íàéäåíî â ÿâíîì âèäå, ñì. òåîðåìó

2.4. Â ï. 3.3 § 3 äàííîé ãëàâû âû÷èñëåíî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò
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F̂(ζ, v), Ê(ζ) è, òåì ñàìûì, íàéäåíî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.1), (0.2) â ÿâíîì

àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ñì. òåîðåìó 2.5.

�2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîìïëåêñíûõ ñèíãóëÿðíûõ

îáîáùåííûõ ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà

2.1. Ïðîñòðàíñòâî D îñíîâíûõ ôóíêöèé è ïðîñòðàíñòâî D′ îáîá-

ùåííûõ ôóíêöèé.

2.1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ñîãëàñíî [42, 134], ôóíêöèè f(x), êîòîðûå îïðå-

äåëåíû íà (−∞,+∞) è èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå

[a; b] âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, áóäåì íàçûâàòü îáû÷íûìè ôóíêöèÿìè. Ìíîæåñòâî

òàêèõ ôóíêöèé çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà âå-

ùåñòâåííîå ÷èñëî è îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Êàê îòìå÷åíî â [134], â

ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âûïîëíÿòü îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Íàçîâåì îñíîâíûìè ôóíêöèÿìè òàêèå ôóíêöèè φ(x), êîòîðûå îáðàùàþòñÿ

â íóëü âíå íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè è èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîä-

íûå ëþáîãî ïîðÿäêà. Ýòó îáëàñòü íàçûâàþò íîñèòåëåì ôóíêöèè è îáîçíà÷àþò

suppφ(x). Ìíîæåñòâî ôóíêöèé φ(x) òàêæå îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî,

êîòîðîå íàçîâåì îñíîâíûì ïðîñòðàíñòâîì D. Â ïðîñòðàíñòâå D ìîæíî ââåñòè

îïåðàöèþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {φk(x)} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå D ê íóëþ, åñëè âñå ôóíêöèè φk(x) îáðàùàþòñÿ â íóëü âíå îäíîãî è òîãî æå

îòðåçêà [−a, a] è ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîä-

íûìè ∂mφ/∂xm. Ýòî îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèå ïðåäåëà îñíîâíîé

ôóíêöèè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâíûõ ôóíêöèé φk(x) ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå D ê ôóíêöèè φ(x), åñëè φ(x) ∈ D è ðàçíîñòü φk(x)− φ(x) ñòðåìèòñÿ â D

ê íóëþ.

Ëþáîé îáû÷íîé ôóíêöèè f ìîæíî ñ ïîìîùüþ îñíîâíîé ôóíêöèè φ ∈ D

ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå (f, φ), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïî
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ôîðìóëå

(f, φ) =

∫ +∞

−∞
f(x)φ(x)dx. (2.1)

Çàäàííûé ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (2.1) ôóíêöèîíàë îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåéíî-

ñòè è íåïðåðûâíîñòè ïî àðãóìåíòó φ.

Ðàñøèðèì âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà. Áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå D çàäàí ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë f, åñëè

çàäàíî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå (f, φ) è âûïîëíÿþòñÿ

ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè.

Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ, ïîñòðîåííûõ íà ïðî-

ñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé D, îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íà-

çûâàþò ïðîñòðàíñòâîì îáîáùåííûõ ôóíêöèé è îáîçíà÷àþò D′.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáùåííûõ ôóíêöèé f1, f2, . . . , fk, . . . íàçûâàåòñÿ ñõî-

äÿùåéñÿ ê îáîáùåííîé ôóíêöèè f â ïðîñòðàíñòâåD′, åñëè äëÿ êàæäîé îñíîâíîé

ôóíêöèè φ èç ïðîñòðàíñòâà D âåðíî [134, c. 61]

(f, φ) = lim
k→∞

(fk, φ).

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ïðîñòðàíñòâå D′ ëèíåéíà. Ïðî-

ñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé â íåì

ñõîäèìîñòè [134, c. 65].

Åñëè çíà÷åíèå (f, φ) ïðåäñòàâèìî â âèäå èíòåãðàëà (2.1), òî ãîâîðÿò, ÷òî f �

ðåãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, èëè ïðîñòî ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, åñëè (f, φ)

íå ïðåäñòàâèìî â âèäå èíòåãðàëà (2.1), òî îáîáùåííóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò ñèí-

ãóëÿðíîé.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé

ïî ïðàâèëó

(f ′, φ) = −(f, φ′).

Ôóíêöèîíàëû f ∈ D′ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè, ïðè÷åì ïðî-

èçâîäíàÿ f (n) ïîðÿäêà n îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

(f (n), φ) = (−1)n(f, φ(n)).
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Òàêîå ðàâåíñòâî äëÿ îáû÷íûõ ôóíêöèé f ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

2.1.2. Êîìïëåêñíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè. Íàðÿäó ñ âåùåñòâåííûìè îñíîâ-

íûìè ôóíêöèÿìè áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíîçíà÷íûå îñíîâíûå ôóíêöèè

φ(x) = φ1(x)+iφ2(x), x ∈ R, ãäå φ1(x) è φ2(x) � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå

âåùåñòâåííûå ôóíêöèè ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. Ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé çà-

ìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà è

îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå òàê æå, êàê è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå,

áóäåì îáîçíà÷àòü D.

Äàëåå ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ, ñïðàâåäëèâûå äëÿ

êîìïëåêñíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ôóíêöèîíàë, êîòîðûé îïðåäåëÿåò âåùåñòâåííóþ ðåãóëÿð-

íóþ ôóíêöèþ, èìååò âèä èíòåãðàëà (2.1). Äëÿ êîìïëåêñíûõ ðåãóëÿðíûõ îáîá-

ùåííûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèîíàë ìîæíî ïî ôîðìóëå (2.1), à êðî-

ìå òîãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû ñëåäóþùåãî âèäà:∫ +∞

−∞
f(x)φ(x)dx,

∫ +∞

−∞
f(x)φ(x)dx,

∫ +∞

−∞
f(x)φ(x)dx,

ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ

êîìïëåêñíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ôóíêöèîíàë âèäà (2.1).

Äëÿ ñèíãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ çàïèñü âèäà

(f, φ). Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ, ïîñòðîåííûõ

íà êîìïëåêñíûõ îñíîâíûõ ôóíêöèÿõ èç ïðîñòðàíñòâà D, áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê

è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, ÷åðåç D′.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ âèäîâ ôóíêöèîíàëîâ áóäåò âûïîë-

íÿòüñÿ ðàâåíñòâî äëÿ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé, ñì. [134]:

(f, φ) = (f, φ). (2.2)

Ñëåäóÿ [134], ðàâåíñòâî (2.2) áóäåì èñïîëüçîâàòü äàëåå â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ

îáîáùåííîé ôóíêöèè f , ñîïðÿæåííîé ê îáîáùåííîé ôóíêöèè f .
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2.1.3. Óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ a(x) ∈ C∞(R). Ïóñòü f ∈ D′ è φ ∈ D � ñîîò-

âåòñòâåííî îáîáùåííàÿ è îñíîâíàÿ ôóíêöèè, à êðîìå òîãî, ïóñòü a(x) ∈ C∞(R).
Òîãäà îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîèçâåäåíèåì a(x)f(x), îïðåäåëÿåòñÿ

ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà

(a(x)f(x), φ(x)) = (f(x), a(x)φ(x)).

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå íà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ a(x)

îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîé îáîáùåííîé ôóíêöèè f ∈ D′ .

2.1.4. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáîáùåííàÿ

ôóíêöèÿ çàâèñèò îò êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà µ, ïðèíàäëåæàùåãî îáëàñòè M ⊂
C, ò.å. êàæäîìó µ ∈ M ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ f(x, µ). Ïîëü-

çóÿñü ïîëíîòîé ïðîñòðàíñòâà îáîáùåííûõ ôóíêöèé D′ (ñì. [42, ñ. 188]), ìîæíî

ââåñòè ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ïî ïàðàìåòðó è èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó.

Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèé f(x, µ) ïðè ñòðåì-

ëåíèè µ → µ0, åñëè çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà (÷èñëîâàÿ ôóíê-

öèÿ) (f(x, µ), φ(x)) ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà (f(x), φ(x)) äëÿ âñåõ

φ ∈ D

lim
µ→µ0

(f(x, µ), φ(x)) = (f(x), φ(x)).

Ôóíêöèÿ f(x, µ) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî ïàðàìåòðó µ â îáëàñòè M, åñëè

äëÿ êàæäîé òî÷êè µ0 ∈ M âåðíî ðàâåíñòâî

f(x, µ0) = lim
µ→µ0

f(x, µ).

Íåïðåðûâíûå ïî ïàðàìåòðó îáîáùåííûå ôóíêöèè ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî

ýòîìó ïàðàìåòðó (ñì. [42]).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ôóíêöèîíàë f(x, µ) ∈ D′ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò

ïàðàìåòðà µ ∈ M ⊂ C è sn � èíòåãðàëüíûå ñóììû âèäà

sn =
n∑

j=1

f(x, µ∗j)△µj,

37



ãäå [µj−1, µj] � îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè êîíòóðà L ∈ M, µ∗j ∈ (µj−1, µj),

△µj = |µj−µj−1|. Åñëè ïðèmax△µj → 0 (ñîîòâåòñòâåííî n→ +∞) ñóùåñòâóåò

ïðåäåë â Z ′

lim
n→+∞

sn = Jf,

íå çàâèñÿùèé îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L è âûáîðà òî÷åê µ∗j ,

òî Jf íàçûâàþò èíòåãðàëîì ïî ïàðàìåòðó ïî êîíòóðó L îò f(x, µ) è ïèøóò

Jf =

∫
L

f(x, µ)dµ. (2.3)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî(∫
L

f(x, µ)dµ, ψ(x)

)
=

∫
L

(f(x, µ), ψ(x))dµ, (2.4)

ãäå (f(x, µ), ψ(x)) � ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ôóíêöèîíàëà f(x, µ) íà ôóíêöèþ ψ ∈ Z.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà â ïðîñòðàíñòâå Z ′ èìååì ñëåäó-

þùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

lim
max△µj→0

(sn, ψ) = lim
max△µj→0

(
n∑

j=1

f(x, µ∗j)△µj, φ(x)

)
=

= lim
max△µj→0

n∑
j=1

(
f(x, µ∗j), φ(x)

)
△µj =

∫
L

(f(x, µ), φ)dµ.

2.1.5. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè. Íàïîìíèì ïðåäñòàâëå-

íèå ðåøåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå îáîá-

ùåííûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

f0(p)X(p) = f(p), p ∈ C, (2.5)

ãäå X(p) � íåèçâåñòíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, f(p) � èçâåñòíàÿ îáîáùåííàÿ

ôóíêöèÿ, f0(p) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé, èìåþùåém íóëåé p1, p2, ..., pm

ïîðÿäêà n1, n2, ..., nm ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. f0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f0(p) = (p− p1)
n1(p− p2)

n2...(p− pm)
nmf̃(p), f̃(p) ̸= 0. (2.6)

Îïèðàÿñü íà òåîðèþ [33, ñ. 112], [43, ñ. 130] áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
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Óòâåðæäåíèå 2.2. Ôóíêöèîíàë

X(p) =
f(p)

f0(p)
+

m∑
k=1

nk−1∑
s=0

Cksδ
(s)(p− pk), (2.7)

ãäå Cks � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.5), åñëè

ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë f(p)/f0(p).

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèîíàëà f(p)/f0(p) â îáùåì ñëó÷àå â äàííîé

ðàáîòå ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Â § 3 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé ôóíêöèîíàë

ñóùåñòâóåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

2.2. Ïðîñòðàíñòâà Z è Z ′ îáðàçîâ Ôóðüå ïðîñòðàíñòâ D è D′.

2.2.1. Ïðîñòðàíñòâî îáðàçîâ Ôóðüå îñíîâíûõ è îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ôóðüå îñíîâíîé ôóíêöèè φ èç ïðîñòðàíñòâà D èìååò âèä

ψ(ζ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
φ(x)eiζxdx,

ãäå àðãóìåíò ζ = σ + iτ ôóíêöèè ψ(ζ) ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå êîìïëåêñíûå

çíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó φ ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíîé, ò.å. φ(k) = 0, k = 0, 1, ... ïðè |x| > a,

òî äëÿ ôóíêöèé ψ(ζ) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ([42, ñ. 195], [134, ñ. 125])

|ζ|q|ψ(ζ)| =
∣∣∣∣ 1√

2π

∫ +a

−a

φ(q)(x)eiζxdx

∣∣∣∣ ≤ Cqe
a|τ |.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ψ(ζ) êàæäîé îñíîâíîé ôóíêöèè

φ(x) ∈ D, îáðàùàþùåéñÿ â íóëü ïðè |x| ≥ a, åñòü öåëàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ïåðåìåííîãî ζ = σ+iτ , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì q = 0, 1, 2, ... íåðàâåíñòâó

|ζqψ(ζ)| ≤ Cqe
a|τ |. (2.8)

Âåðíî è îáðàòíîå: âñÿêàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ψ(ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì q

íåðàâåíñòâó (2.8), åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íåêîòîðîé áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-

öèðóåìîé ôóíêöèè φ(x), îáðàùàþùåéñÿ â íóëü ïðè |x| ≥ a.

Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (2.8), ÿâëÿ-

åòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì Z. Ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå óñòàíàâëèâàåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðî-

ñòðàíñòâàìè D è Z [42, 134].
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Òåì æå ñïîñîáîì, êàêèì áûëè ââåäåíû ôóíêöèîíàëû D′ íà îñíîâíûõ ôóíê-

öèÿõ èç D, ìîæíî ââåñòè ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû íà ôóíêöèÿõ

èç ïðîñòðàíñòâà Z.

Ïóñòü f(x) � àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, à g(ζ) � åå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå. Äëÿ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé f(x) è g(ζ) âåðíî ðàâåíñòâî (ñì. [42]):

(g, ψ) = (f, φ). (2.9)

Äåéñòâèòåëüíî,

(f, φ) =

∫ ∞

−∞
f(x)φ(x)dx =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)

(∫ ∞

−∞
ψ(ζ)e−iζxdζ

)
dx =

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
ψ(ζ)

(∫ ∞

−∞
f(x)eiζxdx

)
dζ =

∫ ∞

−∞
g(ζ)ψ(ζ)dζ = (g, ψ).

Ðàâåíñòâî (2.9) ìîæåò ñëóæèòü îïðåäåëåíèåì îáîáùåííîé ôóíêöèè g(ζ), ïî-

ñòðîåííîé íà îñíîâíûõ ôóíêöèÿõ èç ïðîñòðàíñòâà Z, è ÿâëÿþùåéñÿ Ôóðüå-

îáðàçîì îáîáùåííîé ôóíêöèè f(x) (ðåãóëÿðíîé èëè ñèíãóëÿðíîé), ïîñòðîåííîé

íà îñíîâíûõ ôóíêöèÿõ èç ïðîñòðàíñòâà D. Ôóíêöèîíàëû (g, ψ) è (g, ψ) îïðå-

äåëåíû íà âñåõ ψ èç ïðîñòðàíñòâà Z è ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è íåïðåðûâíûìè.

Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèîíàëîâ (f, φ) ìû îáîçíà÷èëè êàê D′, à ñîîòâåòñòâóþùåå

ïðîñòðàíñòâî èõ îáðàçîâ Ôóðüå (g, ψ) íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì Z ′.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.3. Ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ôóíêöèîíàëîâ D′ è Z ′ ñóùå-

ñòâóåò âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ D′ è Z ′ âûòåêàåò èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ

ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé íàñòîÿùåãî óòâåðæäåíèÿ, ñì. [3, ñ. 59], [42, ñ. 209], [134,

ñ. 131].

Äàííîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâåñòè èñ-

õîäíóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å â ïðîñòðàíñòâå Z ′.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ôóíêöèîíàëó èç ïðîñòðàíñòâà D′ ñîîòâåòñòâóåò îáðàç Ôó-

ðüå èç ïðîñòðàíñòâà Z ′, íî â îòëè÷èå îò ôóíêöèîíàëîâ èç D′, ôóíêöèîíàëû èç
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Z ′ íå òîëüêî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû, íî è àíàëèòè÷íû.

Çàìå÷àíèå 2.3. Êàê è â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà D′ â ïðîñòðàíñòâå Z ′ ðåãó-

ëÿðíûå ôóíêöèîíàëû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(g, ψ) =

∫ +∞

−∞
g(ζ)ψ(ζ)dζ.

Îäíàêî è ðåãóëÿðíûå, è ñèíãóëÿðíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè èç Z ′ ìîæíî ïðåä-

ñòàâëÿòü ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ âèäà

(g, ψ) =

∫
L

g(s)ψ(s)ds, (2.10)

ãäå L � íåêîòîðûé êîíòóð íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (íå ñîäåðæàùèé îñîáûõ

òî÷åê ôóíêöèè g). Íàïðèìåð, äåëüòà�ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íåëüçÿ çàïèñàòü â âèäå

ðåãóëÿðíîãî ôóíêöèîíàëà, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêî-

ãî ôóíêöèîíàëà:

(δ(s− s0), ψ(s)) = ψ(s0) =

∫
L

ψ(s)ds

s− s0
,

ãäå ôóíêöèÿ ψ(s) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Z.

Çàìå÷àíèå 2.4. Â ëèòåðàòóðå ïðè îïèñàíèè ñâîéñòâ èíòåãðàëüíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé âñòðå÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî S � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-

ðóåìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå íà áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ áûñòðåå ëþáîé

ñòåïåíè 1/|x| âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè, ò.å.

|xkφ(q)(x)| ≤ Ckq, ∀k, q.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî D ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì S è âñþäó ïëîòíî â íåì,

à ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ S ôóíêöèîíàëîâ, êîòîðûå ìîæíî îáîçíà÷èòü S ′,

íàîáîðîò, ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì D′ [42] .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ïðîñòðàíñòâà D, Z, D′ è Z ′. Ðåøåíèå èñ-

õîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâåD′. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê óðàâ-

íåíèÿì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðûõ
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èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Z ′. Â ðåçóëüòàòå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðî-

èñõîäèò îáðàòíûé ïåðåõîä ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Z ′ è D′, â ðåçóëüòàòå ÷åãî

ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó D′. Êàê

óêàçûâàëîñü âûøå, åñëè îíè ïðåäñòàâèìû â âèäå èíòåãðàëà, òî èõ ìîæíî íà-

çâàòü ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè.

2.2.2. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ àðãóìåíòà êîìïëåêñíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü f ∈ D′ è φ ∈ D � ñîîòâåòñòâåííî îáîáùåííàÿ è îñíîâíàÿ êîìïëåêñ-

íîçíà÷íûå ôóíêöèè, ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è

èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f �

ðåãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ âèäà f(ax+ b), ãäå a è

b � êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå:

(f(ax+ b), φ(x)) =

∫ +∞

−∞
f(ax+ b)φ(x)dx =

1

a

∫
Γ

f(y)φ

(
y − b

a

)
dy.

Íîâûé êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, îáîçíà÷åííûé Γ, ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðÿìóþ

íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó b è ïåðåñåêàþùóþ âåùå-

ñòâåííóþ îñü ïîä óãëîì, ðàâíûì arg a. Çàìåòèì, ÷òî íîñèòåëü îñíîâíîé ôóíêöèè

íå èçìåíèëñÿ, ïðè êàæäîì çíà÷åíèè y çíà÷åíèå àðãóìåíòà îñíîâíîé ôóíêöèè

ðàâíî ïðåæíèì çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà íà âåùåñòâåííîé îñè. Èçìåíèëñÿ àðãó-

ìåíò îáîáùåííîé ôóíêöèè, ò.å. èçìåíèëèñü òî÷êè, â êîòîðûõ áåðóòñÿ çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè f .

Äëÿ ñèíãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

àðãóìåíòà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

(f(ax+ b), φ(x)) =
1

a

(
f(y), φ

(
y − b

a

))
Γ

. (2.11)

Èíäåêñ Γ â äàííîé çàïèñè îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f áåðóòñÿ â òî÷êàõ,

ðàñïîëîæåííûõ íà êîíòóðå Γ.

2.2.3. Ïðèìåð.Äàíà ôóíêöèÿ δ(A − iζv) ∈ Z ′, ãäå A � êîìïëåêñíîå ÷èñëî,

ζ � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ, îò êîòîðîé çàâèñèò ôóíêöèÿ, v � âåùåñòâåííûé
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ïàðàìåòð. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ â âèäå δ(ζ − h).

(δ(A− iζv)), ψ(ζ)) =
1

−iv
(δ(ζ), ψ(ζ +A/iv))Γ =

=
1

−iv
(δ(ζ − A/iv), ψ(ζ))Γ =

iψ(A/iv)

v
, (2.12)

δ(A− iζv)) =
1

−iv
δ(ζ − A/iv). (2.13)

ãäå íîñèòåëü Γ, íà êîòîðîì áóäóò âûáèðàòüñÿ òî÷êè, ðàâíûå A/iv, ýòî ïðÿìàÿ,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïîä óãëîì arg(−iv) ê âåùåñòâåííîé îñè.
2.2.4. Óìíîæåíèå ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Z ′. Àíàëîãè÷íî ïðàâèëó óìíîæå-

íèÿ ôóíêöèé èç D′ äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Z ′ íàäî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

ïðè óìíîæåíèè ñîõðàíÿëèñü ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè. Îáîáùåí-

íóþ ôóíêöèþ g(ζ) èç Z ′ ìîæíî óìíîæèòü íà íåêîòîðóþ êîìïëåêñíóþ îáû÷íóþ

ôóíêöèþ b(ζ), åñëè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

(b(ζ)g(ζ), ψ(ζ)) = (g(ζ), b(ζ)ψ(ζ)).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ b(ζ)ψ(ζ) äîëæíà ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó Z. Â

òàêîì ñëó÷àå ôóíêöèþ b(ζ) áóäåì íàçûâàòü ìóëüòèïëèêàòîðîì. Ôóíêöèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ öåëîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé è

óäîâëåòâîðÿåò ïðè íåêîòîðûõ c, q, C íåðàâåíñòâó (ñì. [42]):

|b(ζ)| ≤ Cec|τ |(1 + |ζ|)q. (2.14)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ b(ζ), ÿâëÿÿñü ìóëüòèïëèêàòîðîì, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé, ïîýòîìó íà àíàëîãè÷íóþ ôóíêöèþ b(x) ðàçðå-

øåíî óìíîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå D′.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåïðåðûâíî çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà µ ôóíêöèÿ f(ζ, µ)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Z ′, òî åå ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî ýòîìó ïàðàìåòðó

(â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1) è èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó µ (åñëè îí ñóùåñòâóåò) áóäåò

ÿâëÿòüñÿ îáîáùåííîé ôóíêöèåé èç ïðîñòðàíñòâà Z ′.

2.2.5. Îáðàçû è ïðîîáðàçû Ôóðüå íåêîòîðûõ ôóíêöèé.

43



Íàïîìíèì âûâîä (ñì. [42]) îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò äåëüòà-ôóíêöèè

ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2.9):

(F [1], F [φ]) = (1, φ) =

∫ +∞

−∞
φ(x)dx =

=

∫ +∞

−∞
φ(x)e−ix0dx =

√
2πψ(0) =

√
2π(δ, ψ) = (

√
2πδ, ψ).

Ïîëó÷àåì:

F [1] =
√
2πδ(p), F−1[δ(p)] =

1√
2π
. (2.15)

Äàëåå óêàæåì ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó íàõîäèòñÿ îáðàç Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé,

ÿâëÿþùèõñÿ èíòåãðàëîì ïî ïàðàìåòðó îò îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ k(s) ïðèíàäëåæèò êëàññó K,

åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé, ïðè s → ±∞
óáûâàåò êàê O(e−as2), a > 0, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè:∫ ∞

−∞
k(s)ds = 1. (2.16)

Óòâåðæäåíèå 2.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ k(s) ïðèíàäëåæèò êëàññó K, f(x, s) �

îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ èç D′, íåïðåðûâíî çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà s ∈ (−∞,+∞),

è ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ∫ ∞

−∞
f(x, s)k(s)ds, (2.17)

ïîíèìàåìûé êàê ýëåìåíò D′. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èíòåãðàëà (2.17)

ïðèíàäëåæèò Z ′ è èìååò âèä

F

[∫ ∞

−∞
f(x, s)k(s)ds

]
=

∫ ∞

−∞
f̂(ζ, s)k(s)ds, (2.18)

ãäå f̂(ζ, s) = F [f(x, s)] � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f(x, s), ÿâëÿþùååñÿ ýëåìåíòîì

ïðîñòðàíñòâà Z ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó
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(2.3) è ïðåäñòàâèì èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì

F

[∫ ∞

−∞
f(x, s)k(s)ds

]
= F

[
lim

N1,N2→+∞

∫ N2

−N1

f(x, s)k(s)ds

]
=

= F

[
lim

N1,N2→+∞
lim

max△sj→0

n∑
j=1

f(x, sj)k(sj)△sj

]
=

= lim
N1,N2→∞

lim
max△sj→0

n∑
j=1

F [f(x, sj)] k(sj)△sj.

Äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà íà îñíîâíóþ ôóíêöèþ φ òîæå ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñ

ïîìîùüþ ïðåäåëà

F

[(∫ ∞

−∞
f(x, s)k(s)ds, φ(x)

)]
=

= lim
N1,N2→∞

lim
max△sj→0

n∑
j=1

(F [f(x, sj), φ(x))] k(sj)△sj.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå � ðàâåíñòâîì (2.9),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî (f̂(ζ, sj), ψ(ζ)) = (f(x, sj), φ(x)).

lim
N1,N2→∞

lim
max△sj→0

n∑
j=1

F [f(x, sj)] k(sj)△sj =

= lim
N1,N2→∞

lim
max△sj→0

n∑
j=1

f̂(ζ, sj)k(sj)△sj =
∫ ∞

−∞
f̂(ζ, s)k(s)ds.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

F

[∫ ∞

−∞
f(x, s)k(s)ds

]
=

∫ ∞

−∞
f̂(ζ, s)k(s)ds, (2.19)

êîòîðàÿ è ñîñòàâëÿåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

2.3. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íåêîòîðûõ îáîáùåííûõ ôóíê-

öèé èç Z ′.

2.3.1. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äåëüòà-ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ. Ïðè

ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è âîçíèêàþò âûðàæåíèÿ ñ äåëüòà-ôóíêöèÿìè, ÿâëÿþùè-

ìèñÿ ôóíêöèîíàëàìè â ïðîñòðàíñòâå Z ′. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïîäðîáíî, êàê

âû÷èñëÿåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ïîëó÷èâøèõñÿ âûðàæåíèé.
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Äëÿ ïîèñêà îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ äåëüòà�ôóíêöèè ñî ñäâè-

ãîì íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä [42]. Ïîýòîìó ñíà÷àëà íàéäåì îá-

ðàçû ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå D′ ñî-

îòâåòñòâóåò óìíîæåíèå íà −iζ â ïðîñòðàíñòâå Z ′, è íàîáîðîò, îïåðàöèè äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Z ′ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ix â

ïðîñòðàíñòâå D′.

P

(
d

dζ
F [f ]

)
= F [P (ix)f ] (2.20)

èëè

F [P (x)f ] = P

(
−i d
dζ

)
F [f ].

Íàéäåì Ôóðüå�îáðàç îò ìíîãî÷ëåíà

F [P (x)] = F [P (x) · 1] = P

(
−i d
dζ

)
F [1] = P

(
−i d
dζ

)√
2πδ(ζ),

ò.å. F [x] =
√
2π(−i)δ′(ζ), F [x2] =

√
2π(−i)2δ′′(ζ), ..., F [xq] =

√
2π(−i)qδ(q)(ζ).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîîáðàçà äåëüòà�ôóíêöèè ñî ñäâèãîì, íàäî çàïèñàòü åå â

âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà [42]:

δ(ζ + ζ0) =
∞∑
q=0

δ(q)(ζ)
ζq0
q!
,

çàïèñàòü ðÿä äëÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè

eiζ0x =
∞∑
q=0

(iζ0)
qxq

q!
,

âûïîëíèòü íàä íåé ïóòåì ïî÷ëåííîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ñðàâ-

íèòü Ôóðüå�îáðàç ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ñ ðàçëîæåíèåì äåëüòà�ôóíêöèè. Ïî-

ëó÷àåì:

F [eiζ0x] =
√
2πδ(ζ + ζ0).

Ýòî ïîçâîëèò çàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ äåëüòà�ôóíêöèè ñî ñäâèãîì:

F−1[δ(ζ − ζ0)] =
1√
2π
e−iζ0x. (2.21)
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Îïèðàÿñü íà ôîðìóëó (2.20), ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ëþ-

áîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè δ(ζ − ζ0)

F−1[δ(s)(ζ − ζ0)] =
1√
2π

(ix)se−iζ0x. (2.22)

2.3.2. Ïðîèçâåäåíèå äåëüòà-ôóíêöèè íà îáû÷íóþ ôóíêöèþ h(ζ). Êàê ãîâîðè-

ëîñü âûøå, â ïðîñòðàíñòâàõ îáîáùåííûõ D′ è Z ′ äëÿ ââåäåíèÿ îïåðàöèè óìíî-

æåíèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðûå ôóíêöèè (a(x) è b(x) ñîîòâåòñòâåí-

íî) íà ôóíêöèè-ìíîæèòåëè íàêëàäûâàþòñÿ ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Òàê, â ïðî-

ñòðàíñòâå D′ äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ëþáîé îáîáùåííîé

ôóíêöèè f(x) íà a(x), ôóíêöèÿ a(x) äîëæíà áûòü áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-

ìà. Â ïðîñòðàíñòâå Z ′ äëÿ òîãî, ÷òîáû óìíîæèòü ëþáóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ

g(ζ) íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ b(ζ), ïîñëåäíÿÿ äîëæíà ÿâëÿòüñÿ ìóëüòèïëèêàòî-

ðîì (ò.å. äîëæíà áûòü öåëîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîãî ðîñòà, ñì.

ï. 2.2). Â äàííîé ðàáîòå òðåáóåòñÿ íàéòè îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ

ôóíêöèé âèäà h(ζ)δ(ζ − h), êîãäà ôóíêöèÿ h(ζ) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì,

íàêëàäûâàåìûì íà ôóíêöèè a(x) è b(ζ).

Ñâîéñòâà îáîáùåííîé ôóíêöèè δ(ζ − h) ïîçâîëÿþò ñìÿã÷èòü òðåáîâàíèÿ ê

ôóíêöèè h(ζ). Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå Z ′ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ äåëüòà-ôóíêöèè

íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ h(ζ) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó è ïîòðåáóåì îò ôóíêöèè

h(ζ), ÷òîáû â òî÷êå ζ0 îíà áûëà îïðåäåëåíà è èìåëà êîíå÷íîå çíà÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ñ÷èòàòü ïðîèçâåäåíèåì h(ζ) íà δ(ζ − ζ0) ôóíêöèî-

íàë, çàïèñàííûé êàê h(ζ)δ(ζ − ζ0) è âû÷èñëÿåìûé ïî ïðàâèëó

(h(ζ)δ(ζ − ζ0), ψ(ζ)) = h(ζ0)ψ(ζ0). (2.23)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì è ïðèíàä-

ëåæèò ïðîñòðàíñòâó Z ′.

Ââåäåííàÿ îïåðàöèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ôóíê-

öèè âèäà h(ζ)δ(ζ − ζ0).

Óòâåðæäåíèå 2.5. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè h(ζ)δ(ζ−
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ζ0), ãäå h(ζ) îïðåäåëåíà â òî÷êå ζ0, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

F−1[h(ζ)δ(ζ − ζ0)] =
h(ζ0)e

−iζ0x

√
2π

. (2.24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå (2.9) è ôîð-

ìóëàìè (2.21), (2.23)

(h(ζ)δ(ζ − ζ0), ψ(ζ)) = h(ζ0)(δ(ζ − ζ0), ψ(ζ)) = h(ζ0)(δ(ζ − ζ0), ψ(ζ)) =

= h(ζ0)

(
e−iζ0x

√
2π

, φ(x)

)
=

(
h(ζ0)e−iζ0x

√
2π

, φ(x)

)
.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 2.6. Äëÿ ñèíãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò

ïàðàìåòðà è èìåþùåé âèä g(µ)δ(A − iζµ), ïðè óñëîâèè, ÷òî âûðàæåíèå

g(µ)/(−iµ) ïðèíèìàåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå, âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

F−1 [g(µ)δ(A− iζµ)] =
ig(µ)e−Ax/µ

µ
√
2π

. (2.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ïðèìåðà èç ï. 2.2.3.

1

−iµ

(
δ

(
ζ − A

iµ

)
, g(µ)ψ(ζ)

)
=

1

−iµ
g(µ)ψ

(
A

iµ

)
.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ g(µ) íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü

ìóëüòèïëèêàòîðîì, ò.ê. îíà çàâèñèò íå îò ïåðåìåííîé ζ, à îò ïàðàìåòðà µ.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (2.21), íàéäåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

F−1 [g(µ)δ(A− iζµ)] = F−1

[
g(µ)

−iµ
δ

(
ζ − A

iµ

)]
=

= −g(µ)
iµ

F−1

[
δ

(
ζ − A

iµ

)]
=
ig(µ)e−Ax/µ

µ
√
2π

.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2.3.3. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèîíàë g(ζ, v), ζ ∈ C, v ∈ R, îïðåäåëåííûé ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

g(ζ, v) = g1(ζ, v)

∫ +∞

−∞
g0(µ)δ(A− iµζ)dµ, (2.26)
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ãäå g1(ζ, v) è g0(v) � îáû÷íûå ôóíêöèè, óñëîâèÿ íà êîòîðûå áóäóò óòî÷íåíû

äàëåå, òàêèå, ÷òî g(ζ, v) ∈ Z ′.

Îïðåäåëåíèå 4. Ââåäåì ôóíêöèîíàë J0(ζ) ïî ôîðìóëå:

J0(ζ) =

∫ ∞

−∞
g0(µ)δ(A− iµζ)dµ, (2.27)

ãäå ζ,A ∈ C, g0(µ) � ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà µ, à èíòåãðàë ïîíèìà-

åòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Ñîãëàñíî (2.4), äåéñòâèå J0 íà îñíîâíóþ ôóíêöèþ èç ïðîñòðàíñòâà Z îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(J0(ζ), ψ(ζ)) =

(∫ ∞

−∞
g0(µ)δ(A− iµζ)dµ, ψ(ζ)

)
. (2.28)

Îïðåäåëèì óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûõ íà ôóíêöèþ g0(µ), äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî,

÷òîáû äàííûé ôóíêöèîíàë ïðèíàäëåæàë ïðîñòðàíñòâó Z ′.

Ââåäåì êëàññ ôóíêöèé G0. Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ g0(µ) èç ïðîñòðàí-

ñòâà îáû÷íûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ g0(µ) ïðèíàäëåæèò êëàññó

G0, åñëè îíà ïðè âñåõ µ ∈ (−∞,∞) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà Hα ñ

íåêîòîðûì α ∈ (0, 1) è èìååò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè: g0(µ) = O(e−c|A/µ|), c > 0

ïðè µ → 0, à íà áåñêîíå÷íîñòè óáûâàåò áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè µ, ò.å. g0(µ) =

o(1/µk), k > 0 ïðè µ→ ∞.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ g0(µ) ïðèíàäëåæèò êëàññó G0. Òîãäà ôóíê-

öèîíàë J0(ζ), îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (2.27), ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Z ′

è äåéñòâóåò íà îñíîâíóþ ôóíêöèþ èç ïðîñòðàíñòâà Z ïî ôîðìóëå

(J0(ζ), ψ(ζ)) = i

∫ +∞

−∞

g0(µ)

µ
ψ

(
A

iµ

)
dµ. (2.29)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì âûðàæåíèå ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.4)(∫ +∞

−∞
g0(µ)δ(A− iµζ)dµ, ψ(ζ)

)
=

= lim
N1,N2→+∞

(∫ N2

−N1

g0(µ)δ(A− iµζ)dµ, ψ(ζ)

)
=

= lim
N1,N2→+∞

lim
max△µj→0

(
n∑

j=1

g0(µ
∗
j)δ(A− iµ∗jζ)△µj, ψ(ζ)

)
=

= lim
N1,N2→+∞

lim
max△µj→0

(
n∑

j=1

g0(µ
∗
j)

−iµ∗j
δ

(
ζ − A

iµ∗j

)
△µj, ψ(p)

)
=

= lim
N1,N2→+∞

lim
max△µj→0

n∑
j=1

g0(µ
∗
j)

−iµ∗j
△µjψ

(
A

iµ∗j

)
=

= i

∫ +∞

−∞

g0(µ)

µ
ψ

(
A

iµ

)
dµ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé îñíîâíîé ôóíêöèè ψ(ζ) èç ïðîñòðàíñòâà Z äåéñòâèå

ôóíêöèîíàëà J0(ζ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (2.29):

(J0(ζ), ψ(ζ)) = i

∫ +∞

−∞

g0(µ)

µ
ψ

(
A

iµ

)
dµ.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë (2.29). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè îí ñóùåñòâóåò, òî

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ïî àðãóìåíòó ψ. Äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà ïðèíàäëåæíîñòè åãî ê ïðîñòðàíñòâó Z ′ íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñõîäè-

ìîñòü.

Ôóíêöèÿ ψ(ζ), ÿâëÿþùàÿñÿ îáðàçîì Ôóðüå îñíîâíîé ôóíêöèè φ(x) ∈ D, îá-

ðàùàþùåéñÿ â íóëü ïðè |x| ≥ a, ñàìà ÿâëÿåòñÿ öåëîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé

è óäîâëåòâîðÿåò ïðè êàæäîì q = 0, 1, 2, ... íåðàâåíñòâó (2.8) (ñì. ïóíêò 2.2.1)

|ζqψ(ζ)| ≤ Cqe
a|τ |,

ãäå τ � ìíèìàÿ ÷àñòü àðãóìåíòà ζ = σ + iτ .
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Ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíòà íà çíà÷åíèå A/iµ îöåíêà (2.8) äàåò ðåçóëüòàò∣∣∣∣Aµ
∣∣∣∣q · ∣∣∣∣ψ(A

iµ

)∣∣∣∣ ≤ Cqe
a|A/µ|,∣∣∣∣ψ(A

iµ

)∣∣∣∣ ≤ |µ|qC̃qe
a|A/µ|.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (2.29) îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì∣∣∣∣g0(µ)µ
ψ

(
A

iµ

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣g0(µ)µ

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ψ(A

iµ

)∣∣∣∣ ≤ |g0(µ)| · |µ|q−1C̃qe
a|A/µ|.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ g0(µ) îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ

àðãóìåíòà. Íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (2.29) âëèÿåò ïîâåäåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé

ôóíêöèè ïðè µ → 0 è ïðè µ → ±∞. Â íóëå áåñêîíå÷íî áûñòðî ðàñòåò îöåíêà

ea|A/µ|. Íî ïî óñëîâèþ, åñëè ôóíêöèÿ g0 ïðèíàäëåæèò êëàññóG0, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

O(e−c|A/µ|), òîãäà ïðîèçâåäåíèå g0(µ)ψ(A/iµ) îãðàíè÷åíî è îñîáåííîñòè â íóëå

íå âîçíèêàåò.

Ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè g0 ê êëàññó G0 òàêæå îáåñïå÷èâàåò è óäîâëåòâîðè-

òåëüíóþ îöåíêó ïðè µ→ ±∞. Íà áåñêîíå÷íîñòè g0(µ) = o(1/µk) è ïðîèçâåäåíèå

ôóíêöèé |g0(µ)| · |µ|q−1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ äîñòàòî÷íî áûñòðî, ÷òîáû èíòåãðàë

ñõîäèëñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ q.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè g0 ê êëàññó G0 � äîñòàòî÷íîå óñëî-

âèå ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (2.29) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî

íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà J0(ζ), ïðèíàäëåæàùåãî ïðîñòðàíñòâó Z
′.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äàëåå ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g1(ζ, v) è åå ïðîèçâåäåíèå íà èíòåãðàë (2.29).

Ôóíêöèÿ g1(ζ, v) çàâèñèò îò êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà ζ è îò âåùåñòâåííîãî ïà-

ðàìåòðà v. Ââåäåì êëàññ ôóíêöèé G1.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ g1(ζ, v) ïðèíàäëåæèò êëàñ-

ñó G1, åñëè îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà ζ ýòî îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ,

îãðàíè÷åííàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è îïðåäåëåííàÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, òî÷åê, â êîòîðûõ îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
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âèäå

g1(ζ, v) =
h(ζ, v)

A− iζv
, (2.30)

ãäå h(ζ, v) � ã¼ëüäåðîâà ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7. Ââåäåì ôóíêöèîíàë J(ζ, v) ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

J(ζ, v) = g1(ζ, v)

∫ ∞

−∞
g0(µ)δ(A− iµζ)dµ, (2.31)

ãäå ôóíêöèÿ g0(µ) ïðèíàäëåæèò êëàññó G0, à ôóíêöèÿ g1(ζ, v) ïðèíàäëåæèò

êëàññó G1.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ g0(µ) ∈ G0, à ôóíêöèÿ g1(ζ, v) ∈ G1. Òîãäà

ôóíêöèîíàë J(ζ, v), îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (2.31), ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-

ñòâó Z ′ è äåéñòâóåò íà îñíîâíóþ ôóíêöèþ ψ èç ïðîñòðàíñòâà Z ïî ôîðìóëå

(J(ζ, v), ψ(ζ)) = i

∫ +∞

−∞

g0(µ)

µ
g1

(
A

iµ
, v

)
ψ

(
A

iµ

)
dµ. (2.32)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè òåîðåìû 2.1 è ïðåäñòàâèì

èíòåãðàë, ôèãóðèðóþùèé â (2.31) êàê ôóíêöèîíàë J0(ζ). Â òåîðåìå 2.1 áûëî

äîêàçàíî, ÷òî J0 ∈ Z ′. Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë (2.31) â âèäå ïðåäåëà èíòåãðàëüíûõ

ñóìì

(J(ζ, v), ψ(ζ)) = g1(ζ, v)

(∫ +∞

−∞
g0(µ)δ(A− iµζ)dµ, ψ(ζ)

)
=

= g1(ζ, v) lim
N1,N2→+∞

(∫ N2

−N1

g0(µ)δ(A− iµζ)dµ, ψ(ζ)

)
=

= g1(ζ, v) lim
N1,N2→+∞

lim
max△µj→0

n∑
j=1

(
g0(µ

∗
j)δ(A− iµ∗jζ)△µj, ψ(ζ)

)
=

= g1(ζ, v) lim
N1,N2→+∞

lim
max△µj→0

n∑
j=1

(
g0(µ

∗
j)

−iµ∗j
δ

(
ζ − A

iµ∗j

)
△µj, ψ(ζ)

)
.

Çíà÷åíèÿ g0(µ
∗
j)△µj/(−iµ∗j) íå çàâèñÿò îò àðãóìåíòà ζ, à ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè

÷èñëîâûìè âûðàæåíèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà, ïîýòîìó âåðíî(
g0(µ

∗
j)

−iµ∗j
δ

(
ζ − A

iµ∗j

)
△µj, ψ(ζ)

)
=
g0(µ

∗
j)

−iµ∗j
△µj

(
δ

(
ζ − A

iµ∗j

)
, ψ(ζ)

)
.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çíà÷åíèå g1(ζ, v) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà µ, ïîýòîìó åãî

ìîæíî âíåñòè ïîä çíàê ñóììû. Ôóíêöèÿ g1(ζ, v) íå ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòî-

ðîì, ïîýòîìó óìíîæåíèå g1(ζ, v) íà äåëüòà�ôóíêöèþ ïðîâåäåì ñîãëàñíî ôîðìó-

ëå (2.23), ñì. ï. 2.3.2, îïðåäåëåíèå 3.

lim
N1,N2→+∞

lim
max△µj→0

n∑
j=1

g0(µ
∗
j)

−iµ∗j
△µjg1(ζ, v)

(
δ

(
ζ − A

iµ∗j

)
, ψ(ζ)

)
=

= lim
N1,N2→+∞

lim
max△µj→0

n∑
j=1

g0(µ
∗
j)

−iµ∗j
△µjg1

(
A

iµ∗j
, v

)
ψ

(
A

iµ∗j

)
=

= i

∫ +∞

−∞

g0(µ)

µ
g1

(
A

iµ
, v

)
ψ

(
A

iµ

)
dµ.

Ïîëó÷èëè, ÷òî äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà J(ζ, v) íà îñíîâíóþ ôóíêöèþ èç ïðî-

ñòðàíñòâà Z ïðîèñõîäèò ïî ôîðìóëå (2.32)

(J(ζ, v), ψ(ζ)) = i

∫ +∞

−∞

g0(µ)

µ
g1

(
A

iµ
, v

)
ψ

(
A

iµ

)
dµ.

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (2.32). Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè òåîðåìû

2.1. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì∣∣∣∣∣g0(µ)µ
g1

(
A

iµ∗j
, v

)
ψ

(
A

iµ

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣g0(µ)µ

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣g1
(

A

iµ∗j
, v

)∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣ψ(A

iµ

)∣∣∣∣ ≤
≤ |g0(µ)| ·

∣∣∣∣∣g1
(

A

iµ∗j
, v

)∣∣∣∣∣ · |µ|q−1C̃qe
a|A/µ|.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ g1(ζ, v) ñîãëàñíî (2.30) èìååò âèä

g1(ζ, v) =
h(ζ, v)

A− iζv
,

ãäå h(ζ, v) � ã¼ëüäåðîâà ôóíêöèÿ.

Ïîäñòàâèì âìåñòî àðãóìåíòà ζ âûðàæåíèå A/iµ è èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíê-

öèè g1(A/iµ, v). Ïðè çàìåíå àðãóìåíòà ζ = A/iµ ôóíêöèÿ g1(ζ, v) ïðèìåò âèä

g1

(
A

iµ
, v

)
=

h(A/iµ, v)

A− ivA/iµ
=
h(A/iµ, v)µ

A(µ− v)
.

53



Â çíàìåíàòåëå ñòîèò ðàçíîñòü äâóõ âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ µ−v, è ýòî çíà÷èò,
÷òî â îáùåì ñìûñëå ôóíêöèÿ

g0(µ)

µ
g1

(
A

iµ
, v

)
ψ

(
A

iµ

)
íå áóäåò èíòåãðèðóåìîé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì èñïîëü-

çîâàòü ïîíÿòèå èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè [39, ñ. 23], à

èìåííî

v.p.

∫ +∞

−∞

f(v, µ)

µ− v
dµ = lim

ε→0

(∫ v−ε

−∞

f(v, µ)

µ− v
dµ+

∫ +∞

v+ε

f(v, µ)

µ− v
dµ

)
.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàë (2.32) êàê èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ

ïî Êîøè, òî òðåáîâàíèÿ ê ôóíêöèÿì g0 è g1 äîñòàòî÷íû, ÷òîáû çíà÷åíèå ôóíê-

öèîíàëà (J(ζ, v), ψ(ζ)) áûëî êîíå÷íûì, à ó÷èòûâàÿ ëèíåéíîñòü è íåïðåðûâíîñòü

ïî ψ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë J(ζ, v) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Z ′.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ôóíêöèîíàëà J(ζ, v), îïðå-

äåëåííîãî ïî ôîðìóëå (2.31), äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

F−1

[
g1(ζ, v)

∫ ∞

−∞
g0(µ)δ(A− iµζ)dµ

]
=

i√
2π

∫ ∞

−∞

g0(µ)

µ
g1

(
A

iµ
, v

)
e−Ax/µdµ.

(2.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàë J(ζ, v) â âèäå ïðåäåëà èíòå-

ãðàëüíûõ ñóìì:

g1(ζ, v)

∫ ∞

−∞
g0(µ)δ(A− iµζ)dµ = lim

n→∞,max△µj→0
sn =

= lim
N1,N2→∞

lim
max△µj→0

n∑
j=1

g1(ζ, v)g0(µ
∗
j)δ(A− iµ∗jζ)△µj,

ãäå △µj � ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ êîíòóðà, ìàêñèìóì äëèíû êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ, à µ∗j � ïðîèçâîëüíî âûáèðàåìàÿ òî÷êà íà êàæäîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ, â

êîòîðîé áåðåòñÿ çíà÷åíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.
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Ðàññìîòðèì íà êàæäîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ ôóíêöèþ�îáðàç Ôóðüå è ïðè-

ìåíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2.24) è (2.25) èç

óòâåðæäåíèé 1 è 2, ïîëó÷àåì

F−1
[
g1(ζ, v)g0(µ

∗
j)δ(A− iµ∗jζ)△µj

]
=

= F−1

[(
− 1

iµ∗j

)
g1(ζ, v)g0(µ

∗
j)δ

(
ζ − A

iµ∗j

)
△µj

]
=

=

(
− 1

iµ∗j

)
g0(µ

∗
j)△µjF−1

[
g1(ζ, v)δ

(
ζ − A

iµ∗j

)]
=

=

(
− 1

iµ∗j

)
g0(µ

∗
j)△µjg1

(
A

iµ∗j
, v

)
e−ixA/iµ∗

j

√
2π

=

=

(
− 1

iµ∗j

)
g1

(
A

iµ∗j
, v

)
g0(µ

∗
j)
e−Ax/µ∗

j

√
2π

△µj.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì ôîðìóëó (2.33)

F−1

[
g1(ζ, v)

∫ ∞

−∞
g0(µ)δ(A− iµζ)dµ

]
=

i√
2π

∫ ∞

−∞

g1 (A/iµ, v) g0(µ)

µ
e−Ax/µdµ.

Ïðîâåðèì ñõîäèìîñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ èíòåãðàëà.∣∣∣∣g1(A

iµ
, v

)
g0(µ)

µ
e−Ax/µ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣h(A/iµ, v)g0(µ)e−Ax/µ

A(µ− v)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣h(A/iµ, v)A(µ− v)

∣∣∣∣ · ∣∣∣g0(µ)e−Ax/µ
∣∣∣ .

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè g0(µ), ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âòîðîé ìíîæèòåëü

îãðàíè÷åí ïðè ñòðåìëåíèè µ ê íóëþ, è ÷òî ïðîèçâåäåíèå g0(µ)e
−Ax/µ ïðè µ→ ∞

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå ëþáîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè µ. Ïåðâûé ìíîæèòåëü

ñîäåðæèò ãåëüäåðîâó ôóíêöèþ h(ζ, v) è îñîáåííîñòü â çíàìåíàòåëå. Ó÷èòûâàÿ

âûøåñêàçàííîå, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, åñëè åãî ïîíèìàòü â

ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè. Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

Ôóðüå îò ôóíêöèîíàëà J(ζ, v) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöè-

îíàë, âû÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëå (2.33).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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�3. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

3.1. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ F(x, v) è E(x) è ïåðåõîä ê îáîáùåííûì

ôóíêöèÿì.

3.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ F(x, v) è E(x). Â § 3 è § 4 ãëàâû 1 áûëî ïîêàçàíî,

÷òî èññëåäîâàíèå âîçìóùåíèÿ ïëàçìû ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ñâîäèòñÿ ê ðåøå-

íèþ ñëåäóþùåé ñèñòåìû èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé

F(x, v) è E(x):
vFx(x, v) + AF(x, v) = vE(x) +

∫ ∞

−∞
F(x, s)k(s)ds, (3.1)

Ex(x) = B

∫ ∞

−∞
F(x, s)k(s)ds. (3.2)

Íàïîìíèì, ÷òî F(x, v) è E(x) èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñîîòâåòñòâåííî âîçìó-

ùåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ è àìïëèòóäû ñàìîñîãëàñîâàííîãî

ïîëÿ. Ñèñòåìà (3.1), (3.2) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïîëîñå

Π = {(x, v) : x ∈ (−l, l), v ∈ (−∞,+∞)}. (3.3)

Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé F(x, v) è E(x) íà ãðàíèöå ïîëîñû áûëè ïðèíÿòû

ñëåäóþùèå:

F(l, v) = F(l,−v), F(−l, v) = F(−l,−v), v ∈ (−∞,+∞), (3.4)

E(l) = 1, E(−l) = 1. (3.5)

Íàïîìíèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ ôèãóðèðóþò êîìïëåêñíàÿ è âåùåñòâåííàÿ ïî-

ñòîÿííûå A è B, êîòîðûå èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Èõ ñâÿçü ñ èñõîäíûìè

ôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè äàåòñÿ ôîðìóëàìè (3.16), (4.16) èç ãëàâû 1. Ôóíêöèÿ

k(s) èìååò ñìûñë ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ â íåâîçìóùåííîì ñîñòî-

ÿíèè. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ k(s) ïðèíàäëåæèò êëàññó K (ñì. îïðåäåëåíèå 2).

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F(x, v) íåïðåðûâíà â çàìûêàíèè ïî-

ëîñû (3.3) çà èñêëþ÷åíèåì áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê è åå ïðîèçâîäíàÿ ∂F/∂x
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íåïðåðûâíà â ñàìîé ïîëîñå ñîîòâåòñòâåííî, à, êðîìå òîãî, êîíå÷åí èíòåãðàë, ôè-

ãóðèðóþùèé â (3.1), (3.2), ò.å.

F ∈ C(Π\{v = ±∞}), ∂F

∂x
∈ C(Π), (3.6)∣∣∣∣∫ ∞

−∞
F(x, s)k(s)ds

∣∣∣∣ < +∞, x ∈ (−l, l). (3.7)

Ôóíêöèÿ E(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [−l, l], à åå ïðîèçâîäíàÿ
� íà èíòåðâàëå (−l, l), ò.å.

E ∈ C[−l, l], dE

dx
∈ C(−l, l). (3.8)

Äàëåå íà ïîñòàíîâêó (3.1)�(3.8) áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà îñíîâíóþ çàäà÷ó, ðàñ-

ñìàòðèâàåìóþ â äèññåðòàöèè. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà îòëè÷àåòñÿ îò (0.1)�(0.5) óòî÷-

íåíèåì êëàññîâ, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ èñêîìûå ôóíêöèè.

3.1.2. Ïåðåõîä ê ïðîñòðàíñòâó îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíå-

íèé (3.1), (3.2) áóäåì èñêàòü ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ñîãëàñíî [134, ñ.

131] ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðîñòðàí-

ñòâà D′ è ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà Z ′, ãäå, íàïîìíèì, Z ′ � ýòî ïðîñòðàíñòâî

îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíûìè íåïðåðûâíûìè ôóíêöèîíàëàìè

íàä ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà Z, ñîñòîÿùåãî èç îáðàçîâ Ôóðüå îñíîâíûõ ôóíê-

öèé èç ïðîñòðàíñòâà D.

Ôóíêöèè F(x, v) è E(x) è èõ ïðîèçâîäíûå ïî x, ôèãóðèðóþùèå â óðàâíå-

íèÿõ (3.1), (3.2), áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèîíàëàìè èç ïðî-

ñòðàíñòâà D′, ò.å. ôóíêöèîíàëàìè, äåéñòâóþùèìè íà ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà D

ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.1). Ïðè ýòîì ôóíêöèîíàë F(x, v) çàâèñèò îò v êàê îò ïà-

ðàìåòðà, à ôèãóðèðóþùèé â (3.1), (3.2) èíòåãðàë
∫
F(x, s)k(s)ds, ÿâëÿþùèéñÿ

èíòåãðàëîì ïî ïàðàìåòðó, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà D′.

Â ïóíêòå 3.2 â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê óðàâíåíè-

ÿì (3.1), (3.2) ïîëó÷åíà ñèñòåìà äâóõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé èç

ïðîñòðàíñòâà Z ′, ðåøåíèå êîòîðîé íàéäåíî â 3.2.4. Çàòåì ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî
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ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â ïóíêòå 3.4 íàéäåíû ôóíêöèè (ðåãóëÿðíûå ôóíêöèîíà-

ëû) èç ïðîñòðàíñòâà D′, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.1), (3.2).

3.2. Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå F̂(ζ, v), Ê(ζ).

3.2.1. Ïåðåõîä ê îáðàçàì Ôóðüå. Íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå äëÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé f(x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè:

F [f(x)] = f̂(ζ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)eiζxdx, (3.9)

F−1[f̂(ζ)] = f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̂(ζ)e−iζxdx. (3.10)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F [f ] ñèíãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé èç D′ îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.9) (ñì. § 2 íàñòîÿùåé ãëàâû):

(F [f ], F [φ]) = (f, φ),

ãäå φ è F [φ] ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà D è åå îáðàç Ôóðüå èç

ïðîñòðàíñòâà Z.

Îáðàçû Ôóðüå ôóíêöèé F(x, v) è E(x) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî F̂(ζ, v) è

Ê(ζ). Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ îáðàçîâ ïðîèçâîäíûõ âåð-

íû ñîîòíîøåíèÿ

F [Fx(x, v)] = (−iζ)F [F(x, v)] = −iζF̂(ζ, v), (3.11)

F [E′(x)] = (−iζ)F [E(x)] = −iζÊ(ζ). (3.12)

Èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó s îò ôóíêöèîíàëà F(x, s) ∈ D′∫ ∞

−∞
F(x, s)k(s)ds

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì èç D′, à åãî îáðàç Ôóðüå, âû÷èñëÿåìûé ïî ôîð-

ìóëå

F

[∫ ∞

−∞
F(x, s)k(s)ds

]
=

∫ ∞

−∞
F̂(ζ, s)k(s)ds, (3.13)

(ñì. óòâåðæäåíèå 2.4 èç § 2 íàñòîÿùåé ãëàâû) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì èç ïðî-

ñòðàíñòâà Z ′.
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Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.1), (3.2) è èñïîëüçóÿ

ðàâåíñòâà (3.11)�(3.13), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

F̂(ζ, v) è Ê(ζ): 
(A− iζv)F̂(ζ, v) =

(
v − iζ

B

)
Ê(ζ), (3.14)(

−iζ
B

)
Ê(ζ) =

∫ ∞

−∞
F̂(ζ, s)k(s)ds, (3.15)

ðåøåíèå êîòîðîé áóäåì èñêàòü â ïðîñòðàíñòâå Z ′.

3.2.2. Ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3.14), (3.15) â Z ′. Îáîçíà÷èì

ôèãóðèðóþùèé â óðàâíåíèè (3.15) èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó s îò F̂(ζ, s) ∈ Z ′

÷åðåç

Ŵ(ζ) :=

∫ ∞

−∞
F̂(ζ, s)k(s)ds ∈ Z ′ (3.16)

è ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3.14), (3.15) â âèäå:
(A− iζv)F̂(ζ, v) =

(
v − iζ

B

)
Ê(ζ), (3.17)(

−iζ
B

)
Ê(ζ) = Ŵ(ζ). (3.18)

Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 2.2 (ñì. ï. 2.1.5 èç § 2), âûðàæàÿ Ê(ζ) èç óðàâíåíèÿ

(3.18) è ïîäñòàâëÿÿ â (3.17), ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (3.17), (3.18) ê âèäó:
(A− iζv)F̂(ζ, v) =

(
v − iζ

B

)(
−B

iζ

)
Ŵ(ζ) +

(
v − iζ

B

)
Q0δ(ζ), (3.19)

Ê(ζ) = −B

iζ
Ŵ(ζ) + Q0δ(ζ), (3.20)

ãäå Q0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èç óðàâíåíèÿ (3.19) âûðàæàåì F̂(ζ, v) ïî

ôîðìóëå:

F̂(ζ, v) =
v − iζ/B

A− iζv

(
−B

iζ

)
Ŵ(ζ) +

v − iζ/B

A− iζv
Q0δ(ζ) +Q(v)δ(A− iζv), (3.21)

ãäå Q0 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé êîíñòàíòîé, à Q(v) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñâîé-

ñòâà êîòîðîé áóäóò óòî÷íåíû äàëåå. Íàïîìíèì, ÷òî Ŵ(ζ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

èñêîìóþ ôóíêöèþ F̂(ζ, v) ïî ôîðìóëå (3.16).
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Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî îáðàçîâ Ôóðüå F̂(ζ, v) è Ê(ζ)

ñâåäåíà ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (3.21) îòíîñèòåëüíî F̂(ζ, v) êàê ôóíêöèè v,

à êîìïëåêñíîå ïåðåìåííîå ζ èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà. Ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(3.21) íàéäåì Ê(ζ) ïî ôîðìóëå (3.20).

3.2.3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.21). Ïðåäñòàâèì èñêîìóþ ôóíêöèþ F̂(ζ) èç óðàâ-

íåíèÿ (3.21) â âèäå

F̂(ζ) = F̂hom(ζ) + F̂1(ζ) + F̂2(ζ),

ãäå ñëàãàåìûå F̂hom(ζ, v), F̂1(ζ, v), F̂2(ζ, v) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî:

F̂hom(ζ, v) =
v − iζ/B

A− iζv

(
−B

iζ

)
Ŵhom(ζ), (3.22)

F̂1(ζ, v) =
v − iζ/B

A− iζv

(
−B

iζ

)
Ŵ1(ζ) +

v − iζ/B

A− iζv
Q0δ(ζ), (3.23)

F̂2(ζ, v) =
v − iζ/B

A− iζv

(
−B

iζ

)
Ŵ2(ζ) +Q(v)δ(A− iζv); (3.24)

çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

Ŵhom(ζ) :=

∫ ∞

−∞
F̂hom(ζ, s)k(s)ds, (3.25)

Ŵ1(ζ) :=

∫ ∞

−∞
F̂1(ζ, s)k(s)ds, Ŵ2(ζ) :=

∫ ∞

−∞
F̂2(ζ, s)k(s)ds. (3.26)

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ôóíêöèîíàë Ŵ(ζ) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñóììîé ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ôóíêöèîíàëîâ (3.25), (3.26):

Ŵ(ζ) = Ŵhom(ζ) + Ŵ1(ζ) + Ŵ2(ζ).

3.2.4. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.22). Ñíà÷àëà ðåøèì óðàâíåíèå (3.22), äëÿ ÷åãî

óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ k(v), è ïðîèíòåãðèðóåì îò −∞ äî

+∞, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∫ ∞

−∞
Ŵ(ζ)k(v)dv = Ŵ(ζ).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

Ŵhom(ζ) = Ŵhom(ζ)

∫ +∞

−∞

v − iζ/B

A− iζv

(
−B

iζ

)
k(v)dv.
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Äëÿ ôóíêöèîíàëà Ŵhom(ζ) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâà-

íèÿ çàìåíèì íà òðàäèöèîííóþ s):(
1 +

B

iζ

∫ ∞

−∞

s− iζ/B

A− iζs
k(s)ds

)
Ŵhom(ζ) = 0. (3.27)

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ íàçîâåì ôóíêöèåé ∆(ζ) :

∆(ζ) = 1 +
B

iζ

∫ ∞

−∞

s− iζ/B

A− iζs
k(s)ds. (3.28)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ∆(ζ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé íà âñåé êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êðîìå ïðÿìîé ζ = A/is. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ Ŵhom(ζ)

çàâèñèò îò íàëè÷èÿ è êðàòíîñòè íóëåé ζk ôóíêöèè ∆(ζ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∆(ζ) èìååò íóëè ζk, k = 1,m, êðàòíîñòè êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåõ nk, è îáðà-

çóåì ñóììó

N̂(ζ) =
m∑
k=1

nk−1∑
r=0

Qkrδ
(r)(ζ − ζk), (3.29)

ãäå Qkr � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(3.22) ÿâëÿåòñÿ

Ŵhom(ζ) = N̂(ζ). (3.30)

3.2.5. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.23). Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.23) íà k(v)

è èíòåãðèðóÿ ïî v îò −∞ äî +∞, ïîëó÷àåì:

Ŵ1(ζ) = Ŵ1(ζ)

(
−B

iζ

)∫ +∞

−∞

v − iζ/B

A− iζv
k(v)dv +Q0δ(ζ)

∫ +∞

−∞

v − iζ/B

A− iζv
k(v)dv.

(3.31)

Ãðóïïèðóÿ â (3.31) ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå Ŵ1(ζ), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ôóíêöèîíàëà (ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ çà-

ìåíèì íà ïðèâû÷íóþ s):

∆(ζ)Ŵ1(ζ) = Q0

(∫ +∞

−∞

s− iζ/B

A− iζs
k(s)ds

)
δ(ζ), (3.32)
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ãäå∆(ζ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.28). ×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.32) èìååò

âèä:

Ŵ1(ζ) =
Q0

∆(ζ)

(∫ +∞

−∞

s− iζ/B

A− iζs
k(s)ds

)
δ(ζ), (3.33)

ïðè óñëîâèè, ÷òî∆(0) ̸= 0. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.32) îòëè÷àåòñÿ îò (3.33)

íà ôóíêöèîíàë (3.29), ò.å. èìååò âèä

m∑
k=1

nk−1∑
r=0

Qkrδ
(r)(ζ − ζk) +

Q0δ(ζ)

∆(ζ)

∫ +∞

−∞

s− iζ/B

A− iζs
k(s)ds,

ãäå ζk � íóëè ôóíêöèè ∆(ζ) êðàòíîñòè nk, à Qkr � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

3.2.6. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.24). Óðàâíåíèå (3.24) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðè

ζ = A/iv, v ∈ R. (3.34)

Óìíîæàÿ îáå åãî ÷àñòè íà k(v) è èíòåãðèðóÿ ïî v ∈ (−∞,+∞), ãäå èíòåãðàë∫ ∞

−∞

s− iζ/B

A− iζs
k(s)ds (3.35)

ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî

Ŵ2(ζ) (ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ çàìåíèì íà ïðèâû÷íóþ s):(
1 +

B

iζ
v.p.

∫ ∞

−∞

s− iζ/B

A− iζs
k(s)ds

)
Ŵ2(ζ) =

∫ +∞

−∞
Q(s)k(s)δ(A− iζs)ds. (3.36)

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (3.34) â (3.35) è â (3.36) ïåðåìåííàÿ ζ ëåæèò íà ëèíèè èí-

òåãðèðîâàíèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè, ôèãóðèðóþùåé â ëåâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (3.36):

∆0(ζ) = 1 +
B

iζ
v.p.

∫ ∞

−∞

s− iζ/B

A− iζs
k(s)ds. (3.37)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàë â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.36) äåéñòâóåò ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:(∫ +∞

−∞
Q(s)k(s)δ(A− iζs)ds, ψ(ζ)

)
=

∫ +∞

−∞

Q(s)k(s)

−is
ψ

(
A

is

)
ds,
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ò.å. íîñèòåëåì îáîáùåííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ (3.34) êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè ζ = A/is, s ∈ R.
Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.24) áóäåò ôóíêöèîíàë

Ŵ2(ζ) =
1

∆0(ζ)

∫ +∞

−∞
Q(s)k(s)δ(A− iζs)ds. (3.38)

3.2.7. Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå F̂(ζ, v) è Ê(ζ). Ó÷èòûâàÿ âûðàæå-

íèÿ (3.30), (3.32), (3.38), ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèîíàëîâ

F̂(ζ, v), Ê(ζ):

F̂(ζ, v) =
Q0 (v − iζ/B)

∆(ζ)(A− iζv)
δ(ζ)− B (v − iζ/B)

iζ(A− iζv)
N̂(ζ) +Q(v)δ(A− iζv)−

− 1

∆0(ζ)
· B (v − iζ/B)

iζ(A− iζv)

∫ ∞

−∞
Q(s)k(s)δ(A− iζs)ds, (3.39)

Ê(ζ) =
Q0

∆(ζ)
δ(ζ)− B

iζ
N̂(ζ)− 1

∆0(ζ)
· B
iζ

∫ ∞

−∞
Q(s)k(s)δ(A− iζs)ds, (3.40)

ãäå ôóíêöèè ∆(ζ),∆0(ζ) äàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (3.28), (3.37), N̂(ζ) � ôóíêöèî-

íàë, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (3.29), Q0, Qks � ñâîáîäíûå êîíñòàíòû, Q(v) �

ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

Î(ζ) =

∫ ∞

−∞
Q(s)k(s)δ(A− iζs)ds, (3.41)

ôèãóðèðóþùèé â âûðàæåíèÿõ (3.39), (3.40).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

V (ζ, v) :=
v − iζ/B

A− iζv
. (3.42)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.4. Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.14), (3.15) â ïðîñòðàíñòâå Z ′ èìååò

âèä
F̂(ζ, v) =

(
Q0

∆(ζ)
δ(ζ)− B

iζ
N̂(ζ)− B

iζ∆0(ζ)
Î(ζ)

)
V (ζ, v) +Q(v)δ(A− iζv), (3.43)

Ê(ζ) =
Q0

∆(ζ)
δ(ζ)− B

iζ
N̂(ζ)− B

iζ∆0(ζ)
Î(ζ), (3.44)
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ãäå ∆(ζ),∆0(ζ), V (ζ, v) è Î(ζ) îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâàìè (3.28),

(3.37), (3.42) è (3.41), ôóíêöèîíàë N̂(ζ) îïðåäåëåí ôîðìóëîé (3.29), â êîòîðîé

ζk � íóëè ïîðÿäêà nk ôóíêöèè ∆(ζ) (òàêèå, ÷òî ζk ̸= 0 è ζk ̸= A/iv), Q0,Qkr

� ñâîáîäíûå êîíñòàíòû, Q(v) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ïðîèçâå-

äåíèå ôóíêöèé Q(v)k(v) ∈ G0 è âûðàæåíèå Q(v)/(−iv) ïðèíèìàåò êîíå÷íîå

çíà÷åíèå ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà v.

Çàìå÷àíèå 2.5. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

F̂(ζ, v) = V (ζ, v)Ê(ζ) +Q(v)δ(A− iζv). (3.45)

Çàìå÷àíèå 2.6. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ó ôóíêöèè ∆(ζ) íóëåé ðåøåíèå ñèñòå-

ìû (3.14), (3.15) â ïðîñòðàíñòâå Z ′ èìååò âèä
F̂(ζ, v) =

(
Q0

∆(ζ)
δ(ζ)− B

iζ∆0(ζ)
Î(ζ)

)
V (ζ, v) +Q(v)δ(A− iζv), (3.46)

Ê(ζ) =
Q0

∆(ζ)
δ(ζ)− B

iζ∆0(ζ)
Î(ζ), (3.47)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4. Âûâîä ïðåäñòàâëåíèé (3.43), (3.44) äëÿ

ôóíêöèé F̂(ζ, v) è Ê(ζ) áûë îñóùåñòâëåí ïåðåä òåîðåìîé. Íåîáõîäèìî òåïåðü

ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ âûðàæåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó

Z ′. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâåäåíèÿìè èç ïóíêòà 2.3.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå

íåêîòîðîé ôóíêöèè f(ζ) íà äåëüòà�ôóíêöèþ δ(ζ− ζ0) ïðèíàäëåæàëî ïðîñòðàí-

ñòâó Z ′, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(ζ0) ïðèíèìàëà êîíå÷íîå çíà÷åíèå. Ôóíê-

öèè
1

∆(ζ)
,

V (ζ, v)

∆(ζ)
,

ÿâëÿþùèåñÿ ìíîæèòåëÿìè â (3.43), (3.44), óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ â òî÷êå

ζ0 = 0. Ôóíêöèè
B

iζ
,

BV (ζ, v)

iζ

óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ â òî÷êàõ ζ = ζk, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè äèñ-

ïåðñèîííîé ôóíêöèè ∆(ζ), åñëè ζk ̸= 0 è ζk ̸= A/iv.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàæåíèå Q(v)δ(A− iζv) ÿâëÿëîñü ôóíêöèåé èç ïðîñòðàí-

ñòâà Z ′, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ Q(v), çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà v, áûëà

îïðåäåëåíà â òî÷êå v è âûðàæåíèå Q(v)/(−iv) ïðèíèìàëî êîíå÷íîå çíà÷åíèå

ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà v, ÷òî òîæå òðåáóåòñÿ ïî óñëîâèþ.

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå èíòåãðàë (3.41) ïî ïàðàìåòðó îò îáîáùåí-

íîé ôóíêöèè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2, îò ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé Q(v)k(v) äîñòà-

òî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îíî ïðèíàäëåæàëî êëàññó G0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïî

óñëîâèþ òåîðåìû. Ôóíêöèè

− B

iζ∆0(ζ)
,

BV (ζ, v)

iζ∆0(ζ)

ïðèíàäëåæàò êëàññó G1 â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé ∆0(ζ) è V (ζ, v). Ñäåëàííûå

ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.2 è ïîëó÷èòü òðåáóåìûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ (3.43), (3.44).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.3. Íàõîæäåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ F̂(ζ, v), Ê(ζ).

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò âûðàæåíèé (3.43), (3.44) áóäåì èñêàòü ñ

ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ èç § 2 íàñòîÿùåé ãëàâû.
Ââåäåì ôóíêöèþ Ω(λ) := ∆(ζ(λ)), ïîëó÷àåìóþ èç äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè

∆(ζ), îïðåäåëåííîé ïî ôîðìóëå (3.28), ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîãî ζ =

A/(iλ):

Ω(λ) = 1− B

A2
λ2 − B

A2
λ

(
λ2 − A

B

)∫ ∞

−∞

k(s)

s− λ
ds. (3.48)

Êàê ïîêàçàíî â ï. 3.1 § 3, ïðåäåëû Ω±(λ), λ → ∞, ñîâïàäàþò è ïðèíèìàþò

êîíå÷íîå çíà÷åíèå, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü Ω∞. Îòìåòèì, ÷òî Ω∞ ̸= 0 â ñèëó

ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ∆(0) ̸= 0.

Ââåäåì òàêæå ôóíêöèþ Ω0(λ) = ∆0(ζ(λ)) ïî ôîðìóëå:

Ω0(λ) = 1− B

A2
λ2 − B

A2
λ

(
λ2 − A

B

)
v.p.

∫ ∞

−∞

k(s)

s− λ
ds. (3.49)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2.15), (2.21) è (2.24) èç óòâåðæäåíèÿ 2.5 ïåðâûå ñëàãàåìûå

â âûðàæåíèÿõ (3.43), (3.44) ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
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áóäóò èìåòü âèä:

F−1

[
Q0

∆(ζ)
δ(ζ)

]
=

1√
2π

· Q0

∆(0)
=

1√
2π

· Q0

Ω∞
, (3.50)

F−1

[
Q0 (v − iζ/B)

∆(ζ)(A− iζv)
δ(ζ)

]
=

1√
2π

· Q0v

A∆(0)
=

1√
2π

· Q0v

AΩ∞
. (3.51)

Ôóíêöèþ V (ζ, v) â íîâûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V (ζ, v) =
v − iζ/B

A− iζv
=
vλ− A/B

A(λ− v)
=

1

A

(
λ2 − A/B

λ− v
− λ

)
= κ(λ, v). (3.52)

Êîðíþ ζk ôóíêöèè ∆(ζ) ñîîòâåòñòâóåò êîðåíü λk ôóíêöèè Ω(λ) òîé æå êðàò-

íîñòè. Âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ζk, ïåðåïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B

iζk
=

Biλk
iA

=
Bλk
A

,

e−iζkx = e−iAx/iλk = e−Ax/λk,

V (ζk, v) =
v − iζk/B

A− iζkv
=
vλk − A/B

A(λk − v)
=

1

A

(
λ2k − A/B

λk − v
− λk

)
= κ(λk, v).

Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå òåîðåìû 2.4 îòíîñèòåëüíî êîðíåé ôóíêöèè ζk ̸= 0 è

ζk ̸= A/iv ðàâíîçíà÷íî òðåáîâàíèþ λk /∈ R.
Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ôóíêöèîíàëà N̂(ζ) ìîæíî íàéòè ñ ïîìî-

ùüþ ôîðìóëû (2.22). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ζk = A/iλk, ïîëó÷àåì

F−1
[
N̂(ζ)

]
= F−1

[
m∑
k=1

nk−1∑
r=0

Qkrδ
(r)(ζ − ζk)

]
=

=
1√
2π

·
m∑
k=1

nk−1∑
r=0

Qkr(ix)
re−iζkx =

1√
2π

·
m∑
k=1

nk−1∑
r=0

Qkr(ix)
re−Ax/λk.

Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå, çàïèñàííîå ñ ïîìîùüþ äâîéíîé ñóììû, êàê N(x):

N(x) =
m∑
k=1

nk−1∑
r=0

Qkr(ix)
re−Ax/λk.

Òîãäà îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ôóíêöèîíàëà N̂(ζ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

F−1
[
N̂(ζ)

]
=

1√
2π

N(x). (3.53)
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Âû÷èñëèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ôóíê-

öèîíàë N̂(ζ) â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ:

F−1

[(
−B

iζ

)
N̂(ζ)

]
= − 1√

2π
·

m∑
k=1

nk−1∑
r=0

Qkr

(
Bλk
A

)
(ix)re−Ax/λk =

= − B

A
√
2π

·
m∑
k=1

nk−1∑
r=0

Qkrλk(ix)
re−Ax/λk,

F−1

[(
−B

iζ

)
V (ζ, v)N̂(ζ)

]
= − 1√

2π
·

m∑
k=1

nk−1∑
r=0

Qkr

(
Bλk
A

)
V (ζk, v)(ix)

re−Ax/λk =

= − B

A
√
2π

·
m∑
k=1

nk−1∑
r=0

Qkrλkκ(λk, v)(ix)re−Ax/λk.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

NE(x) = −B

A
·

m∑
k=1

nk−1∑
r=0

Qkrλk(ix)
re−Ax/λk, (3.54)

NF(x, v) = −B

A
·

m∑
k=1

nk−1∑
r=0

Qkrλkκ(λk, v)(ix)re−Ax/λk. (3.55)

Ñ ïîìîùüþ äàííûõ îáîçíà÷åíèé çàïèøåì ôîðìóëû äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ôóðüå äëÿ ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ôóíêöèîíàë N̂(ζ) â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ:

F−1

[(
−B

iζ

)
N̂(ζ)

]
=

1√
2π

NE(x), (3.56)

F−1

[(
−B

iζ

)
V (ζ, v)N̂(ζ)

]
=

1√
2π

NF(x). (3.57)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò âûðàæåíèÿ Q(v)δ(A− iζv) âû÷èñëèì ïî

ôîðìóëå (2.25) èç óòâåðæäåíèÿ 2.6 (ñì. ï. 2.3.2):

F−1 [Q(v)δ(A− iζv)] =
1√
2π

·
(
−Q(v)

iv

)
e−Ax/v. (3.58)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ñëàãàåìûõ, ñîäåðæà-

ùèõ èíòåãðàë Î(ζ) â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.33) èç

òåîðåìû 2.3. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè

1

∆0(ζ)

(
−B

iζ

)
,

1

∆0(ζ)

(
−B

iζ

)
V (ζ, v)
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äîëæíû ïðèíàäëåæàòü êëàññó G1, à ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé Q(s)k(s) äîëæíî

ïðèíàäëåæàòü êëàññó G0. Íàïîìíèì, ÷òî ∆0(A/is) = Ω0(s), à V (A/is, v) =

κ(s, v) ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3.49), (3.52).

F−1

[
1

∆0(ζ)

(
−B

iζ

)∫ ∞

−∞
Q(s)δ(A− iζs)k(s)ds

]
=

=
1√
2π

∫ ∞

−∞

(
−Bis

iA

)
Q(s)k(s)

∆0(A/is)(−is)
e−Ax/sds =

=
1√
2π

∫ ∞

−∞

B

iA
· Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
e−Ax/λdλ, (3.59)

F−1

[
− 1

∆0(ζ)
· BV (ζ, v)

iζ

∫ ∞

−∞
Q(s)δ(A− iζs)k(s)ds

]
=

=
1√
2π

∫ ∞

−∞

1

∆0(A/is)

(−B)V (A/is, v)

(iA/is)(−is)
Q(s)k(s)e−Ax/sds =

=
1√
2π

∫ ∞

−∞

B

iA
· Q(λ)k(λ)V (A/iλ, v)

Ω0(λ)
e−Ax/λdλ =

=
1√
2π

∫ ∞

−∞

B

iA
· Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
κ(λ, v)e−Ax/λdλ. (3.60)

3.4. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû (3.50)�(3.60), ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ

èñêîìûõ ôóíêöèé F(x, v) è E(x). Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè íàéäåííûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé âñå ïðîèçâîëüíûå êîýôôèöèåíòû Q0 è Qkr è ôóíêöèþ Q(v) çàìåíèì íà

êîýôôèöèåíòû Q̃0 è Q̃kr è ôóíêöèþ Q̃(v) ïî ôîðìóëàì

√
2πQ̃0 = Q0,

√
2πQ̃kr = Qkr,

√
2πQ̃(v) = Q(v),

à çàòåì îïóñòèì çíàê ∼.
Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò ôóíêöèè èç ïðî-

ñòðàíñòâà Z ′ â ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà D′.
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Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.5. Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1), (3.2) â ïëîñêîñòè R2 èìååò âèä:

F(x, v) =
Q0v

AΩ∞
+NF(x, v) +

B

iA

∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
κ(λ, v)e−Ax/λdλ−

−Q(v)
iv

e−Ax/v, (3.61)

E(x) =
Q0

Ω∞
+NE(x) +

B

iA

∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
e−Ax/λdλ, (3.62)

ãäå ôóíêöèè Ω0(λ) è κ(λ, v) îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (3.49) è

(3.52), ôóíêöèè NF(x, v) è NE(x) äàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (3.55) è (3.54), â êîòî-

ðûõ λk � íóëè ôóíêöèè Ω(λ) ïîðÿäêà nk, ïðè÷åì λk /∈ R, Q0, Qkr � ñâîáîäíûå

êîíñòàíòû, Q(v) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ôóíê-

öèé Q(v)k(v) ∈ G0, à âûðàæåíèå Q(v)/(−iv) ïðèíèìàåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå

ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà v; èíòåãðàë â ôîðìóëå (3.61) ïî-

íèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè.

Çàìå÷àíèå 2.7. Åñëè ôóíêöèÿ Ω(λ) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî ðåøåíèå ñè-

ñòåìû (3.1), (3.2) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
F(x, v) =

Q0v

AΩ∞
+

B

iA

∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
κ(λ, v)e−Ax/λdλ− Q(v)

iv
e−Ax/v, (3.63)

E(x) =
Q0

Ω∞
+

B

iA

∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
e−Ax/λdλ, (3.64)

ãäå ôóíêöèè Ω0(λ) è κ(λ, v) îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (3.49) è

(3.52), Q0 � ñâîáîäíàÿ êîíñòàíòà, Q(v) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî

ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé Q(v)k(v) ∈ G0, à âûðàæåíèå Q(v)/(−iv) ïðèíèìàåò êî-
íå÷íîå çíà÷åíèå ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà v; èíòåãðàë â ôîð-

ìóëå (3.61) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåìûå óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò èç ðàññóæäåíèé, ïðè-

âåäåííûõ ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé íàñòîÿùåãî ïðåäëîæåíèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 3. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû Áîëüöìàíà �

Ìàêñâåëëà

�1. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Â § 3 ãëàâû 2 áûëî ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îáùåãî ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1), (3.2), ñòð. 56, âî âñåé ïëîñêîñòè (x, v) ∈ R2,

ò.å. áåç ó÷åòà êðàåâûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå ïîëîñû, ñì. òåîðåìó 2.5 è çàìå÷àíèå

2.7. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîäåðæèò êîíå÷íûé íàáîð êîíñòàíò Qj, à òàêæå íåêî-

òîðóþ ñâîáîäíóþ ôóíêöèþ Q(v). Ïðè ïîäñòàíîâêå ïðåäñòàâëåíèé (3.61), (3.62)

èëè (3.63), (3.64) â êðàåâûå óñëîâèÿ (3.4) íà ñòð. 56 âîçíèêàåò ñèíãóëÿðíîå èí-

òåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè Q(v), â

êîòîðîå êîíñòàíòû Qj âõîäÿò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ. Òàêîå óðàâíåíèå â íàñòîÿ-

ùåé ðàáîòå, ñëåäóÿ [39, 103], ñâåäåíî ê çàäà÷å Ðèìàíà, ðåøåíèå êîòîðîé íàéäåíî

â àíàëèòè÷åñêîì âèäå (ñì. § 4 íàñòîÿùåé ãëàâû) ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè ïðåä-

ñòàâëåíèé Ô.Ä. Ãàõîâà è Í.È. Ìóñõåëèøâèëè.

Â § 2 äàííîé ãëàâû ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ñèíãóëÿðíîé

çàäà÷è Ðèìàíà ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Â § 3 ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(z), îïðåäåëåííîé ïî

ôîðìóëå (3.48), ñòð. 65, â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (3.1)�(3.8), ñòð. 56.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5 è çàìå÷àíèþ 2.7 ïàðàãðàôà 3 ãëàâû 2, âèä

ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.1)�(3.8) çàâèñèò îò ñóùåñòâîâàíèÿ (è ïîëîæåíèÿ)

íóëåé ýòîé ôóíêöèè.

Â § 4 ïîñòðîåíî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.1)�(3.8), ñòð. 56, äëÿ ñëó÷àÿ, êî-

ãäà äèñïåðñèîííàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò íóëåé (ñì. ï. 4.1) è êîãäà äèñïåðñèîííàÿ

ôóíêöèÿ èìååò ðîâíî äâà íóëÿ, îäèí èç êîòîðûõ ðàñïîëîæåí â âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè, à âòîðîé � â íèæíåé (ñì. ï. 4.2). Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òåî-

ðåìàõ 3.9, 3.12. Ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè âîçíèêàþò, êîãäà íåâîçìóùåííàÿ ñðåäà

îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè � Äèðàêà èëè Ìàêñâåëëà.
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�2. Ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÿäðîì Êîøè è

çàäà÷à Ðèìàíà

Ìàòåðèàë äàííîãî ïàðàãðàôà çàèìñòâîâàí èç ìîíîãðàôèé Ô.Ä. Ãàõîâà [39] è

Í.È. Ìóñõåëèøâèëè [103]. Ïðèâåäåííûå íèæå ñâåäåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â § 4 ïðè
ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è (3.1)�(3.8), ôîðìóëèðîâêó êîòîðîé ñì. íà ñòð. 27, 56.

2.1. Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L �

äîñòàòî÷íî ãëàäêèé æîðäàíîâ ñïðÿìëÿåìûé êîíòóð èëè âåùåñòâåííàÿ îñü R,
a(t), b(t) è γ(t) � çàäàííûå íà L íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó ôóíêöèè, ïðè÷åì

a2(t) + b2(t) ̸= 0 è a(t) ± b(t) ̸= 0, t ∈ L. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè φ(t):

a(t)φ(t) +
b(t)

πi
v.p.

∫
L

φ(τ)

τ − t
dτ = γ(t); (2.1)

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Îáçîð èññëåäîâàíèé ïî

òåîðèè òàêèõ óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [39, 103], à òàêæå â ðàáîòàõ

[41, 124].

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî â çàìêíóòîì àíàëèòè÷åñêîì

âèäå ïóòåì åãî ñâåäåíèÿ ê çàäà÷å Ðèìàíà ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ è ðåøåíèÿ

ïîñëåäíåé ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ Ô.Ä. Ãàõîâà è Í.È. Ìóñõåëèøâèëè. Äëÿ ïåðåõîäà

ê çàäà÷å Ðèìàíà, ñëåäóÿ [39, 103], çàïèøåì ñëåäóþùèé èíòåãðàë òèïà Êîøè:

Φ(z) :=
1

2πi

∫
L

φ(τ)

τ − z
dτ, (2.2)

è îòìåòèì, ÷òî Φ(z) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî�àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ëèíèåé ðàç-

ðûâà L. ×åðåç Φ+(z) è Φ−(z) áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèè, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ

Φ(z) â îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé ñëåâà è ñïðàâà îò êîíòóðà L:

Φ+(z) := Φ(z), z ∈ D+ (èëè z ∈ H+, åñëè L = R),
Φ−(z) := Φ(z), z ∈ D− (èëè z ∈ H−, åñëè L = R).
Çàïèøåì ôîðìóëû Ñîõîöêîãî, ñâÿçûâàþùèå ïëîòíîñòü φ(t), ïðåäåëüíûå çíà÷å-

íèÿ Φ±(t) ôóíêöèé Φ±(z) íà êîíòóðå L, à òàêæå ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë ñ ÿäðîì
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Êîøè:

φ(t) = Φ+(t)− Φ−(t), t ∈ L, (2.3)

1

πi
v.p.

∫
L

φ(τ)

τ − t
dτ = Φ+(t) + Φ−(t), t ∈ L. (2.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.3), (2.4) â óðàâíåíèå (2.1), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê óñëî-

âèþ çàäà÷è Ðèìàíà ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ ôóíêöèé Φ+(t),Φ−(t) íà êîíòóðå L:

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t), (2.5)

ãäå êîýôôèöèåíò G(t) è ïðàâàÿ ÷àñòü g(t) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äàííûå óðàâíåíèÿ

(2.1) ïî ôîðìóëàì:

G(t) =
a(t)− b(t)

a(t) + b(t)
, g(t) =

γ(t)

a(t) + b(t)
. (2.6)

Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî ïðèíÿòü îãðàíè÷åíèå

Φ−(∞) = 0. (2.7)

Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì óñëîâèÿì íà a(t) è b(t), êîýôôèöèåíò G(t) è ïðàâàÿ ÷àñòü

g(t) ÿâëÿþòñÿ ã¼ëüäåðîâûìè ôóíêöèÿìè, ïðè÷åì

G(t) ̸= 0, t ∈ L. (2.8)

Ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà è èñêîìîé ôóíêöèè φ(t) ïðèâåäåíû äà-

ëåå.

2.2. Ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà è ñâÿçàííîãî ñ íåé èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ.

Ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà èãðàåò èíäåêñ κ
ôóíêöèè G(t). Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî L � æîðäàíîâ, ñïðÿìëÿåìûé, äîñòà-

òî÷íî ãëàäêèé êîíòóð. Èíäåêñ κ îïðåäåëÿåòñÿ êàê äåëåííîå íà 2π ïðèðàùåíèå

àðãóìåíòà G(t) ïðè îáõîäå êðèâîé L â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (òàê, ÷òî

îáëàñòü D+ îñòàåòñÿ ñëåâà):

κ = IndG(t) =
1

2π
[argG(t)]L . (2.9)
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Êàíîíè÷åñêèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé çàäà÷è Ðèìàíà íàçûâàþò ïàðó ôóíêöèé,

îïðåäåëåííûõ ïî ôîðìóëàì

X+(z) = eΓ
+(z), X−(z) = z−κeΓ

−(z), (2.10)

ãäå

Γ+(z) = Γ(z), z ∈ D+, Γ−(z) = Γ(z), z ∈ D−, Γ(z) =
1

2πi

∫
L

lnG(τ)

τ − z
dτ.

(2.11)

Ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò êðàåâîìó óñëîâèþ

X+(t) = G(t)X−(t), t ∈ L.

Â ìîíîãðàôèÿõ [39, 103] äîêàçàíî, ÷òî åñëè κ ≥ 0, òî ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà

(2.5) èìååò âèä

Φ±(z) = X±(z)Pκ(z) +
X±(z)

2πi

∫
L

g(τ)dτ

X+(τ)(τ − z)
, (2.12)

ãäå X±(z) � êàíîíè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è, Pκ(z) � ïîëèíîì ñòåïåíè

κ ñ ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Åñëè æå èíäåêñ κ < 0, òî

äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2.5) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþ-

ùèõ óñëîâèé: ∫
L

g(τ)τ kdτ

X+(τ)
= 0, k = 0, 1, . . . , |κ| − 1. (2.13)

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé Φ±(t), t ∈ L, ðåøåíèå ñèíãóëÿðíîãî èí-

òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå Ñîõîöêîãî (2.3). Â ñëó÷àå,

êîãäà L � âåùåñòâåííàÿ îñü, îáùèé ïóòü, îñíîâàííûé íà ôàêòîðèçàöèè êîýôôè-

öèåíòà G(t) = X+(t)/X−(t) ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîé ôóíêöèè, îñòàåòñÿ ïðåæ-

íèì, íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ X±(z) òðåáóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðåäñòàâëåíèé (2.10),

(2.11). Çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû, îäíàêî â § 4 ïîñòðîåíî
ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ âèäà (2.1) äëÿ ñëó÷àÿ L = R, ê êîòîðîìó ñâîäèòñÿ

ðåøåíèå çàäà÷è (3.1)�(3.8), ñòð. 56, ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèé, ïîëó÷åííûõ â

òåîðåìå 2.5 è çàìå÷àíèè 2.7 ïàðàãðàôà 3 ãëàâû 2.
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�3. Àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå

äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(z)

3.1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(z).

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (3.61), (3.62) äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ F(x, v),E(x)

ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1), (3.2) çàâèñèò îò ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîëîæåíèÿ êîìïëåêñ-

íûõ íóëåé äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(z), ñì. ôîðìóëó (3.48), íà ñòð. 65 § 3 ãë. 2:

Ω(z) = 1− B

A2
z2 − B

A2
z

(
z2 − A

B

)∫ +∞

−∞

k(s)

s− z
ds, z ∈ H±. (3.14)

Ïîñêîëüêó (3.14) ñîäåðæèò èíòåãðàë òèïà Êîøè, âçÿòûé ïî âåùåñòâåííîé îñè, òî

ôóíêöèÿ Ω(z) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî�àíàëèòè÷åñêîé ñ ëèíèåé ðàçðûâà (−∞,+∞).

Áóäåì îáîçíà÷àòü

Ω±(z) = Ω(z), z ∈ H±. (3.15)

×åðåç Ω±(t), t ∈ R, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àåì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ

Ω±(t) = lim
H±∋z→t

Ω(z). (3.16)

Íàïîìíèì, ÷òî â § 3 ãë. 2, ñì. ôîðìóëó (3.49), òàêæå áûëà îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ
Ω0(t), ñîäåðæàùàÿ èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:

Ω0(t) = 1− B

A2
t2 − t

B

A2

(
t2 − A

B

)
v.p.

∫ +∞

−∞

k(s)

s− t
ds, t ∈ R. (3.17)

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà Ω±(z), èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì.

Óòâåðæäåíèå 3.7. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Ω±(z), îïðåäåëÿåìûõ èç (3.14), (3.15),

ãäå k(s) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, â ñèììåòðè÷íûõ òî÷êàõ ±z ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì:

Ω+(z) = Ω−(−z), z ∈ H+, (3.18)

à ôóíêöèÿ Ω0(t), îïðåäåëÿåìàÿ èç (3.17), ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâàõ:

Ω−(−z) = 1− B

A2
(−z)2 − (−z) B

A2

(
(−z)2 − A

B

)∫ +∞

−∞

k(s)

s− (−z)
ds =
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= 1− B

A2
z2 − (−z) B

A2

(
z2 − A

B

)∫ −∞

+∞

k(−σ)
−σ + z

d(−σ) =

= 1− B

A2
z2 − z

B

A2

(
z2 − A

B

)∫ +∞

−∞

k(σ)

σ − z
dσ = Ω+(z),

òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ (3.18). ×åòíîñòü Ω0(t) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííî èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ (3.17).

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü ôóíêöèè Ω±(z) îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (3.14),

(3.15), ôóíêöèÿ Ω0(t) � ôîðìóëîé (3.17), à k(s) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà

K, ñì. îïðåäåëåíèå 2, ñòð. 44. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Äëÿ N ≥ 1 èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

Ω±(z) = Ω∞ +
N∑
n=1

Ωn

z2n
+ O(z−2N), z → ∞, Im z > δ > 0, (3.19)

ãäå êîýôôèöèåíòû Ω∞ è Ωn, n = 1, N, � êîíå÷íûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìûå

ðàâåíñòâàìè:

Ω∞ = 1− 1

A
+

B

A2

∫ +∞

−∞
s2k(s)ds, (3.20)

Ωn =
1

A

∫ +∞

−∞
s2n
(
1− B

A2
s2
)
k(s)ds, n = 1, N.

2) Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

lim
H±∋z→∞

Ω±(z) = lim
t→±∞

Ω0(t) = Ω∞, (3.21)

ãäå Ω∞ � êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå (3.20)

3) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k(s) ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåííîé ïëàçìå, ò.å. ñïðà-

âåäëèâû ôîðìóëû (3.7), (3.13), (3.16) èç ãë. 1, ñòð. 27:

k(s) =
1

2m0(α)(1 + exp(s2 − α))
, m0(α) =

∫ +∞

0

ds

1 + exp(s2 − α)
,

A = 1− iω

ν
, B =

ω2
pm0(α)

ν2m2(α)
, m2(α) =

∫ +∞

0

s2ds

1 + exp(s2 − α)
,

òîãäà

Ω∞ = 1− 1

A
+

ω2
p

A2ν2
. (3.22)
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4) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k(s) ñîîòâåòñòâóåò íåâûðîæäåííîé ïëàçìå, ò.å.

ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû (4.13), (4.16) èç ãë. 1, ñòð. 31:

A = 1− iω

ν
, B =

2ω2
p

ν2
, k(s) =

e−s2

√
π
,

∫ +∞

−∞
s2k(s)ds =

1

2
,

òîãäà

Ω∞ = 1− 1

A
+

ω2
p

A2ν2
. (3.23)

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóë (3.21)�(3.23), ïðèâåäåì ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå î ñâîéñòâàõ èíòåãðàëà òèïà Êîøè.

Óòâåðæäåíèå 3.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ k(s) ïðèíàäëåæèò êëàññó

K. Òîãäà äëÿ N ≥ 1 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà:∫ +∞

−∞

k(s)ds

s− z
=

N∑
n=1

an
zn

+ O(z−N−1), z → ∞, (3.24)

ãäå êîýôôèöèåíòû an îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

an = −
∫ +∞

−∞
sn−1k(s)ds. (3.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ÿä-

ðà Êîøè â âèäå [39]

1

s− z
= −

N∑
n=0

sn

zn+1
+
(s
z

)N+1 1

s− z

â ëåâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (3.24), ïîëó÷àåì∫ +∞

−∞

k(s)ds

s− z
=

N∑
n=1

an
zn

+
aN+1

zN+1
+

1

zN+1

∫ +∞

−∞

sN+1k(s)ds

s− z
. (3.26)

Ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòèêó k(s) íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì. îïðåäåëåíèå 2), íàõîäèì, ÷òî∣∣∣∣ 1

zN+1

∫ +∞

−∞

sN+1k(s)ds

s− z

∣∣∣∣ < C

|zN+1|
, z ∈ H±, |z| > |z∗|.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

aN+1

zN+1
+

1

zN+1

∫ +∞

−∞

sN+1k(s)ds

s− z
= O(z−N−1), z → ∞,

òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ ýòó àñèìïòîòèêó â (3.26), ïîëó÷àåì ôîðìóëó (3.24).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6. 1) Ðàññìàòðèâàÿ ÷åòíûå k(s) â ôîðìóëå

(3.24), ïîëó÷àåì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû an ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè n ðàâíû íóëþ.

Òîãäà ïðè N = 3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó∫ +∞

−∞

k(s)ds

s− z
= −1

z
− 1

z3

∫ +∞

−∞
s2k(s)ds+ O

(
1

z5

)
, z → ∞, (3.27)

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëó (3.27) â âûðàæåíèå (3.14) äëÿ Ω(z), íàõîäèì ñëåäóþùóþ

àñèìïòîòèêó:

1− B

A2
z2 +

(
1

A
z − B

A2
z3
)(

−1

z
− 1

z3

∫ +∞

−∞
s2k(s)ds+ . . .

)
=

= 1− B

A2
z2 − 1

A
+

B

A2
z2 − 1

Az2

∫ +∞

−∞
s2k(s)ds+

B

A2

∫ +∞

−∞
s2k(s)ds+ o(1/z) =

= 1− 1

A
+

B

A2

∫ +∞

−∞
s2k(s)ds+ o(1/z),

ôîðìóëû (3.20) è (3.21) äîêàçàíû.

2) Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ âûðîæäåííîé ïëàçìû â ôîðìóëó (3.20)

1− 1

A
+

B

A2

∫ +∞

−∞
s2k(s)ds = 1− 1

A
+

ω2
pm0(α)

A2ν2m2(α)

2m2(α)

2m0(α)
= 1− 1

A
+

ω2
p

A2ν2
,

ïîëó÷àåì ôîðìóëó (3.22):

Ω∞ := lim
z→∞

Ω(z) = 1− 1

A
+

ω2
p

A2ν2
.

3) Àíàëîãè÷íûå ïîäñòàíîâêè äëÿ ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìû

1− 1

A
+

B

A2

∫ +∞

−∞
s2k(s)ds = 1− 1

A
+

2ω2
p

A2ν2
1

2
= 1− 1

A
+

ω2
p

A2ν2

äîêàçûâàþò ôîðìóëó (3.23).

Çàìå÷àíèå 3.8. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

A = 1− iω

ν
,
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ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî çíà÷åíèå äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(z) íà áåñêîíå÷-

íîñòè íå çàâèñèò íè îò òîãî, êàêàÿ âûáðàíà ôóíêöèÿ k(s), íè îò õèìè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà α (äëÿ âûðîæäåííîé ïëàçìû), íè îò êîýôôèöèåíòà B. Çíà÷åíèå Ω∞

çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è � ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ, ïëàçìåííîé ÷à-

ñòîòû è ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Ω∞ = −
ω2 − ω2

p + iνω

(ν − iω)2
. (3.28)

3.2. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíåé äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(z).

3.2.1. Ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ êîðíåé. Íàëè÷èå êîðíåé ôóíêöèé Ω±(z) áóäåì óñòà-

íàâëèâàòü ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îñíîâàííûõ íà ïðèí-

öèïå àðãóìåíòà (ñì. ñòð. 17). Îòìåòèì, ÷òî Ω±(z) àíàëèòè÷íû â H± è íåïðå-

ðûâíû â H±, à êðîìå òîãî, èìåþò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà âåùåñòâåííîé

îñè. Â ñèëó óñëîâèÿ (3.18) äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü, íàïðèìåð, ôóíêöèþ Ω+(z).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó Ω+(z) íåò âåùåñòâåííûõ êîðíåé (ñëó÷àé ñóùåñòâîâàíèÿ

âåùåñòâåííûõ êîðíåé ðàçáåðåì ïîçæå). Áóäåì ñòðîèòü îáðàç âåùåñòâåííîé îñè

R ïðè îòîáðàæåíèè Ω+(z). Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò w = 0 îêàæåòñÿ âíóòðè êðè-

âîé Γ+ = Ω+(R), òî ôóíêöèÿ Ω+(z) èìååò íóëü â H+, à åñëè íåò, òî Ω+(z) ̸= 0,

z ∈ H+. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó àðãóìåíòà ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà (2π)−1∆Γ+ argw

ðàâíî ÷èñëó íóëåé Ω+(z) â H+. Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî-

êàçàëè, ÷òî è â ñëó÷àå ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìû, è â ñëó÷àå âûðîæäåííîé ïëàçìû

ôóíêöèÿ Ω+(z) èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ â H+ äëÿ ôèçè÷åñêè çíà÷èìûõ äèà-

ïàçîíîâ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Íèæå â ï. 3.3 ïðèâåäåíà ôîðìóëà äëÿ ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ êîðíÿ z0. Îäíàêî

àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá âêëþ÷àåò âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ íåñîáñòâåííûõ äîñòà-

òî÷íî ìåäëåííî ñõîäÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ, ïîýòîìó ïðè íàõîæäåíèÿ êîðíÿ ôóíê-

öèè Ω(z) áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Íüþòîíà.

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà ôóíêöèè Ω(z) çàâèñÿò îò âûáîðà ôóíêöèè k(s) è ïà-

ðàìåòðîâ A è B, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñÿò îò ïëàçìåííîé ÷àñòîòû ωp,

÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ ω, ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé ν è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
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Ðèñ. 3.3. Îáðàçû âåùåñòâåííîé îñè ïðè ν/ωp = 0.001 è ðàçíûõ ω.

α (åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé âûðîæäåííîé ïëàçìû). ×àñòîòà âíåøíåãî ïî-

ëÿ ω � åäèíñòâåííàÿ ôèçè÷åñêè çíà÷èìàÿ âåëè÷èíà, êîòîðîé ìîæíî óïðàâëÿòü

ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïîýòîìó èññëåäóåì çàâèñèìîñòü ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè Ω(z) îò

ω ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîèì îáðàçû âåùåñòâåííîé îñè R ïðè îòîáðàæå-

íèè w = Ω(z), ãäå k(s) = e−s2/
√
π ñîîòâåòñòâóåò ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå, ν =

0.001ωp, à âåëè÷èíà ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ ω ìåíÿåòñÿ îò 0,3 äî 1,5 îò ωp. Ïðè

âûáîðå äðóãèõ ïàðàìåòðîâ k(s) è ν êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿþòñÿ.

Íà ðèñ. 3.3 ñèíÿÿ êðèâàÿ Γ+ ñîîòâåòñòâóåò îáðàçó w = Ω(z) ïðè ω = 0.3ωp.

Òî÷êà A êðèâîé Γ+ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè z = ∞, åå

êîîðäèíàòû ðàâíû (Re Ω∞, Im Ω∞). Òî÷êà B ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì z = 0, åå êîîð-

äèíàòû ðàâíû (1, 0). Ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ ω âèä êðèâîé Γ+

èçìåíÿåòñÿ: óìåíüøàåòñÿ åå äèàìåòð è îáðàç òî÷êè z = ∞ ñäâèãàåòñÿ âïðàâî,

îäíàêî îáðàçîì òî÷êè z = 0 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà B. Ïðè çíà÷åíèè ω = ω∗

êðèâàÿ Γ+ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ïðè çíà÷åíèÿõ ω > ω∗ êðèâàÿ Γ+

óæå íå çàõâàòûâàåò íà÷àëî êîîðäèíàò, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ó ôóíêöèè Ω(z) ïðè
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Ðèñ. 3.4. Ìàêñâåëëîâñêàÿ ïëàçìà. Çíà÷åíèÿ êîðíåé äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(z) ïðè ν/ωp =

0.001 è ðàçíûõ ω.

ω > ω∗ íåò íóëåé.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé λ0 â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé ïëàçìû (ñì.

ñòð. 31). Íà ðèñ. 3.4 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ ïðåäñòàâëåíû êðèâûå {λ0(ω)}
è {−λ0(ω)}. Â 4-é ÷åòâåðòè èçîáðàæåíû λ0, òàêèå, ÷òî Im λ0 < 0, âî 2-é ÷åò-

âåðòè λ0, òàêèå, ÷òî Im λ0 > 0. Âûáðàíî òàêîå çíà÷åíèå ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèÿ,

÷òî ν/ωp = 0.001.

Äàëåå ðàññìîòðèì âûðîæäåííóþ ïëàçìó (ñì. ñ. 27) è ïîñòðîèì êðèâûå çàâè-

ñèìîñòè íóëåé ôóíêöèè Ω(z) îò ω ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöè-

àëà.

Íà ðèñ. 3.5, 3.6 äàíû èëëþñòðàöèè çàâèñèìîñòè λ0 è −λ0 îò ïàðàìåòðîâ α,
ω, ν/ωp. Íà ðèñ. 3.5 â 4-ì êâàäðàíòå ïëîñêîñòè èçîáðàæåíû êðèâûå

Γ(α, ν) = {λ0 = λ0(α, ν, ω) : Ω(λ0) = 0, Im λ0 ≤ 0, ω ∈ [0, ω∗]} (3.29)

äëÿ ν/ωp = 0.01 è òðåõ çíà÷åíèé α = 2, 4, 6. Âî âòîðîì êâàäðàíòå ðèñ. 3.5

èçîáðàæåíû êðèâûå Γ̃(α, ν) := {λ0 : −λ0 ∈ Γ(α, ν)}. Íà ðèñ. 3.6 âî 2-ì è 4-ì

êâàäðàíòàõ èçîáðàæåíû êðèâûå Γ̃ è Γ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
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Ðèñ. 3.5. Âûðîæäåííàÿ ïëàçìà. Ãåîìåòðè÷å-

ñêîå ìåñòî êîðíåé ôóíêöèè Ω(λ), ν/ωp = 0.01,

α = 2, 4, 6.
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Ðèñ. 3.6. Âûðîæäåííàÿ ïëàçìà. Ãåîìåòðè÷å-

ñêîå ìåñòî êîðíåé ôóíêöèè Ω(λ), ν/ωp =

0.01, 0.005, 0.001, α = 2.

α = 2 è ν/ωp = 0.001, 0.005, 0.01.

Êàæäàÿ ëèíèÿ Γ(α, ν) íà ðèñ. 3.5, 3.6 íà÷èíàåòñÿ (ïðè ω = 0) è çàêàí÷èâàåòñÿ

(ïðè ω = ω∗) â òî÷êàõ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè. Ìàêñèìóì ìîäóëÿ

λ0 ∈ Γ äîñòèãàåòñÿ ïðè ω = ωp. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè âàðèàöèè

ïàðàìåòðîâ ν è α òàêèå ñâîéñòâà êðèâûõ Γ(α, ν) íå èçìåíÿþòñÿ.

3.2.2. Ñëó÷àé âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ

êðèâûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì íóëåé äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè,

ïðè ïðèáëèæåíèè ê âåùåñòâåííîé îñè. Ïðè çíà÷åíèÿõ ω = 0 è ω = ω∗ íóëÿìè

äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà (ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà

íóëþ). Ïðè çíà÷åíèÿõ ω > ω∗ ó äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè íåò êîðíåé. Ïåðåéäåì ê

ïîèñêó êîðíåé ñ íóëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ. Ó÷òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîì

ñëó÷àå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèé Ω±(z) ïðè z → x

1− B

A2
x2 − x

B

A2

(
x2 − A

B

)
lim

H±∋z→x∈R

∫ +∞

−∞

k(s)

s− z
ds = 0, x ∈ (−∞,+∞),

(3.30)
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îáîçíà÷èì

I±(x) = lim
z→x

∫ +∞

−∞

k(s)

s− z
ds = v.p.

∫ +∞

−∞

k(s)

s− x
ds∓ πik(x) = I0(x)∓ πik(x).

(3.31)

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (3.30) ïðåäñòàâëåíèå (3.31) äëÿ èíòåãðàëà I±(x) è çíà-

÷åíèå ïàðàìåòðà A = 1− iω/ν (ñì. ôîðìóëó (3.16) èç ãë. 1):

1

A2

(
A2 − Bx2 − Bx

(
x2 − A

B

)
(I0(x)± πik(x))

)
= 0,

A2 − Bx2 − Bx

(
x2 − A

B

)
(I0(x)± πik(x)) = 0,

1− 2i
ω

ν
− ω2

ν2
− Bx2 − x

(
Bx2 − 1 + i

ω

ν

)
(I0(x)± πik(x)) = 0. (3.32)

Íàïîìíèì, ÷òî êîýôôèöèåíò B âåùåñòâåííûé. Ðàçäåëèâ â óðàâíåíèè (3.32) âå-

ùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:1− ω2

ν2
− Bx2 − x

(
Bx2 − 1

)
I0(x)± πxk(x)

ω

ν
= 0, (3.33)

−2i
ω

ν
− xi

(ω
ν
I0(x)± πk(x)

(
Bx2 − 1

))
= 0. (3.34)

Ïðè ω = 0 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:{(
Bx2 − 1

)
(1 + xI0(x)) = 0,(

Bx2 − 1
)
πxk(x) = 0.

Ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà ±1/
√
B. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî ïðè ñòàíäàðòíûõ óñëîâèÿõ âåëè÷èíà B èìååò ïîðÿäîê 106, òî âåùåñòâåí-

íûé êîðåíü, ñîîòâåòñòâóþùèé ω = 0 ðàñïîëîæåí áëèçêî ê íà÷àëó êîîðäèíàò

(ñì. ðèñ. 3.4�3.6).

Åñëè ω ̸= 0, òî íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàòðóäíèòåëüíî, äëÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.33), (3.34) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó:
(1− Bx2)((1 + xI0(x))(2 + xI0(x))

2 + π2x2k2(x)(1 + xI0(x) + Bx2)) = 0, (3.35)

ω

ν
= ±πxk(x)(1− Bx2)

2 + xI0(x)
. (3.36)
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Î÷åâèäíî, ÷òî íàéäåííûå âûøå çíà÷åíèÿ x = ±1/
√
B ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñè-

ñòåìû (3.35), (3.36), íî ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå

äâå òî÷êè ±x∗. Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìû ïðè ω∗ = 1.15

ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ x∗ = ±0.08636.

3.2.3. Ïàðàìåòðû çàäà÷è, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íóëè ôóíêöèè Ω(z). Îïðåäå-

ëèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íóëè ôóíêöèè Ω(z).

Ôèçè÷åñêèìè çíà÷èìûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòîòà âíåøíåãî ïîëÿ ω, ÷à-

ñòîòà ñòîëêíîâåíèé ν è ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ωp. Èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà

ýòèõ âåëè÷èí, ðàññìîòðèì ïåðâóþ ÷åòâåðòü êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (ν, ω). Ñ

ïîìîùüþ óðàâíåíèé (3.35), (3.36) îïðåäåëèì îáëàñòü D+, êîòîðîé áóäóò ïðè-

íàäëåæàòü òî÷êè (ν, ω), ïðè êîòîðûõ ω < ω∗ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò

íóëè ±λ0 ôóíêöèé Ω±(z). Íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè ïðè ω = 0 äèñïåðñèîííàÿ

ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü êîðåíü 1/
√
B, íà ãðàíèöå îáëàñòè, ïðè ω = ω∗, äèñïåðñè-

îííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü âåùåñòâåííûé êîðåíü x∗, à ïðè ω > ω∗ òî÷êà (ν, ω)

íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü îáëàñòè D+, è íóëåé ó ôóíêöèè Ω(z) ïðè äàííûõ ïà-

ðàìåòðàõ íå áóäåò. Ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü íàçîâåì D−. ×òîáû îïðåäåëèòü

ãðàíèöó îáëàñòåé D+ è D−, ðàçðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.35), (3.36) îòíîñè-

òåëüíî îáåçðàçìåðåííûõ ïàðàìåòðîâ ν è ω, ò.å. ν/ωp è ω/ωp:

ν

ωp
=

√
π2k2(x)x2px2

π2k2(x)x2 − (β + 1) [β(β + 1) + π2k2(x)x2]
, (3.37)

ω

ωp
=

√
px2 [β(β + 1) + π2k2(x)x2]2

π2k2(x)x2 − (β + 1) [β(β + 1) + π2k2(x)x2]
, (3.38)

p =
Bν2

ω2
p

, β = 1 + xI0(x).

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (3.37), (3.38) ìîæíî ïîñòðîèòü êðèâûå L íà ïëîñêîñòè

(ν/ωp, ω/ωp), îãðàíè÷èâàþùèå îáëàñòè D
+ è D−. Íà ðèñóíêå 3.7 èçîáðàæåíû

êðèâûå äëÿ ñëó÷àÿ âûðîæäåííîé ïëàçìû ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèõ õèìè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà α. Íà ðèñóíêå 3.8 èçîáðàæåíà êðèâàÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìàêñâåëëîâñêîé

íåâûðîæäåííîé ïëàçìû. Îáëàñòü D+ ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðàì (ν, ω), ïðè êî-
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Ðèñ. 3.7. Îáëàñòè D+ è D− äëÿ âûðîæäåííîé

ïëàçìû, α = 5 (êðàñíûé öâåò), 10 (çåëåíûé),

20 (ñèíèé), 30 (ðîçîâûé), 50 (÷åðíûé).
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Ðèñ. 3.8. Îáëàñòè D+ è D− äëÿ ìàêñâåëëîâ-

ñêîé ïëàçìû.

òîðûõ ñóùåñòâóþò êîìïëåêñíûå êîðíè äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè. Åñëè ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì çíà÷åíèè ν óâåëè÷èâàòü ÷àñòîòó âíåøíåãî ïîëÿ ω, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ,

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà (ν, ω) áóäåò äâèãàòüñÿ îò ãîðèçîíòàëüíîé îñè ââåðõ

âíóòðè îáëàñòè D+. Äîñòèæåíèå ãðàíèöû îáëàñòè D+ áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî äî-

ñòèãíóòà ÷àñòîòà ω∗, ïðè êîòîðîé êîðåíü ñòàíîâèòñÿ âåùåñòâåííûì è íàõîäèòñÿ

íà âåùåñòâåííîé îñè (ñì. ñîîòâ. ðèñ. 3.4�3.6), ïðè äàëüíåéøåì ðîñòå ω ó äèñïåð-

ñèîííîé ôóíêöèè íåò íóëåé, òî÷êà (ν, ω) îêàçûâàåòñÿ âíóòðè îáëàñòè D−. Äëÿ

âûðîæäåííîé ïëàçìû íàáëþäàåòñÿ ñëåäóþùèé ýôôåêò: ñ ðîñòîì õèìè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà α èçìåíÿåòñÿ ôîðìà êðèâîé è óâåëè÷èâàåòñÿ çíà÷åíèå ω∗.

3.3. Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êîðíåé ôóíêöèè Ω(z).

Íàéäåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîðíåé ±z0 ôóíêöèè Ω(z), îïðåäåëåííîé ïî

ôîðìóëå (3.14), äëÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðè êîòîðûõ ýòè êîðíè ñóùå-

ñòâóþò. Äëÿ ýòîãî, ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî ïàðà ôóíêöèé Ω+(z) è Ω−(z),

îïðåäåëåííûõ ïî ôîðìóëàì (3.14), (3.15), ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì îäíîðîä-
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íîé çàäà÷è Ðèìàíà ñ óñëîâèåì ñîïðÿæåíèÿ íà âåùåñòâåííîé îñè:

Φ+(t) = G(t)Φ−(t), t ∈ R, (3.39)

ãäå êîýôôèöèåíò G(t) äàåòñÿ ôîðìóëîé:

G(t) =
Ω+(t)

Ω−(t)
, t ∈ R. (3.40)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå â H+ è H− ôóíêöèè Φ+(z) è Φ+(z) íåïðå-

ðûâíû ñîîòâåòñòâåííî â H+ è H−, à â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà:

Φ±(z) = O(1), z → ∞. (3.41)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó Ω−(t) ̸= 0, t ∈ R, òî èç ôîðìóëû (3.15) ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ

èíòåãðàëà òèïà Êîøè è ãëàäêîñòè ôóíêöèè k(s) ôóíêöèÿ G(t) ÿâëÿåòñÿ ã¼ëü-

äåðîâîé íà âåùåñòâåííîé îñè.

Íàëîæèì íà Φ±(z) äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû âûïîë-

íÿëîñü óñëîâèå:

Φ+(z) = Φ−(−z), Φ+(−z) = Φ−(z). (3.42)

Èíäåêñ êîýôôèöèåíòà G(t) ðàâåí äâóì, ïîýòîìó ñîãëàñíî [39] ïðåîáðàçóåì çà-

äà÷ó (3.39) ê âèäó:

Φ+(t) =

(
t+ i

t− i

)2
Ω+(t)

Ω−(t)

(
t− i

t+ i

)2

Φ−(t), t ∈ R, (3.43)

êîýôôèöèåíòîì çàäà÷è (3.43) áóäåò âûðàæåíèå

G1(t) =

(
t+ i

t− i

)2
Ω+(t)

Ω−(t)
, (3.44)

èíäåêñ êîòîðîãî íà âåùåñòâåííîé îñè ðàâåí íóëþ IndG1(t) = 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.43) Φ±(z) çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

X±(z):

Φ±(z) =
X±(z)

(z + i)2
P2(z), z ∈ H±, (3.45)
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êîòîðûå ñîãëàñíî [39] èìåþò âèä:

X+(z) = eΓ
+(z), z ∈ H+, (3.46)

X−(z) =

(
z + i

z − i

)2

eΓ
−(z), z ∈ H−, (3.47)

Γ(z) =
1

2πi

∫ +∞

−∞
ln

[(
t+ i

t− i

)2
Ω+(t)

Ω−(t)

]
dt

t− z
, z ∈ H±, (3.48)

P2(z) â ôîðìóëå (3.45) � ìíîãî÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî

ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (3.41), (3.42).

Ôóíêöèè Φ±(z) ïðèíèìàþò âèä:

Φ+(z) =
1

(z + i)2
eΓ

+(z)P2(z), z ∈ H+, (3.49)

Φ−(z) =
1

(z − i)2
eΓ

−(z)P2(z), z ∈ H−, (3.50)

P2(z) = Ω∞(z2 − z20), z ∈ H±. (3.51)

Ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé (3.49) è (3.50) ïîëó÷àåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êîðíÿ

ôóíêöèè Ω(z), êîòîðîå ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ëþáîé òî÷êè z, íå ëåæàùåé

íà âåùåñòâåííîé îñè:

Ω+(z) = Ω∞
1

(z + i)2
eΓ

+(z)(z2 − z20), z ∈ H+, (3.52)

Ω−(z) = Ω∞
1

(z − i)2
eΓ

−(z)(z2 − z20), z ∈ H−, (3.53)

z20 = z2 − Ω±(z)(z ± i)2

Ω∞eΓ
±(z)

, z ∈ H±.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.9. Ïóñòü ôóíêöèÿ k(s) è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ A,B, α çà-

äà÷è (3.1)�(3.8), ñòð. 56, òàêîâû, ÷òî ó äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(z), îïðåäå-

ëÿåìîé ôîðìóëîé (3.14), ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà êîìïëåêñíûõ êîðíÿ ±z0. Òîãäà
çíà÷åíèÿ ±z0 âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû:

z20 = z2 − Ω±(z)(z ± i)2

Ω∞eΓ
±(z)

, z ∈ H±, (3.54)

ãäå òî÷êà z � ëþáàÿ òî÷êà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ âåùåñòâåííîé îñè.
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�4. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû

èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5 ãë. 2, ñì. ñòð. 69, âèä îáùåãî ðåøåíèÿ F(x, v),E(x) ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé (3.1), (3.2), ïðèâåäåííîé íà ñòð. 56, çàâèñèò îò ñóùåñòâîâàíèÿ

êîìïëåêñíûõ íóëåé äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(z), îïðåäåëåííîé ïî ôîðìóëå

(3.48). Ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.1)�(3.8), ñòð. 56, íà

îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé (3.63), (3.64) áóäåì îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà

Ω(z) íå èìååò íóëåé, è ñëó÷àé, êîãäà òàêèå íóëè ñóùåñòâóþò. Â ï. 4.1 ïîñòðîåíî

ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.1)�(3.8), ñòð. 56, åñëè

Ω±(z) ̸= 0, z ∈ H±. (4.55)

Çàòåì â ï. 4.2 íàéäåíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êàæäàÿ èç

ôóíêöèé Ω±(z) èìååò îäèí ïðîñòîé êîðåíü ñîîòâåòñòâåííî â âåðõíåé è íèæíåé

ïîëóïëîñêîñòè, ò.å., ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîéñòâî (3.18), ñóùåñòâóþò ±z0 ∈
H± òàêèå, ÷òî

Ω±(±z0) = 0. (4.56)

Íàïîìíèì, ñì. ï. 3.2, ñòð. 78, ÷òî ñëó÷àè (4.55), (4.56) âîçíèêàþò, åñëè Ω(z),

îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå (3.48), ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèÿì Ôåðìè � Äè-

ðàêà èëè Ìàêñâåëëà â ôèçè÷åñêè çíà÷èìûõ äèàïàçîíàõ ïàðàìåòðîâ, ïðè ýòîì

ôóíêöèÿ k(s) âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî (3.13) èëè (4.13), ñì. ñòð. 27, 31.

4.1. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äèñïåðñèîííàÿ ôóíê-

öèÿ Ω(z) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5 è çàìå÷àíèþ 2.7 ê íåé, îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1),

(3.2) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4.55) èìååò âèä:
F(x, v) =

Q0v

AΩ∞
+

B

iA
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
κ(λ, v)e−Ax/λdλ− Q(v)

iv
e−Ax/v, (4.57)

E(x) =
Q0

Ω∞
+

B

iA
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
e−Ax/λdλ, (4.58)
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ãäå ôóíêöèÿ Ω0(λ) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (3.17), κ(λ, v) � ñì. ãë. 2 (3.52),

κ(λ, v) =
1

A

(
λ2 − A/B

λ− v
− λ

)
, (4.59)

Q0 � ñâîáîäíàÿ êîíñòàíòà, Q(v) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, à èíòåãðàë â âûðà-

æåíèè (3.61) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè.

Íàéäåì òàêèå Q0 è Q(v), ÷òî ôóíêöèè (4.57), (4.58) óäîâëåòâîðÿþò êðàåâûì

óñëîâèÿì (3.4), (3.5) èç ãëàâû 1, ò.å.:

F(l, v) = F(l,−v), F(−l, v) = F(−l,−v), v ∈ (−∞,+∞), (4.60)

E(l) = 1, E(−l) = 1. (4.61)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðåäñòàâëåíèå (4.57) â êà÷åñòâå àðãóìåíòà (l, v) è (l,−v), íà-
õîäèì

F(l, v) =
Q0v

AΩ∞
+

B

iA
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
κ(λ, v)e−Al/λdλ− Q(v)

iv
e−Al/v =

=
Q0v

AΩ∞
+

B

iA2
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)

(
λ2 − A/B

λ− v
− λ

)
e−Al/λdλ− Q(v)

iv
e−Al/v,

(4.62)

à òàêæå

F(l,−v) = − Q0v

AΩ∞
+

B

iA
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
κ(λ,−v)e−Al/λdλ− Q(−v)

i(−v)
eAl/v =

= − Q0v

AΩ∞
+

B

iA2
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)

(
λ2 − A/B

λ+ v
− λ

)
e−Al/λdλ+

Q(−v)
iv

eAl/v.

(4.63)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.62), (4.63) â ïåðâîå êðàåâîå óñëîâèå (4.60), ò.å. F(l, v) = F(l,−v),
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ Q(v):

2Q0v

AΩ∞
+

B

iA2
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ− v
e−Al/λdλ =

=
B

iA2
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ+ v
e−Al/λdλ+

1

iv

(
Q(v)e−Al/v +Q(−v)eAl/v

)
,

(4.64)
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â êîòîðîå Q0 âõîäèò êàê ïàðàìåòð. Âûïîëíÿÿ â èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè (4.64)

çàìåíó ïåðåìåííûõ λ = −t, íàõîäèì:∫ +∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ+ v
e−Al/λdλ =

∫ −∞

+∞

Q(−t)k(−t)
Ω0(−t)

(t2 − A/B)

−t+ v
eAl/td(−t) =

= −
∫ +∞

−∞

Q(−λ)k(λ)
Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ− v
eAl/λdλ.

Ïîäñòàâëÿÿ òàêîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà â (4.64), ïîëó÷àåì:

2Q0v

AΩ∞
+

B

iA2
·
∫ ∞

−∞

(
Q(λ)e−Al/λ +Q(−λ)eAl/λ

)
k(λ)

Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ− v
dλ =

=
1

iv

(
Q(v)e−Al/v +Q(−v)eAl/v

)
. (4.65)

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Ââåäåì

íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ

f1(v) = Q(v)e−Al/v +Q(−v)eAl/v (4.66)

è èç (4.65) ïîëó÷èì äëÿ íåå ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

f1(v)

iv
− B

iA2
·
∫ ∞

−∞

(λ2 − A/B)k(λ)

Ω0(λ)

f1(λ)

λ− v
dλ =

2Q0v

AΩ∞
, (4.67)

êîòîðîå, îòìåòèì, èìååò âèä (2.1), óêàçàííûé íà ñòð. 71. Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâ-

ëÿÿ (4.57) âî âòîðîå êðàåâîå óñëîâèå (4.60), ò.å. â F(−l, v) = F(−l,−v), ïîëó÷à-
åì:

2Q0v

AΩ∞
+

B

iA2
·
∫ ∞

−∞

(
Q(λ)eAl/λ +Q(−λ)e−Al/λ

)
k(λ)

Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ− v
dλ =

=
1

iv

(
Q(v)eAl/v +Q(−v)e−Al/v

)
. (4.68)

Ââåäåì ôóíêöèþ

f2(v) = Q(v)eAl/v +Q(−v)e−Al/v, (4.69)

êîòîðàÿ, ñîãëàñíî (4.68), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

f2(v)

iv
− B

iA2
·
∫ ∞

−∞

(λ2 − A/B)k(λ)

Ω0(λ)

f2(λ)

λ− v
dλ =

2Q0v

AΩ∞
. (4.70)
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Çàìåòèì, ÷òî ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (4.67) è (4.70) îòíîñèòåëüíî

ôóíêöèé f1 è f2 èìåþò âèä

f(v)

iv
− B

iA2
·
∫ ∞

−∞

f(λ)k(λ)

Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ− v
dλ =

2Q0v

AΩ∞
(4.71)

è ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (4.71).

Îáîçíà÷àÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (4.71) ÷åðåç φ(λ)

φ(λ) =
f(λ)k(λ)(λ2 − A/B)

Ω0(λ)
, f(v) =

φ(v)Ω0(v)

k(v)(v2 − A/B)
, (4.72)

ïåðåïèøåì (4.71) â âèäå

− 1

2πi
· A

2

Bv
· Ω0(v)

k(v)(v2 − A/B)
φ(v) +

1

2πi

∫ ∞

−∞

φ(λ)dλ

λ− v
= − AQ0v

πBΩ∞
, v ∈ R. (4.73)

Ìû ïîëó÷èëè ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4.73), èìåþùåå âèä (2.1),

ãäå ôóíêöèè a(v), b(v), γ(v) äàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

a(v) = − 1

2πi

A2

Bv

Ω0(v)

k(v)(v2 − A/B)
,

b(v) =
1

2
,

γ(v) = − AQ0v

πBΩ∞
. (4.74)

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (4.73). Ââåäåì àíàëèòè÷åñêèå ñîîòâåòñòâåííî

â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ H± ôóíêöèè Φ±(z) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ:

Φ±(z) =
1

2πi

∫ ∞

−∞

φ(λ)dλ

λ− z
, z ∈ H±, (4.75)

è çàïèøåì ôîðìóëû Ñîõîöêîãî:

Φ(v) =
1

2

(
Φ+(v) + Φ−(v)

)
, v ∈ R, (4.76)

φ(v) = Φ+(v)− Φ−(v), v ∈ R. (4.77)

ãäå Φ(v) � ñëåäóþùèé èíòåãðàë, ïîíèìàåìûé â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:

Φ(v) =
1

2πi
v.p.

∫ ∞

−∞

φ(λ)dλ

λ− v
, v ∈ R,
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à Φ+(v) è Φ−(v) ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (4.75) â òî÷êå

v ∈ R. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Ω0(z), îïðåäåëÿåìîé ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà

òèïà Êîøè (3.17), ôîðìóëû Ñîõîöêîãî èìåþò âèä:

Ω0(v) =
1

2

(
Ω+(v) + Ω−(v)

)
, v ∈ R, (4.78)

B

A2
vk(v)

(
v2 − A

B

)
=

1

2πi

(
Ω−(v)− Ω+(v)

)
, v ∈ R. (4.79)

Ïîäñòàâèâ (4.76)�(4.79) â óðàâíåíèå (4.73), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé

G(v) è g(v):

G(v) =
a(v)− b(v)

a(v) + b(v)
=

− 1
2πi

A2

Bv
Ω0(v)

k(v)(v2−A/B)−
1
2

− 1
2πi

A2

Bv
Ω0(v)

k(v)(v2−A/B) +
1
2

=

=
Ω0(v) + πiB/A2vk(v)(v2 − A/B)

Ω0(v)− πiB/A2vk(v)(v2 − A/B)
=

Ω−(v)

Ω+(v)
,

g(v) =
γ(v)

a(v) + b(v)
=

− AQ0v
πBΩ∞

− 1
2πi

A2

Bv
Ω0(v)

k(v)(v2−A/B) +
1
2

=
AQ0v

πBΩ∞
· Ω

−(v)− Ω+(v)

Ω+(v)
.

Òàêèì îáðàçîì, êðàåâîå óñëîâèå çàäà÷è Ðèìàíà (ñì. òàêæå § 2, ôîðìóëó (2.12))
èìååò âèä:

Φ+(v) = G(v)Φ−(v) + g(v), v ∈ R, (4.80)

ãäå êîýôôèöèåíò G(v) è ïðàâàÿ ÷àñòü g(v) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

G(v) =
Ω−(v)

Ω+(v)
, g(v) =

AQ0v

πBΩ∞
· Ω

−(v)− Ω+(v)

Ω+(v)
, v ∈ R. (4.81)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîñêîëüêó Ω±(z) ̸= 0, z ∈ H±, ñîãëàñíî ïðèíÿòîìó

óñëîâèþ, òî èíäåêñ ôóíêöèè G(v) ðàâåí íóëþ. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó

H0, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ H±,

ôóíêöèè Φ±(z) íåïðåðûâíû ñîîòâåòñòâåííî â H± è ïðåäåë Φ±(z) ïðè z → ∞
ðàâåí íóëþ.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ðèìàíà (4.80), (4.81) â êëàññå H0. Ïîäñòàâëÿÿ

ÿâíî ôàêòîðèçîâàííûé êîýôôèöèåíò G(v) = Ω−(v)/Ω+(v) â (4.80) è ó÷èòûâàÿ
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ïðåäñòàâëåíèå äëÿ g(v) èç (4.81), ïîëó÷àåì èç (4.80) ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Ω+(v)

(
Φ+(v) +

AQ0v

πBΩ∞

)
= Ω−(v)

(
Φ−(v) +

AQ0v

πBΩ∞

)
. (4.82)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè F+(z) è F−(z), àíàëèòè÷åñêèå ñîîòâåòñòâåííî â âåðõíåé è

íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ ïî ôîðìóëàì

F±(z) = Ω±(z)

(
Φ±(z) +

AQ0v

πBΩ∞

)
, z ∈ H±, (4.83)

è çàìåòèì, ÷òî êðàåâîå óñëîâèå (4.82) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

F+(v) = F−(v), v ∈ R. (4.84)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ F (z), îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (4.83), ÿâëÿåòñÿ àíà-

ëèòè÷åñêîé â îòêðûòîé ïëîñêîñòè C.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëèóâèëëÿ, ñì. ñòð. 17, ó÷èòûâàÿ ëèíåéíûé ðîñò F±(z) è

óñëîâèå (4.84), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ôóíêöèÿ F (z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì

ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò.å.

F (z) = c0 + c1z, (4.85)

ãäå c0 è c1 � íåêîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû. Ïîäñòàâ-

ëÿÿ (4.85) â ëåâóþ ÷àñòü (4.83), íàõîäèì

Φ(z) =
c1z + c0
Ω(z)

− AQ0

πBΩ∞
z. (4.86)

Çíà÷åíèå ôóíêöèè Ω(z) íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíî êîíñòàíòå Ω∞ (ñì. òåîðåìó 3.6

§ 3 ãë. 3), à ôóíêöèè Φ±(z) ñîãëàñíî (4.75) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïðè

z → ∞. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü ýòèì óñëîâèÿì, êîíñòàíòó c1 ñëåäóåò ïîëîæèòü

ðàâíîé
AQ0

πB
, à ó÷èòûâàÿ ïîâåäåíèå Φ(z) íà áåñêîíå÷íîñòè, êîíñòàíòó c0 ñëåäóåò

ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, èç (4.86) íàõîäèì

Φ(z) =
AQ0z

πB

(
1

Ω(z)
− 1

Ω∞

)
. (4.87)

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ Ω(z), îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (3.14), òàêî-

âà, ÷òî Ω±(z) ̸= 0, z ∈ H±. Òîãäà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà (4.80),
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(4.81) â êëàññå H0 äàåòñÿ ôîðìóëîé (4.87), ãäå çíà÷åíèÿ A,B, Ω∞ îïðåäåëÿþò-

ñÿ ôîðìóëàìè (3.16), (4.16) èç ãë. 1 è ôîðìóëîé (3.20) èç íàñòîÿùåé ãëàâû, à

âåëè÷èíà Q0 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé êîíñòàíòîé.

Âîçâðàùàÿñü ê ðåøåíèþ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.73), ñ ïî-

ìîùüþ ôîðìóë Ñîõîöêîãî (4.77)�(4.79) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè φ(v):

φ(v) = Φ+(v)− Φ−(v) =
AQ0v

πB

(
1

Ω+(v)
− 1

Ω−(v)

)
=

=
AQ0v

πB
· Ω

−(v)− Ω+(v)

Ω−(v)Ω+(v)
=

2iQ0v
2k(v)(v2 − A/B)

AΩ+(v)Ω−(v)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.8. Ðåøåíèåì ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.73) ÿâ-

ëÿåòñÿ ôóíêöèÿ φ(v), îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé

φ(v) =
2iQ0v

2k(v)(v2 − A/B)

AΩ+(v)Ω−(v)
, (4.88)

ãäå çíà÷åíèÿ A,B, Ω∞ äàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (3.16), (4.16) èç ãë. 1 è ôîðìóëîé

(3.20) èç íàñòîÿùåé ãëàâû, à âåëè÷èíà Q0 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé êîíñòàíòîé.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (4.72), íàéäåì ôóíêöèþ f(v), êîòîðàÿ áóäåò ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (4.71):

f(v) =
Ω0(v)

k(v)(v2 − A/B)

2iQ0v
2k(v)(v2 − A/B)

AΩ+(v)Ω−(v)
=

2iQ0v
2Ω0(v)

AΩ+(v)Ω−(v)
. (4.89)

Íàïîìíèì, ÷òî ðàíåå áûëè ââåäåíû äâå ôóíêöèè f1 è f2, êîòîðûå äîëæíû áûëè

óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (4.71):

f1(v) = Q(v)e−Al/v +Q(−v)eAl/v,

f2(v) = Q(v)eAl/v +Q(−v)e−Al/v.

×òîáû ôóíêöèÿ Q(v) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì çàäà÷è (3.1)�(3.5), íåîáõîäèìî,

÷òîáû è f1(v), è f2(v) ÿâëÿëèñü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.71), ò.å. ñîâïàäàëè ñ
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ôóíêöèåé f(v):

f1(v) = f2(v) ⇒

Q(v)e−Al/v +Q(−v)eAl/v = Q(v)eAl/v +Q(−v)e−Al/v ⇒

Q(v)sh(Al/v) = Q(−v)sh(Al/v) ⇒

Q(v) = Q(−v).

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ Q(v) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé. Ó÷èòûâàÿ

âûðàæåíèå (4.89), çàïèøåì èòîãîâîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè Q(v):

Q(v) =
iQ0v

2Ω0(v)

Ach(Al/v)Ω+(v)Ω−(v)
. (4.90)

Íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ Q(v) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåèçâåñòíóþ êîíñòàíòó Q0. Äëÿ

íàõîæäåíèÿ Q0 ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (4.90) äëÿQ(v) â ãðàíè÷íîå óñëîâèå (4.61)

è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

Q0

(
1

Ω∞
+

B

A2

∫ ∞

−∞

λ2k(λ)dλ

Ω+(λ)Ω−(λ)

)
= 1,

îòêóäà íàõîäèì

Q0 =

(
1

Ω∞
+

B

A2

∫ ∞

−∞

λ2k(λ)dλ

Ω+(λ)Ω−(λ)

)−1

. (4.91)

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è (3.1)�(3.5), ïîëó÷åíû

êîíñòàíòà Q0 è ôóíêöèÿ Q(v) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèè Ω±(z) íå èìåþò êîð-

íåé íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.9. Ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (3.1)�(3.8), ñòð. 56, â ñëó÷àå, êîãäà

äèñïåðñèîííàÿ ôóíêöèÿ Ω(z) íå èìååò êîðíåé íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè
F(x, v) =

Q0v

AΩ∞
+

B

iA
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
κ(λ, v)e−Ax/λdλ− Q(v)

iv
e−Ax/v,

E(x) =
Q0

Ω∞
+

B

iA
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
e−Ax/λdλ,
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ãäå ôóíêöèè Ω0(λ) è κ(λ, v) îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (3.17) è

(4.59), à ôóíêöèÿ Q(v) è êîíñòàíòà Q0 äàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (4.90) è (4.91)

ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâîä óêàçàííûõ ôîðìóë ïðîèçâåäåí ïåðåä ôîðìóëè-

ðîâêîé òåîðåìû. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿQ(v) òàêîâà, ÷òî ïðîèçâåäåíèåQ(v)k(v)

ïðèíàäëåæèò êëàññó ôóíêöèé G0, à âûðàæåíèå Q(v)/(−iv) ïðèíèìàåò êîíå÷íîå
çíà÷åíèå ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà v.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ g0(µ) ïðèíàäëåæèò êëàññó G0, åñëè îíà îïðåäåëåíà

è îãðàíè÷åíà ïðè âñåõ µ ∈ (−∞,∞) è ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè µ→ ∞ è

ïðè µ→ 0, ïðè÷åì â íóëå g0(µ) = O(e−c|A/µ|), à ïðè µ→ ∞ îíà óáûâàåò áûñòðåå

ëþáîé ñòåïåíè àðãóìåíòà, ò.å. g0(µ) = o(1/µk).

Ñîãëàñíî (4.90)

Q(v) =
iQ0v

2Ω0(v)

Ach(Al/v)Ω+(v)Ω−(v)
.

Òî åñòü âûðàæåíèå Q(v)/(−iv) ðàâíî

Q(v)

−iv
= − Q0vΩ0(v)

Ach(Al/v)Ω+(v)Ω−(v)
,

ïðè v ∈ (−∞,+∞) óêàçàííîå âûðàæåíèå îãðàíè÷åíî, ïðè v → ±∞ îíî ðàâíî

O(v). Ýòî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè âñåõ êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

v ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ó âûðàæåíèÿ Q(v)/(−iv).
Ïðîèçâåäåíèå Q(v)k(v) ðàâíî

Q(v)k(v) =
iQ0v

2Ω0(v)k(v)

Ach(Al/v)Ω+(v)Ω−(v)
.

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé Ω0(v),Ω
±(v) (ñì. § 3) è ïðèíàäëåæíîñòü ôóíê-

öèè k(v) êëàññó K, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Q(v)k(v) ïðèíàäëåæèò

êëàññó G0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.2. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äèñïåðñèîííàÿ ôóíê-

öèÿ Ω(z) îáðàùàåòñÿ â íóëü.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5, îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1), (3.2) èç ãë. 2 èìååò âèä,

ñì. ñòð. 69:

F(x, v) =
Q0v

AΩ∞
+NF(x, v) +

B

iA

∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
κ(λ, v)e−Ax/λdλ−

−Q(v)
iv

e−Ax/v, (4.92)

E(x) =
Q0

Ω∞
+NE(x) +

B

iA

∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
e−Ax/λdλ, (4.93)

Ïóñòü Ω(z) èìååò äâà êîðíÿ åäèíè÷íîé êðàòíîñòè, λ1 = λ0, λ2 = −λ0, òîãäà
ñëàãàåìûå NF(x, v) è NE(x) èç âûðàæåíèé (4.92), (4.93), ñîîòâåòñòâóþùèå íóëÿì

äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(z), èìåþò âèä:

NE(x) = −Bλ0
A

(
Q1e

−Ax/λ0 −Q2e
Ax/λ0

)
, (4.94)

NF(x, v) = −Bλ0
A

(
Q1κ(λ0, v)e−Ax/λ0 −Q2κ(−λ0, v)eAx/λ0

)
, (4.95)

çäåñü κ(λ0, v) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé, ñì. (4.59):

κ(λ0, v) =
1

A

(
λ20 − A/B

λ0 − v
− λ0

)
, (4.96)

Q0,Q1,Q2 � ñâîáîäíûå êîíñòàíòû, Q(v) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Íàéäåì òàêèå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò Q0,Q1,Q2 è âèä ôóíêöèè Q(v), ÷òî ôóíê-

öèè (4.92), (4.93), ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.1), (3.2) èç ãë. 2, óäîâëå-

òâîðÿþò êðàåâûì óñëîâèÿì (3.4), (3.5) èç ãë. 2, ò.å.:

F(l, v) = F(l,−v), F(−l, v) = F(−l,−v), v ∈ (−∞,+∞), (4.97)

E(l) = 1, E(−l) = 1. (4.98)

Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî ïåðåïèøåì ðåøåíèå â âèäå:

F(x, v) =
Q0v

AΩ∞
− B

A
·Q1λ0κ(λ0, v)e−Ax/λ0 +

B

A
·Q2λ0κ(−λ0, v)eAx/λ0 +

+
B

iA
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
κ(λ, v)e−Ax/λdλ− Q(v)

iv
e−Ax/v, (4.99)

E(x) =
Q0

Ω∞
− B

A
·Q1λ0e

−Ax/λ0 +
B

A
·Q2λ0e

Ax/λ0 +

+
B

iA
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)
e−Ax/λdλ. (4.100)

96



Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (4.99), íàéäåì çíà÷åíèÿ F(l, v) è F(l,−v):

F(l, v) =
Q0v

AΩ∞
− B

A2
·Q1λ0

(
λ20 − A/B

λ0 − v
− λ0

)
e−Al/λ0+

+
B

A
·Q2λ0

(
λ20 − A/B

λ0 − v
+ λ0

)
eAl/λ0+

+
B

iA2
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)

(
λ2 − A/B

λ− v
− λ

)
e−Al/λdλ− Q(v)

iv
e−Al/v,

F(l,−v) = − Q0v

AΩ∞
− B

A2
·Q1λ0

(
λ20 − A/B

λ0 + v
− λ0

)
e−Al/λ0+

+
B

A
·Q2λ0

(
λ20 − A/B

λ0 + v
+ λ0

)
eAl/λ0+

+
B

iA2
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)

(
λ2 − A/B

λ+ v
− λ

)
e−Al/λdλ+

Q(−v)
iv

eAl/v,

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî F(l, v) = F(l,−v) èç (4.97), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

2Q0v

AΩ∞
+
B

A2
·
(
λ20 − A/B

)
Q1λ0

(
1

λ0 + v
− 1

λ0 − v

)
e−Al/λ0−

− B

A2
·
(
λ20 − A/B

)
Q2λ0

(
1

λ0 + v
− 1

λ0 − v

)
eAl/λ0+

+
B

iA2
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)(λ2 − A/B)

Ω0(λ)

e−Al/λdλ

λ− v
− Q(v)

iv
e−Al/v =

+
B

iA2
·
∫ ∞

−∞

Q(λ)k(λ)(λ2 − A/B)

Ω0(λ)

e−Al/λdλ

λ+ v
+
Q(−v)
iv

eAl/v, (4.101)

Èíòåãðàë èç ïðàâîé ÷àñòè (4.101) ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåí-

íûõ λ = −t, ó÷òåì ÷åòíîñòü ôóíêöèé k(t) è Ω0(t):∫ +∞

−∞

Q(λ)k(λ)

Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ+ v
e−Al/λdλ =

=

∫ −∞

+∞

Q(−t)k(−t)
Ω0(−t)

(t2 − A/B)

−t+ v
eAl/td(−t) =

= −
∫ +∞

−∞

Q(−λ)k(λ)
Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ− v
eAl/λdλ.
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Ðàâåíñòâî (4.101) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2Q0v

AΩ∞
+

2Bvλ0(λ
2
0 − A/B)

A2(v2 − λ20)

(
Q1e

−Al/λ0 −Q2e
Al/λ0

)
+

+
B

iA2
·
∫ ∞

−∞

(
Q(λ)e−Al/λ +Q(−λ)eAl/λ

)
k(λ)

Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ− v
dλ =

=
1

iv

(
Q(v)e−Al/v +Q(−v)eAl/v

)
. (4.102)

Èíòåãðàë â (4.102) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Ââåäåì íîâóþ íåèç-

âåñòíóþ ôóíêöèþ

f1(v) = Q(v)e−Al/v +Q(−v)eAl/v, (4.103)

è èç (4.102) ïîëó÷èì äëÿ íåå ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âèäà (2.1),

ñì. ñòð. 71:

f1(v)

iv
− B

iA2
·
∫ ∞

−∞

f1(λ)k(λ)

Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ− v
dλ =

=
2Q0v

AΩ∞
+

2Bvλ0(λ
2
0 − A/B)

A2(v2 − λ20)

(
Q1e

−Al/λ0 −Q2e
Al/λ0

)
. (4.104)

Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâëÿÿ (4.92) âî âòîðîå êðàåâîå óñëîâèå (4.97), ò.å. â óñëîâèå

F(−l, v) = F(−l,−v), ïîëó÷àåì:

2Q0v

AΩ∞
+

2Bvλ0(λ
2
0 − A/B)

A2(v2 − λ20)

(
Q1e

Al/λ0 −Q2e
−Al/λ0

)
+

+
B

iA2
·
∫ ∞

−∞

(
Q(λ)eAl/λ +Q(−λ)e−Al/λ

)
k(λ)

Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ− v
dλ =

=
1

iv

(
Q(v)eAl/v +Q(−v)e−Al/v

)
. (4.105)

Ââåäåì ôóíêöèþ

f2(v) = Q(v)eAl/v +Q(−v)e−Al/v, (4.106)

çàìåòèì, ÷òî îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

f2(v)

iv
− B

iA2
·
∫ ∞

−∞

f2(λ)k(λ)

Ω0(λ)

(λ2 − A/B)

λ− v
dλ =

=
2Q0v

AΩ∞
+

2Bvλ0(λ
2
0 − A/B)

A2(v2 − λ20)

(
Q1e

Al/λ0 −Q2e
−Al/λ0

)
. (4.107)
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Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé

f1 è f2 èìåþò âèä:

A2

2πiBv
f(v)− 1

2πi
·
∫ ∞

−∞

k(λ)(λ2 − A/B)

Ω0(λ)

f(λ)

λ− v
dλ = q1v +

q2v

v2 − λ20
. (4.108)

Çäåñü

q1 =
AQ0

πBΩ∞
, (4.109)

q2 =
λ0
π
(λ20 − A/B)(Q1e

−Al/λ0 −Q2e
Al/λ0), x = l, (4.110)

q2 =
λ0
π
(λ20 − A/B)(Q1e

Al/λ0 −Q2e
−Al/λ0), x = −l. (4.111)

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (4.108). Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå ïîä èíòåãðàëîì

â (4.108) êàê ôóíêöèþ φ(λ):

φ(λ) =
f(λ)k(λ)(λ2 − A/B)

Ω0(λ)
, f(v) =

φ(v)Ω0(v)

k(v)(v2 − A/B)
, (4.112)

òîãäà óðàâíåíèå (4.108) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

− 1

2πi
· A

2

Bv
· Ω0(v)

k(v)(v2 − A/B)
φ(v) +

1

2πi

∫ ∞

−∞

φ(λ)dλ

λ− v
= −q1v −

q2v

v2 − λ20
, v ∈ R.

(4.113)

Ìû ïîëó÷èëè ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âèäà (2.1), ãäå ôóíêöèÿì

a(v), b(v), γ(v) ñîîòâåòñòâóþò âûðàæåíèÿ

a(v) = − 1

2πi

A2

Bv

Ω0(v)

k(v)(v2 − A/B)
,

b(v) =
1

2
,

γ(v) = −q1v −
q2v

v2 − λ20
.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (4.113).

Ââåäåì àíàëèòè÷åñêèå ñîîòâåòñòâåííî â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ

H± ôóíêöèè Φ±(z) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ:

Φ±(z) =
1

2πi

∫ ∞

−∞

φ(λ)dλ

λ− z
, z ∈ H±, (4.114)
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è çàïèøåì ôîðìóëû Ñîõîöêîãî:

Φ(v) =
1

2

(
Φ+(v) + Φ−(v)

)
, v ∈ R, (4.115)

φ(v) = Φ+(v)− Φ−(v), v ∈ R, (4.116)

ãäå ñëåäóþùèé èíòåãðàë, íàïîìíèì, ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:

Φ(v) =
1

2πi
v.p.

∫ ∞

−∞

φ(λ)dλ

λ− v
v ∈ R,

à Φ+(v) è Φ−(v) ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (4.114) â òî÷êå

v ∈ R. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Ω0(z), îïðåäåëÿåìîé ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà

òèïà Êîøè (3.49), ôîðìóëû Ñîõîöêîãî èìåþò âèä:

Ω0(v) =
1

2

(
Ω+(v) + Ω−(v)

)
, v ∈ R, (4.117)

B

A2
vk(v)

(
v2 − A

B

)
=

1

2πi

(
Ω−(v)− Ω+(v)

)
, v ∈ R. (4.118)

Ïîäñòàâèâ (4.115)�(4.118) â óðàâíåíèå (4.113), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíê-

öèé G(v) è g(v):

G(v) =
a(v)− b(v)

a(v) + b(v)
=

− 1
2πi

A2

Bv
Ω0(v)

k(v)(v2−A/B)−
1
2

− 1
2πi

A2

Bv
Ω0(v)

k(v)(v2−A/B) +
1
2

=

=
Ω0(v) + πiB/A2vk(v)(v2 − A/B)

Ω0(v)− πiB/A2vk(v)(v2 − A/B)
=

Ω−(v)

Ω+(v)
,

g(v) =
γ(v)

a(v) + b(v)
=

(
−q1v − q2v

v2−λ2
0

)
− 1

2πi
A2

Bv
Ω0(v)

k(v)(v2−A/B) +
1
2

=

(
q1v +

q2v

v2 − λ20

)
· Ω

−(v)− Ω+(v)

Ω+(v)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å Ðèìàíà (ñì. òàêæå § 2, ôîðìóëó
(2.12)):

Φ+(v) = G(v)Φ−(v) + g(v), v ∈ R, (4.119)

ãäå êîýôôèöèåíò G(v) è ïðàâàÿ ÷àñòü g(v) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

G(v) =
Ω−(v)

Ω+(v)
, g(v) =

(
q1v +

q2v

v2 − λ20

)
· Ω

−(v)− Ω+(v)

Ω+(v)
, v ∈ R. (4.120)
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Îòìåòèì, ÷òî èíäåêñ çàäà÷è Ðèìàíà (4.119) â äàííîì ñëó÷àå îòðèöàòåëüíûé:

IndG(t) = −2.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ðèìàíà (4.119), (4.120), ðåøåíèå êîòîðîé áóäåì

èñêàòü â êëàññåH0, ñì. îïð. 8. Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíî ôàêòîðèçîâàííûé êîýôôèöèåíò

G(v) = Ω−(v)/Ω+(v) è ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ g(v) èç (4.120), ïîëó÷àåì

èç (4.119) ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Ω+(v)

(
Φ+(v) + q1v +

q2v

v2 − λ20

)
= Ω−(v)

(
Φ−(v) + q1v +

q2v

v2 − λ20

)
. (4.121)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè F+(z) è F−(z), àíàëèòè÷åñêèå ñîîòâåòñòâåííî â âåðõíåé è

íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

F±(z) = Ω±(z)

(
Φ±(z) + q1z +

q2z

z2 − λ20

)
, z ∈ H±, (4.122)

è çàìåòèì, ÷òî êðàåâîå óñëîâèå (4.121) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

F+(v) = F−(v), v ∈ R. (4.123)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ F (z), îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (4.122), ÿâëÿåòñÿ àíà-

ëèòè÷åñêîé â îòêðûòîé ïëîñêîñòè C.
Ïðèìåíèâ îáîáùåííóþ òåîðåìó Ëèóâèëëÿ (ñì. ñòð. 17), ó÷èòûâàÿ ëèíåéíûé

ðîñò F±(z) è óñëîâèå (4.123), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ôóíêöèÿ F (z) ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò.å.

F (z) = c0 + c1z, (4.124)

ãäå c0 è c1 � íåêîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû. Ïîäñòàâ-

ëÿÿ (4.124) â ëåâóþ ÷àñòü (4.122), íàõîäèì

Φ(z) = −q1z −
q2z

z2 − λ20
+
c1z + c0
Ω(z)

. (4.125)

Çíà÷åíèå ôóíêöèè Ω(z) íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíî êîíñòàíòå Ω∞ (ñì. òåîðåìó 3.6

§ 3 ãë. 3), à ôóíêöèè Φ±(z) ñîãëàñíî (4.114) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïðè

z → ∞. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü ýòèì óñëîâèÿì, êîíñòàíòó c1 ñëåäóåò ïîëîæèòü
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ðàâíîé q1Ω∞, à ó÷èòûâàÿ ïîâåäåíèå Φ(z) íà áåñêîíå÷íîñòè, êîíñòàíòó c0 ñëåäóåò

ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ.

Êîðíè ôóíêöèè Ω(z) íå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè è âûðàæåíèå v2 − λ20 ïðè

v ∈ R íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Îäíàêî ïðè z = λ0 ôóíêöèÿ F (z), êîòîðàÿ íå

äîëæíà èìåòü ïîëþñîâ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, èìååò îñîáåííîñòè â

ñëàãàåìûõ

− q2z

z2 − λ20
+

c1z

Ω(z)
.

Ïðåîáðàçóåì äðîáè è óñòðàíèì âîçìîæíûå ïîëþñû ñ ïîìîùüþ çíà÷åíèÿ êîí-

ñòàíòû q2. Ïåðâóþ äðîáü ðàçëîæèì íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè

q2z

z2 − λ20
=

1

2
· q2
z − λ0

+
1

2
· q2
z + λ0

.

Åñëè ôóíêöèÿ Ω(z) èìååò êîðåíü ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå λ0, òî â îêðåñòíîñòè

ýòîé òî÷êè ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

c1
Ω(z)

=
c1

Ω′(λ0)(z − λ0)
+ o(1),

â òàêîì ñëó÷àå

c1λ0 =
1

2
· Ω′(λ0)q2.

Àíàëîãè÷íîå òðåáîâàíèå ê c1 ïîëó÷àåòñÿ ïðè óñòðàíåíèè ïîëþñà â òî÷êå z =

−λ0. Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è ïðè x = l, è ïðè x = −l. Ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.10. Çàäà÷à Ðèìàíà (4.119), ãäå êîýôôèöèåíò G(v), èìåþùèé

èíäåêñ κ = −2, ðàâåí

G(v) =
Ω−(v)

Ω+(v)
,

a ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí

g(v) =

(
q1v +

q2v

v2 − λ20

)
· Ω

−(v)− Ω+(v)

Ω+(v)
,

ãäå q1 è q2 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (4.109)�(4.111), ðàçðåøèìà â êëàññå ôóíê-

öèé H0, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

q1 =
Ω′(λ0)

2Ω∞
q2,
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ïðè ýòîì åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

Φ(z) = q1

(
Ω∞

Ω(z)
− z

(
1 +

2Ω∞

Ω′(λ0)(z2 − λ20)

))
, (4.126)

ãäå ôóíêöèÿ Ω(z) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.14), λ0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíêöèè

Ω(z), à çíà÷åíèå Ω∞ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.20).

Ó÷èòûâàÿ (4.109)�(4.111), ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè Φ(z):

Φ(z) =
AQ0z

πB

(
1

Ω(z)
− 2

Ω′(λ0)(z2 − λ20)
− 1

Ω∞

)
. (4.127)

Âîçâðàùàåìñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (4.113). Åãî ðåøåíèå φ(v) ñâÿçàíî ñ ðå-

øåíèåì Φ±(z) ïî ôîðìóëàì (4.116). Èç ýòèõ ôîðìóë è òåîðåìû 3.10 âûòåêàåò

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, óñòàíàâëèâàþùåå âèä ôóíêöèè φ(v).

Òåîðåìà 3.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åäèíñòâåííûì íóëåì ôóíêöèè Ω+(z),

îïðåäåëåííîé ïî ôîðìóëå (3.15), ÿâëÿåòñÿ òî÷êà z = λ0 è àíàëîãè÷íî åäèí-

ñòâåííûì íóëåì Ω−(z) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà z = −λ0, ïðè÷åì óêàçàííûå íóëè

ôóíêöèé Ω±(z) ïðîñòûå. Òîãäà äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (4.113) íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

q1 =
Ω′(λ0)

2Ω∞
q2,

ïðè ýòîì óðàâíåíèå (4.113) èìååò ñëåäóþùåå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

φ(v) =
2iQ0v

2k(v)(v2 − A/B)

AΩ+(v)Ω−(v)
. (4.128)

Îïèðàÿñü íà ôîðìóëû (4.103), (4.106) è ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ï. 4.1, ïîëó-

÷àåì âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè Q(v):

Q(v) =
iQ0v

2Ω0(v)

Ach(Al/v)Ω+(v)Ω−(v)
. (4.129)

Íàéäåì íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû Q0, Q1 è Q2. Èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà-

÷è Ðèìàíà (4.119), (4.120) ñëåäóåò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé (4.110) è (4.111), îòêóäà

ñëåäóåò ðàâåíñòâî Q1 = −Q2:

Q1e
−Al/λ0 −Q2e

Al/λ0 = Q1e
Al/λ0 −Q2e

−Al/λ0 ⇒ Q1 = −Q2.
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Ñ ó÷åòîì (4.109)�(4.110) ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ äëÿ Q1 è Q2:

Q1 =
AQ0

BΩ′(λ0)ch(Al/λ0)(λ20 − A/B)
, (4.130)

Q2 = − AQ0

BΩ′(λ0)ch(Al/λ0)(λ20 − A/B)
. (4.131)

Äàëåå ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ (4.100) äëÿ E(x) è êðàåâîãî óñëîâèÿ (4.98)

E(l) = 1 íàéäåì çíà÷åíèå êîíñòàíòû Q0 (óñëîâèå E(−l) = 1 äàåò òîò æå ðåçóëü-

òàò):

E(l) =
Q0

Ω∞
− 2Q1λ0

B

A
ch

(
Al

λ0

)
+

B

iA

∫ +∞

−∞

Q(λ)k(λ)e−Al/λdλ

Ω0(λ)
=

=
Q0

Ω∞
− AQ0Bλ02ch(Al/λ0)

BΩ′(λ0)ch(Al/λ0)(λ20 − A/B)A
+

+
BiQ0

iA2

∫ +∞

−∞

λ2k(λ)Ω0(λ)e
−Al/λdλ

ch(Al/λ)Ω+(λ)Ω−(λ)Ω0(λ)
=

= Q0

(
1

Ω∞
− 2λ0

Ω′(λ0)(λ20 − A/B)
+

B

A2

∫ +∞

−∞

λ2k(λ)dλ

Ω+(λ)Ω−(λ)

)
.

Q0 =

(
1

Ω∞
− 2λ0

Ω′(λ0)(λ20 − A/B)
+

B

A2

∫ +∞

−∞

λ2k(λ)dλ

Ω+(λ)Ω−(λ)

)−1

. (4.132)

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.12. Ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (3.1)�(3.8), ñòð. 56, â ñëó÷àå, êî-

ãäà äèñïåðñèîííàÿ ôóíêöèÿ Ω(z) (3.14) èìååò äâà ïðîñòûõ êîðíÿ, ðàâíûõ ±λ0,
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè F(x, v) è E(x), ïðåäñòàâëåííûå â âèäå

F(x, v) = Q0

(
v

AΩ∞
− λ0κ(λ0, v)e−Ax/λ0 − λ0κ(−λ0, v)eAx/λ0

Ω′(λ0)ch(Al/λ0)(λ20 − A/B)
+

+
B

A2

∫ ∞

−∞

λ2k(λ)κ(λ, v)e−Ax/λdλ

ch(Al/λ)Ω+(λ)Ω−(λ)
−

− vΩ0(v)e
−Ax/v

Ach(Al/v)Ω+(v)Ω−(v)

)
, (4.133)

E(x) = Q0

(
1

Ω∞
− 2λ0ch(Ax/λ0)

Ω′(λ0)ch(Al/λ0)(λ20 − A/B)
+

+
B

A2

∫ ∞

−∞

λ2k(λ)e−Ax/λdλ

ch(Al/λ)Ω+(λ)Ω−(λ)

)
. (4.134)
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ãäå ôóíêöèè Ω(λ),Ω0(λ) è κ(λ, v) îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (3.14),

(3.17) è (4.59), à ôóíêöèÿ Q(v) è êîíñòàíòà Q0 âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ âû-

ðàæåíèé (4.129) è (4.132) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâîä óêàçàííûõ ôîðìóë ïðîèçâåäåí ïåðåä ôîðìóëè-

ðîâêîé òåîðåìû. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿQ(v) òàêîâà, ÷òî ïðîèçâåäåíèåQ(v)k(v)

ïðèíàäëåæèò êëàññó ôóíêöèé G0, à âûðàæåíèå Q(v)/(−iv) ïðèíèìàåò êîíå÷íîå
çíà÷åíèå ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà v.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ g0(µ) ïðèíàäëåæèò êëàññó G0, åñëè îíà îïðåäåëåíà

è îãðàíè÷åíà ïðè âñåõ µ ∈ (−∞,∞) è ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè µ→ ∞ è

ïðè µ→ 0, ïðè÷åì â íóëå g0(µ) = O(e−c|A/µ|), à ïðè µ→ ∞ îíà óáûâàåò áûñòðåå

ëþáîé ñòåïåíè àðãóìåíòà, ò.å. g0(µ) = o(1/µk).

Ñîãëàñíî (4.90)

Q(v) =
iQ0v

2Ω0(v)

Ach(Al/v)Ω+(v)Ω−(v)
.

Òî åñòü âûðàæåíèå Q(v)/(−iv) ðàâíî

Q(v)

−iv
= − Q0vΩ0(v)

Ach(Al/v)Ω+(v)Ω−(v)
,

ïðè v ∈ (−∞,+∞) óêàçàííîå âûðàæåíèå îãðàíè÷åíî, ïðè v → ±∞ îíî ðàâíî

O(v). Ýòî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè âñåõ êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

v ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ó âûðàæåíèÿ Q(v)/(−iv).
Ïðîèçâåäåíèå Q(v)k(v) ðàâíî

Q(v)k(v) =
iQ0v

2Ω0(v)k(v)

Ach(Al/v)Ω+(v)Ω−(v)
.

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè Ω(v) (ñì. § 3 ãë. 3) è ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè k(v)
êëàññó K, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Q(v)k(v) ïðèíàäëåæèò êëàññó

G0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 4. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

�1. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ

Â äàííîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíà ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñòðîåííîãî àíàëèòè÷å-

ñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E(x), èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ðåøåíèÿ â

çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Äàëåå íà ãðàôèêàõ íàì óäîáíî áóäåò îáî-

çíà÷àòü åå E(x). Íàïîìíèì âûðàæåíèå äëÿ E(x):

E(x) = Q0

(
1

Ω∞
− 2λ0ch(Ax/λ0)

Ω′(λ0)ch(Al/λ0)(λ20 − A/B)
+

B

A2

∫ ∞

−∞

λ2k(λ)e−Ax/λdλ

ch(Al/λ)Ω+(λ)Ω−(λ)

)
.

(1.1)

Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (1.1), íàïðÿæåííîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

E(x) = Ea(x) + Eb(x) + Ec(x).

Âåëè÷èíà Ea ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ïîýòîìó îòäåëüíî ãðàôèêè äëÿ Ea íå ïðè-

âîäÿòñÿ. Âåëè÷èíà Eb(x) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ, òðåòüå

ñëàãàåìîå Ec(x) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë è èìååò ñëîæíûé õàðàêòåð.

Â âûðàæåíèè (1.1) ïàðàìåòðàìè äëÿ ôóíêöèè E(x) ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòû A,

B è ôóíêöèÿ k(s), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâÿçàíû ñ ôèçè÷åñêèìè õàðàê-

òåðèñòèêàìè ñðåäû � ÷àñòîòîé ñòîëêíîâåíèé ν, ÷àñòîòîé âíåøíåãî ïîëÿ ω è

áåçðàçìåðíûì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì α. Âûøå â § 3 ãëàâû 3 áûëà ïîêàçà-

íà çàâèñèìîñòü íóëåé äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè îò ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ ω. Â

íàñòîÿùåé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ E(x) ïî ôîðìóëå (1.1), ïî-

êàçûâàþùèå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ñàìîñîãëàñîâàííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

îò âåëè÷èí ν, ω è α. Â § 2 è § 3 ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ìàêñâåëëîâñêîé è âûðîæ-

äåííîé ïëàçìû ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ E(x) ïî ôîðìóëå (1.1) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

ñíà÷àëà äëÿ çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ ïëàçìû ω è ν îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êîí-

ñòàíò A è B ïî ôîðìóëàì (3.16), (4.16) èç ãë. 1, çàòåì íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå êîðíÿ
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λ0 ∈ H− äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(λ) èç óðàâíåíèÿ

Ω(λ,A,B) = 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà Íüþòîíà

[11], êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî çíà÷åíèå

ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé:

λ
(n+1)
0 = λ

(n)
0 − Ω(λ

(n)
0 ,A,B)

Ω′(λ
(n)
0 ,A,B)

.

Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ω′(λ,A,B) = −2B

A2
λ+

1

A

(
1− 3B

A
λ2
)∫ +∞

−∞

k(s)ds

s− λ
+

+
1

A

(
λ− B

A
λ3
)∫ +∞

−∞

k(s)ds

(s− λ)2
, Im λ ̸= 0. (1.2)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â ôóíêöèÿõ Ω(λ
(n)
0 ,A,B) è Ω′(λ

(n)
0 ,A,B) ïðèìåíÿ-

þòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ãàóññà 10-ãî ïîðÿäêà [11].

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä Íüþòîíà ïðèìåí�èì, åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå λ
(1)
0

ïîïàäàåò â äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü ïðåäïîëàãàåìîãî êîðíÿ, ïîýòîìó íà-

÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ λ0 ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû Q0 ïî

ôîðìóëå

Q0 =

(
1

Λ∞
− 2λ0

Ω′(λ0)(λ20 − A/B)
+

B

A2

∫ +∞

−∞

λ2k(λ)dλ

Ω+(λ)Ω−(λ)

)−1

(1.3)

è ïðèñòóïèòü ê âû÷èñëåíèþ âûðàæåíèÿ (1.1).

Ïðè âû÷èñëåíèè êîíñòàíòû Q0, êàê è ïðè âû÷èñëåíèè Ec(x), íåîáõîäèìî íàé-

òè çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Ω±(λ) íà âåùåñòâåííîé îñè. Ýòè çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ

ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ äëÿ Ω0(λ), êîòîðîå äàåòñÿ ôîðìóëîé (3.49) èç ãëàâû 2,

è ôîðìóë Ñîõîöêîãî [84]:

Ω±(λ) = Ω0(λ)∓ πi
B

A2
λ

(
λ2 − A

B

)
k(λ), λ ∈ R. (1.4)
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Âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ω0(λ)ñîäåðæèò èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ

I(λ) = v.p.

∫ +∞

−∞

k(s)

s− λ
ds,

âû÷èñëåíèå êîòîðîãî èìååò ñâîè îñîáåííîñòè, ÷òî ïîäðîáíî ðàçîáðàíî â ñëåäó-

þùèõ ïàðàãðàôàõ.

�2. Ñëó÷àé íåâûðîæäåííîé ïëàçìû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè

ïëàçìà îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìàêñâåëëà. Òîãäà ôóíêöèÿ k(s) è ïàðàìåòðû A è

B â ôîðìóëàõ (1.1)�(1.4) èìåþò âèä, ñì. ôîðìóëû (4.13), (4.16) èç ãë. 1, ñòð. 31:

k(s) =
e−s2

√
π
, A = 1− iω

ν
, B =

2ω2
p

ν2
, (2.1)

ãäå ωp � ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà.

2.1. Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà I(λ).

Ïðîñòîòà ôóíêöèè k(s) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü èíòåãðàë, êîòîðûé òðåáóåòñÿ âû-

÷èñëèòü

I(x) =

∫ +∞

−∞

e−s2ds

s− x
, (2.2)

â äðóãîé ôîðìå, áîëåå óäîáíîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Ââåäåì ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ

îò ïåðåìåííîé u:

f(u) =

∫ +∞

−∞

e−us2ds

s− x
, (2.3)

î÷åâèäíî, ÷òî ïðè u = 1 ýòà ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì (2.2).
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì f(u) ïî ïåðåìåííîé u:

f ′(u) =

∫ +∞

−∞

−s2e−us2

s− x
ds = −

∫ +∞

−∞

(s2 − x2)e−us2 + x2e−us2

s− x
ds =

= −
∫ +∞

−∞

(s− x)(s+ x)e−us2

s− x
ds− x2

∫ +∞

−∞

e−us2

s− x
ds =

= −
∫ +∞

−∞
(s+ x)e−us2ds− x2f(u) =

= −
∫ +∞

−∞
se−us2ds− x

∫ +∞

−∞
e−us2ds− x2f(u) =

=
1

2u

∫ +∞

−∞
e−us2d(−us2)− x√

u

∫ +∞

−∞
e−us2d(

√
us)− x2f(u) =

= 0− x√
u

√
π − x2f(u).

Ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè

f(u):

f ′(u) + x2f(u) = − x√
u

√
π. (2.4)

Ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ðåøåíèå

f(u) = Ce−x2u. (2.5)

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ C ′

C ′(u) = − x√
u

√
πex

2u, (2.6)

îòêóäà

C(u) = −
∫ u

0

x√
w

√
πex

2wdw = −2x
√
π

∫ u

0

ex
2wd

√
w = −2x

√
π

∫ u2

0

ex
2t2dt, (2.7)

à ñàìà ôóíêöèÿ f(u) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

f(u) = −2x
√
πe−x2u

∫ u2

0

ex
2t2dt. (2.8)

Âñïîìèíàÿ, ÷òî ïðè u = 1 ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì (2.2), ò.å. f(1) =

I(x), ïîëó÷àåì óäîáíóþ ôîðìóëó äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ

I(x) = −2x
√
π

∫ 1

0

ex
2(t2−1)dt. (2.9)
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Îòìåòèì, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ìîæåò áûòü òàêæå âûðàæåí ÷åðåç ôóíêöèþ îøè-

áîê [1]. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (2.9), ê êîòîðîé ïðèìå-

íÿåì êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ãàóññà.

2.2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè ν = 0.001ωp. Â äàííîì ðàçäåëå íà ãðà-

ôèêàõ ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü âåëè÷èí Eb(x), Ec(x) è ñóììàðíîé âåëè÷èíû

àìïëèòóäû ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ E(x) îò êîîðäèíàòû x ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-

÷åíèÿõ ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ (îò 0,1 äî 1,5 ïëàçìåííîé ÷àñòîòû ωp) ïðè ÷à-

ñòîòå ñòîëêíîâåíèé ν = 0.001ωp äëÿ íåâûðîæäåííîé ïëàçìû. Íà âñåõ ðèñóíêàõ

ñèíèì öâåòîì èçîáðàæåíà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü, êðàñíûì � ìíèìàÿ.
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Ðèñ. 4.1. Âåëè÷èíà Eb(x) ïðè ω = 0.1ωp.
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Ðèñ. 4.2. Âåëè÷èíà Eb(x) ïðè ω = 0.9ωp.
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Ðèñ. 4.3. Âåëè÷èíà Eb(x) ïðè ω = ωp.
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Ðèñ. 4.4. Âåëè÷èíà Eb(x) ïðè ω = 1.1ωp.

Íà ðèñ. 4.1 � 4.4 èçîáðàæåíû ìîäû Eb(x) ïðè çíà÷åíèÿõ ω îò 0.1 äî 1.1 îò ωp.
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Ðèñ. 4.5. Âåëè÷èíà Ec(x) ïðè ω = 0.1ωp. Ðèñ. 4.6. Âåëè÷èíà Ec(x) ïðè ω = 0.9ωp.

Ðèñ. 4.7. Âåëè÷èíà Ec(x) ïðè ω = ωp.
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Ðèñ. 4.8. Âåëè÷èíà Ec(x) ïðè ω = 1.1ωp.
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Ðèñ. 4.9. Âåëè÷èíà Ec(x) ïðè ω = 1.3ωp.
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Ðèñ. 4.10. Âåëè÷èíà Ec(x) ïðè ω = 1.5ωp.

Íà ðèñ. 4.5 � 4.10 èçîáðàæåíû ìîäû Ec(x) ïðè çíà÷åíèÿõ ω îò 0.1 äî 1.5 îò ωp.

Íà ðèñ. 4.11 � 4.16 èçîáðàæåíû ãðàôèêè íàïðÿæåííîñòè E(x), ò.å. ñóììà âñåõ
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Ðèñ. 4.11. Âåëè÷èíà E(x) ïðè ω = 0.1ωp.
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Ðèñ. 4.12. Âåëè÷èíà E(x) ïðè ω = 0.9ωp.

Ðèñ. 4.13. Âåëè÷èíà E(x) ïðè ω = ωp. Ðèñ. 4.14. Âåëè÷èíà E(x) ïðè ω = 1.1ωp.

Ðèñ. 4.15. Âåëè÷èíà E(x) ïðè ω = 1.3ωp.
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Ðèñ. 4.16. Âåëè÷èíà E(x) ïðè ω = 1.5ωp.

ñëàãàåìûõ Ea(x) + Eb(x) + Ec(x).
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2.3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè ν = 0.005ωp. Â äàííîì ðàçäåëå ïîêàæåì

çàâèñèìîñòü E(x) ïðè ν = 0.005ωp. Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ ôèçè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ

ìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìû åñòåñòâåííåå áóäåò óìåíüøåíèå ÷èñëà ν, íî òîãäà ãðà-

ôèêè ïîòåðÿþò íàãëÿäíîñòü, ïîýòîìó äëÿ äåìîíñòðàöèè çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû

àìïëèòóäû ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ îò ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé âçÿëè íåêîòîðîå

ìîäåëüíîå çíà÷åíèå. Ðåçóëüòàòû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 4.17, 4.18, ìîæíî ñðàâíèòü
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Ðèñ. 4.17. E(x) ïðè ω = 0.9ωp.
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Ðèñ. 4.18. E(x) ïðè ω = 1.1ωp.

ñ ðåçóëüòàòàìè íà ðèñ. 4.12, 4.14, ñäåëàííûìè ïðè òåõ æå ÷àñòîòàõ âíåøíåãî

ïîëÿ. Ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ ν íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è óâå-

ëè÷åíèå ïåðèîäà îñöèëëÿöèé ïî êîîðäèíàòå.

2.4. Ñâîéñòâà E(x), âûòåêàþùèå èç ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå íàáëþäå-

íèÿ:

1) Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ îíî ïî÷òè ïîëíîñòüþ ýêðà-

íèðóåòñÿ è íå ïðîíèêàåò â ïëàçìó. Ñàìûé áîëüøîé âêëàä â E(x) äàåò ñëàãàå-

ìîå Eb(x), âûðàæàþùååñÿ ÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ, âåëè÷èíà Eb(x) ðåçêî

óáûâàåò ïðè óäàëåíèè îò ãðàíèöû ñëîÿ. Ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ âêëàä ñëàãàåìûõ

Ea è Ec(x) î÷åíü ìàë.

2) Ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ ðàñòåò ìîäóëü ïîñòîÿííîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé Ea.

3) Âêëàä ñëàãàåìîãî Ec(x), êîòîðûé ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ ñîñòàâëÿåò äîëè
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ïðîöåíòà, ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû óâåëè÷èâàåòñÿ è äîñòèãàåò äåñÿòêîâ ïðîöåí-

òîâ.

4) Ïðè ÷àñòîòå âíåøíåãî ïîëÿ, áëèçêîé ê ïëàçìåííîé, ò.å. ïðè çíà÷åíèÿõ

ω = ωp âîçíèêàåò ðåçîíàíñ, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ íà

ïîðÿäêè áîëüøå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.

5) Ïðè ÷àñòîòàõ, íåçíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ ïëàçìåííóþ, âîçíèêàþò ïðî-

ñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû (îñöèëëÿöèè ïî êîîðäèíàòå), êîòîðûå ïîòîì ñ ðîñòîì

÷àñòîòû èñ÷åçàþò.

6) Ïî÷òè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîò (êðîìå ïëàçìåííîé) ÿâíî âûðàæåí ïðè-

ãðàíè÷íûé ñëîé, ðàçìåð êîòîðîãî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîòû ê

çíà÷åíèþ ωp è óìåíüøàåòñÿ ïðè äàëüíåéøåì ðîñòå ÷àñòîòû. Ðåçêîå óáûâàíèå

ïîëÿ ïðè óäàëåíèè îò ãðàíèöû äëÿ ÷àñòîò, ìåíüøèõ ωp, îáúÿñíÿåòñÿ õàðàêòåðîì

ïîâåäåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà â âûðàæåíèè äëÿ Eb(x). Ïðè äàëüíåéøåì

ðîñòå ÷àñòîòû ïðè äîñòèæåíèè âåëè÷èíû ω∗ ñëàãàåìîå Eb(x) îòñóòñòâóåò, ò.ê.

ó äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè íåò êîðíåé ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ. Íî ïðèãðàíè÷-

íûé ýôôåêò ïðèñóòñòâóåò è îáúÿñíÿåòñÿ ïîâåäåíèåì èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî

Ec(x).

7) Åñëè ïðîäîëæàåòñÿ ðîñò ÷àñòîòû ω (âûøå ïëàçìåííîé), òî ýôôåêò îò

ðåçîíàíñà ñíèæàåòñÿ, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ óìåíüøà-

åòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ. Ïðè ÷àñòîòàõ, ïðåâûøàþùèõ ïëàç-

ìåííóþ, âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå �ïðîõîäèò� ÷åðåç ïëàçìåííûé ñëîé, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêèì äàííûì [2, 94].

8) Ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ ν ïîâåäåíèå E(x) ñîõðàíÿåò êà÷åñòâåííûå õàðàê-

òåðèñòèêè. Íî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ν óâåëè÷èâàåòñÿ ïîãðàíè÷-

íûé ñëîé è óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî îñöèëëÿöèé ïî êîîðäèíàòå.

�3. Ñëó÷àé âûðîæäåííîé ïëàçìû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè

ïëàçìà îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ôåðìè � Äèðàêà ñ ïðîèçâîëüíûì õèìè÷åñêèì
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ïîòåíöèàëîì µ ∈ (0,+∞), ñì. ôîðìóëó (3.3) èç ãë. 1, è ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

(3.7), (3.13), (3.16), ñòð. 27. Òîãäà ôóíêöèÿ k(s) â ôîðìóëàõ (1.1)�(1.4) èìååò

âèä:

k(s) =
1

2m0(α)(es
2−α + 1)

, m0(α) =

∫ ∞

0

ds

es2−α + 1
, (3.1)

ãäå ïàðàìåòð α ∈ (0,+∞). Íàïîìíèì âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ A è B:

A = 1− iω

ν
, B =

ω2
pm0(α)

ν2m2(α)
, m2(α) =

∫ ∞

0

s2ds

es2−α + 1
. (3.2)

3.1. Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà I(λ).

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë

I(x) =

∫ +∞

−∞

ds

(1 + es2−α)(s− x)
, (3.3)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì è ïðÿìûìè ìåòîäàìè âû÷èñëÿåòñÿ ñ áîëüøîé

ïîãðåøíîñòüþ. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ñïîñîáîì èç êíèãè

[95] è ïðîâåäåì íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ïëîòíîñòü ÷åðåç ρ(s),

ρ(s) =
1

1 + es2−α
, (3.4)

äîáàâèì è âû÷òåì çíà÷åíèå ρ(x):

I(x) =

∫ +∞

−∞

ρ(x) + ρ(s)− ρ(x)

s− x
ds = ρ(x)

∫ +∞

−∞

ds

s− x
+

∫ +∞

−∞

ρ(s)− ρ(x)

s− x
ds,

ïåðâûé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, à âòîðîé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Ïðåîá-

ðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ðàçíîñòü ρ(s)− ρ(x) ê

îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîòîì âûíåñåì çà ñêîáêè íóæíûå ñòåïåíè ýêñïîíåíò.

ρ(s)− ρ(x) =
1

1 + es2−α
− 1

1 + ex2−α
=

ex
2−α − es

2−α

(1 + es2−α)(1 + ex2−α)
=

=
e−α(ex

2 − es
2

)

e−α(eα/2 + es2−α/2)(eα/2 + ex2−α/2)
=

ex
2 − es

2

(eα/2 + es2−α/2)(eα/2 + ex2−α/2)
=

=
e

x2+s2

2 (e
x2−s2

2 − e
s2−x2

2 )

e
x2+s2

2 (e
α−s2

2 + e
s2−α

2 )(e
α−x2

2 + e
x2−α

2 )
=

sh
(
x2−s2

2

)
2ch

(
s2−α
2

)
ch
(
x2−α
2

) .
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Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü èíòåãðàë (3.3) â áîëåå óäîáíîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôîð-

ìå. Ïðè ïðèáëèæåíèè s ê x â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå âîçíèêàþò âåëè÷èíû

îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

I(x) =

∫ +∞

−∞

sh
(
x2−s2

2

)
ds

2ch
(
s2−α
2

)
ch
(
x2−α
2

)
(s− x)

. (3.5)

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (3.5) íåïðåðûâíà, âêëþ÷àÿ s = x. Ïîëó÷åííûé

èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë Ãàóññà 10�ãî ïîðÿäêà.

3.2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè α = 2 è ν = 0.001ωp. Â äàííîì ðàçäå-

ëå èññëåäóåòñÿ õàðàêòåð çàâèñèìîñòè Eb(x), Ec(x) è E(x) îò êîîðäèíàòû ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ, ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé è çíà÷å-

íèé õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå íà âñåõ ðèñóíêàõ

ñèíèì öâåòîì èçîáðàæåíà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü, êðàñíûì � ìíèìàÿ.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ãðàôèêè, ïîëó÷åííûå ïðè ÷àñòîòå ñòîëêíîâåíèé ν =

0.001ωp è õèìè÷åñêîì ïîòåíöèàëå α = 2 (ñëàáî âûðîæäåííàÿ ïëàçìà). Íà

Ðèñ. 4.19. Âåëè÷èíà Eb(x) ïðè ω = 0.1ωp.
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Ðèñ. 4.20. Âåëè÷èíà Eb(x) ïðè ω = 0.9ωp.

ðèñóíêàõ 4.19�4.22 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ìîäû Eb(x), íà ðèñóíêàõ 4.23�4.26 �

ìîäû Ec(x), íà ðèñóíêàõ 4.27�4.30 âñåé ñóììû E(x). Èç ñðàâíåíèÿ ðèñóíêîâ 4.1�

4.14 ñ ðèñóíêàìè 4.19�4.30 âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò äëÿ ñëàáîâûðîæäåííîé ïëàçìû

ïî÷òè íå îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà äëÿ íåâûðîæäåí-

íîé ïëàçìû. ßâíî âûðàæåí ïîãðàíè÷íûé ñëîé ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ, ò.å. ïðî-
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Ðèñ. 4.21. Âåëè÷èíà Eb(x) ïðè ω = ωp.
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Ðèñ. 4.22. Âåëè÷èíà Eb(x) ïðè ω = 1.1ωp.
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Ðèñ. 4.23. Âåëè÷èíà Ec(x) ïðè ω = 0.1ωp.
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Ðèñ. 4.24. Âåëè÷èíà Ec(x) ïðè ω = 0.9ωp.

Ðèñ. 4.25. Âåëè÷èíà Ec(x) ïðè ω = ωp.
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Ðèñ. 4.26. Âåëè÷èíà Ec(x) ïðè ω = 1.1ωp.

èñõîäèò ýêðàíèðîâàíèå ïîëÿ, íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ ïðè ïëàçìåííîé ÷àñòîòå è

îñöèëëÿöèè ïî êîîðäèíàòå ïðè ÷àñòîòå ω = 1.1ωp.

117



Ðèñ. 4.27. Âåëè÷èíà E(x) ïðè ω = 0.1ωp.
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Ðèñ. 4.28. Âåëè÷èíà E(x) ïðè ω = 0.9ωp.

Ðèñ. 4.29. Âåëè÷èíà E(x) ïðè ω = ωp.

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

30

35

Ðèñ. 4.30. Âåëè÷èíà E(x) ïðè ω = 1.1ωp.

3.3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè α = 5 è α = 10. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ

ðàñ÷åòîâ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà α ïîêàçûâàåò, ÷òî êà-

÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ãðàôèêîâ ñîâïàäàåò, îòëè÷àþòñÿ òîëüêî êîëè÷åñòâåííûå

õàðàêòåðèñòèêè. ×òîáû íå ïåðåãðóæàòü ðàáîòó áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ðèñóíêîâ,

ïðèâåäåì ñàìûå íåîáõîäèìûå äëÿ ñðàâíåíèÿ. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì è

ñðàâíèì ãðàôèêè, ïîëó÷åííûå ïðè ÷àñòîòå ñòîëêíîâåíèé ν = 0.001ωp è çíà÷å-

íèÿõ α = 5 è α = 10.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 4.27�4.30 äëÿ ïëàçìû ñ êîýôôè-

öèåíòîì âûðîæäåíèÿ α = 2, à òàêæå íà ðèñ. 4.31�4.36 äëÿ α, ðàâíîì 5 è 10,

ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòè E(x) äëÿ ðàçíûõ α áó-

äóò îäíîãî ïîðÿäêà, íî ñ ðîñòîì õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà âåëè÷èíà ïîãðàíè÷íî-
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Ðèñ. 4.31. E(x) ïðè ω = 0.1ωp, α = 5. Ðèñ. 4.32. E(x) ïðè ω = 0.1ωp, α = 10.
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Ðèñ. 4.33. E(x) ïðè ω = 0.9ωp, α = 5.
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Ðèñ. 4.34. E(x) ïðè ω = 0.9ωp, α = 10.
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Ðèñ. 4.35. E(x) ïðè ω = 1.1ωp,α = 5.
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Ðèñ. 4.36. E(x) ïðè ω = 1.1ωp, α = 10.

ãî ñëîÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, à êîëè÷åñòâî îñöèëëÿöèé, íàáëþäàåìûõ ïðè ω = 1.1ωp,

óìåíüøàåòñÿ.
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3.4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè ν = 0.01ωp. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîò-

ðèì, êàê âëèÿåò íà õàðàêòåð ãðàôèêîâ èçìåíåíèå ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé â 10

ðàç.

Ðèñ. 4.37. E(x) ïðè ω = 0.1ωp, α = 5. Ðèñ. 4.38. E(x) ïðè ω = 0.1ωp, α = 10.

Ðèñ. 4.39. E(x) ïðè ω = 0.9ωp, α = 5.
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Ðèñ. 4.40. E(x) ïðè ω = 0.9ωp, α = 10.

Àíàëèç ãðàôèêîâ 4.37�4.42 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ÷àñòîòû ñòîëê-

íîâåíèé, òàê æå êàê è äëÿ íåâûðîæäåííîé ïëàçìû, íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå

ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, êîòîðûé ýêðàíèðóåò âíåøíåå ïîëå, à òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ

ïåðèîä îñöèëëÿöèé ïî êîîðäèíàòå.
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Ðèñ. 4.41. E(x) ïðè ω = 1.1ωp,α = 5.
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Ðèñ. 4.42. E(x) ïðè ω = 1.1ωp, α = 10.

3.5. Ñâîéñòâà E(x), âûòåêàþùèå èç ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå íàáëþäå-

íèÿ:

1) Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ îíî ïî÷òè ïîëíîñòüþ ýêðà-

íèðóåòñÿ è íå ïðîíèêàåò â ïëàçìó. Ñàìûé áîëüøîé âêëàä â E(x) äàåò ñëàãàåìîå

Eb(x), ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ ðåçêî óáûâàåò ïðè óäàëåíèè îò ãðàíèöû. Ïðè

ìàëûõ ÷àñòîòàõ âêëàä ñëàãàåìûõ Ea è Ec(x) î÷åíü ìàë.

2) Ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ ðàñòåò ìîäóëü ïîñòîÿííîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé Ea.

3) Âêëàä ñëàãàåìîãî Ec(x), êîòîðûé ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ ñîñòàâëÿåò äîëè

ïðîöåíòà, ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû óâåëè÷èâàåòñÿ è äîñòèãàåò äåñÿòêîâ ïðîöåí-

òîâ.

4) Ïðè çíà÷åíèÿõ ω = ωp âîçíèêàåò ðåçîíàíñ, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñàìîñî-

ãëàñîâàííîãî ïîëÿ íà ïîðÿäêè áîëüøå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.

5) Ïðè ÷àñòîòàõ, íåçíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ ïëàçìåííóþ, âîçíèêàþò ïðî-

ñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû (îñöèëëÿöèè ïî êîîðäèíàòå), êîòîðûå ïîòîì ñ ðîñòîì

÷àñòîòû èñ÷åçàþò.

6) Ïî÷òè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîò (êðîìå ïëàçìåííîé) ÿâíî âûðàæåí ïðè-

ãðàíè÷íûé ñëîé, ðàçìåð êîòîðîãî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîòû ê

çíà÷åíèþ ωp è óìåíüøàåòñÿ ïðè äàëüíåéøåì ðîñòå ÷àñòîòû. Ðåçêîå óáûâàíèå
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ïîëÿ ïðè óäàëåíèè îò ãðàíèöû äëÿ ÷àñòîò, ìåíüøèõ ωp, îáúÿñíÿåòñÿ õàðàêòåðîì

ïîâåäåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà â âûðàæåíèè äëÿ Eb(x). Ïðè äàëüíåéøåì

ðîñòå ÷àñòîòû ïðè äîñòèæåíèè âåëè÷èíû ω∗ ñëàãàåìîå Eb(x) îòñóòñòâóåò, ò.ê.

ó äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè íåò êîðíåé ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ. Íî ïðèãðàíè÷-

íûé ýôôåêò ïðèñóòñòâóåò è îáúÿñíÿåòñÿ ïîâåäåíèåì èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî

Ec(x).

7) Åñëè ïðîäîëæàåòñÿ ðîñò ÷àñòîòû ω (âûøå ïëàçìåííîé), òî ýôôåêò îò

ðåçîíàíñà ñíèæàåòñÿ, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ óìåíüøà-

åòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ. Ïðè ÷àñòîòàõ, ïðåâûøàþùèõ ïëàç-

ìåííóþ, âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå �ïðîõîäèò� ÷åðåç ïëàçìåííûé ñëîé, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêèì äàííûì [2, 94].

8) Ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ ν ïîâåäåíèå E(x) ñîõðàíÿåò êà÷åñòâåííûå õàðàê-

òåðèñòèêè. Íî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ν óâåëè÷èâàåòñÿ ïîãðàíè÷-

íûé ñëîé è óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî îñöèëëÿöèé ïî êîîðäèíàòå.

9) Äëÿ âûðîæäåííîé ïëàçìû óâåëè÷åíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà α òàêæå

ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è óìåíüøåíèþ ÷èñëà îñöèëëÿöèé ïî

êîîðäèíàòå.

122



Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòå-

ìû èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ëèíåàðè-

çàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé Áîëüöìàíà � Ìàêñâåëëà. Òàêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à âîç-

íèêàåò ïðè èçó÷åíèè âîçäåéñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìàëîé àìïëèòóäû íà

áåñêîíå÷íûé ïëàçìåííûé ñëîé.

Çàäà÷è îá îòêëèêå ïëàçìû íà âíåøíåå ýëåêòðîìàãíèòíîå âîçìóùåíèå áûëè

ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ ó÷åíûõ, íà÷èíàÿ ñ îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò

Ë. Òîíêñà, È. Ëýíãìþðà, Ë.Ä. Ëàíäàó, è ñîõðàíÿþò àêòóàëüíîñòü â íàñòîÿùåå

âðåìÿ. Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ îáùåòåîðåòè÷åñêèì çíà÷åíèåì òàêîãî íàïðàâëåíèÿ,

òàê è ñ âàæíûìè òåõíè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè â ïðîáëåìàõ ôèçèêè ïëàçìû.

Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàìîé êðàåâîé çàäà÷è (3.1)�(3.8), ñòð. 56, äëÿ ëèíåàðè-

çîâàííîé ñèñòåìû Áîëüöìàíà � Ìàêñâåëëà áûëî íàéäåíî â äèññåðòàöèè ñ ïî-

ìîùüþ ðàçâèòèÿ ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâàõ îáîáùåííûõ

ôóíêöèé D′, Z ′, à òàêæå ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Ãàõîâà � Ìóñõå-

ëèøâèëè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà ñîïðÿæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â

ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí ðÿä êîíñòðóêòèâíûõ ïðèåìîâ, ïîçâîëèâøèõ íàéòè ðåøå-

íèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â çàìêíóòîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Îòìåòèì, ïðåæäå

âñåãî, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðèìåíåí ïðèåì ðàñ-

øèðåíèÿ îáëàñòè, à òàêæå âûâåäåíû íîâûå ôîðìóëû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-

ðüå ñïåöèàëüíîãî êëàññà îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå èíòåãðàëà

ïî ïàðàìåòðó. Ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â îáðàçàõ Ôóðüå ïî-

òðåáîâàëî èññëåäîâàíèÿ äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè Ω(λ), ïðåäñòàâëåííîé â âèäå

èíòåãðàëà òèïà Êîøè ñ áåñêîíå÷íûì êîíòóðîì èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ Ω±(λ) ýòîé ôóíêöèè èñïîëüçîâàíû äëÿ ôàêòîðèçàöèè êîýôôèöèåíòà

çàäà÷è Ðèìàíà ïðè ìîäèôèêàöèè ïðåäñòàâëåíèé Ãàõîâà � Ìóñõåëèøâèëè.

Ïîñòðîåííîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1)�(3.8), ñòð. 56,

äîïóñêàåò øèðîêèé êëàññ íåâîçìóùåííûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, â òîì ÷èñëå

êàê ôóíêöèè Ôåðìè � Äèðàêà, òàê è Ìàêñâåëëà. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû
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äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ýô-

ôåêòîâ â ìåòàëëàõ, ïîëóïðîâîäíèêàõ, êðèñòàëëàõ, â òîì ÷èñëå, äëÿ àíàëèçà

ïîãðàíñëîéíîãî ïîâåäåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé â òàêèõ ñðåäàõ. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî íàéäåííûå àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ìîãóò áûòü òàêæå ïðèìåíåíû äëÿ

âåðèôèêàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè äîïóñêàþò îáîáùåíèå äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåð-

íûõ è òðåõìåðíûõ çàäà÷, à òàêæå èìåþò ïåðñïåêòèâó ðàçâèòèÿ è ïðèìåíåíèÿ

äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â áîëåå ñëîæíûõ

ìîäåëÿõ, îñíîâàííûõ íà ñèñòåìàõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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