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Введение

Диссертационная работа посвящена исследованию асимптотики решений систем нели­

нейных обыкновенных дифференциальных уравнений и интегро-дифференциального урав­

нения, описывающих динамику социальной стратификации.

Актуальность темы и степень ее разработанности

В течение последних 30-35 лет наблюдается рост неравенства в распределении доходов

(см. [38], а также Табл. Б.1), который сопровождается замедлением темпов роста мировой

экономики. Данный факт вызвал обеспокоенность и породил дискуссии в экономическом со­

обществе. Так, вопрос о том, как взаимосвязаны между собой неравенство и экономический

рост, обсуждается в монографии Филиппа Агийона и Джеффри Уильямсона [20]. В свою

очередь, французский экономист Тома Пикетти в своей монографии [64] предполагает, что

в XXI веке рост неравенства будет сопряжен с низкими темпами роста мировой экономики,

причем неравенство будет развиваться подобно тому, как росло неравенство в распределении

богатства в XVIII и XIX веках, когда социальное положение человека определялось не его

способностями и уровнем доходов, а его наследством. На экономический рост и неравенство

также способен оказывать влияние технологический прогресс, степень влияния которого на

протяжении разных исторических периодов исследуется в книге Дарона Асимоглу и Саймо­

на Джонсона [19]. Соображения о том, какие меры следует предпринимать для сокращения

неравенства в распределении доходов, излагаются английским экономистом Энтони Б. Ат­

кинсоном [22].

Попытки анализа причинно-следственных связей, влияющих на экономическое неравен­

ство, предпринимаются и на языке математических моделей [4; 18; 21; 23; 25–28; 34; 36; 39;

43; 48–50; 53; 54; 56; 58; 59; 69]. Одной из первых работ, предложивших содержательное на

эту тему обсуждение, стала статья английского математика и экономиста Фрэнка Плампто­

на Рамсея [65]. В ней Рамсей выдвинул гипотезу о разделении общества с разной степенью

терпеливости в расходовании своих сбережений на два класса – наиболее терпеливых, кто

завладевает всем капиталом, и всех остальных, кто оказывается на уровне прожиточного

минимума. На математическом языке гипотеза Рамсея означает установление в пределе на

бесконечном временном горизонте положения равновесия, соответствующего распределению

доходов с сильной степенью неравенства.

Первое формальное доказательство гипотезы Рамсея было предложено в работе Робер­

та Беккера [24], где была рассмотрена модель рационального репрезентативного потребителя

рамсеевского типа в дискретном времени. Спустя пару лет Труманом Бьюли была доказана
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гипотеза Рамсея в форме теоремы о магистрали для модели общего равновесия в дискретном

времени [30]. Отличие этих моделей заключается в различных институциональных ограниче­

ниях – так, в случае Беккера был наложен запрет на заимствование капитала, в то время как

в случае Бьюли этот запрет отсутствует. Институциональные ограничения играют важную

роль в формировании социальных слоев, их влияние на неравенство также обсуждалось в

монографии [20].

В совместной работе Г. Зоргера и Т. Митры [57] была рассмотрена модель Рамсея–Бек­

кера в непрерывном времени, являющаяся системой нелинейных обыкновенных дифферен­

циальных уравнений. Переход от дискретного времени к непрерывному позволил авторам

использовать более широкий математический аппарат для исследования модели. Так, по­

мимо справедливости гипотезы Рамсея, авторам удалось установить единственность стаци­

онарного равновесного состояния, его глобальную асимптотическую устойчивость, а также

следующее свойство: самое терпеливое домашнее хозяйство, то есть то хозяйство, которое

обладает наименьшим значением коэффициента дисконтирования, за конечное время завла­

девает всем богатством, располагаемым в экономике.

Недостатком вышеуказанных моделей является предположение о постоянстве коэффи­

циентов дисконтирования – величин, задающих степень терпеливости агента. В статье К.

Ю. Борисова и М. А. Пахнина [4] было предложено устранить этот недостаток за счет эн­

догенного формирования межвременных предпочтений, когда значение коэффициента дис­

контирования определяется исключительно собственными характеристиками агента. Такой

способ формирования межвременных предпочтений был впервые рассмотрен Т.Купмансом

[51] и Х.Удзавой [70].

Проблему описания взаимодействия социальных слоев при эндогенном формировании

межвременных предпочтений можно решать по-разному. Популярным способом является

использование концепции игр среднего поля, предложенной Жан-Мишелем Ласри и Пьер­

Луи Лионсом [52]. Самым же простым способом является сведение независимых уравнений

к системе обыкновенных дифференциальных уравнений, в которой все уравнения связаны.

В диссертационной работе это предлагается сделать в предположении гипотезы относитель­

ного дохода американского экономиста Джеймса Дьюзенберри [42], которая связывает ко­

эффициент дисконтирования с величиной доли доходов одного индивида по сравнению с

остальными индивидами. Модели, формализующие данную гипотезу, были построены в ра­

ботах [31–33; 35; 37; 66]. В избираемом подходе дополнительную сложность дает изменение

коэффициентов дисконтирования со временем – на задачу о поведении рационального ре­

презентативного потребителя рамсеевского типа, представленную в диссертационной работе
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задачей оптимального управления на бесконечном неотрицательном полуинтервале времени,

накладывается требование о получении решения в форме синтеза, т.е. функции от фазовой

переменной и параметров.

Гипотеза Рамсея является утверждением, которое имеет место, когда рыночные меха­

низмы не стеснены какими-либо ограничениями. Пикетти же в своей монографии [64] от­

мечает, что во второй половине XX века наблюдалось сильное вмешательство государства в

экономику. Кроме того, приведенные в Табл. Б.2 данные говорят о том, что взимание государ­

ством налогов с богатых слоев и выделение субсидий для бедных слоев позволяет сокращать

неравенство в распределении доходов.

В связи с этим представляет интерес изучение дифференциальных и интегро-дифферен­

циальных уравнений, моделирующих перераспределение доходов государством. Из подобных

работ автором были обнаружены лишь статья [47], в которой изучается модель распределе­

ния богатства и доходов в непрерывном времени с использованием концепции игр среднего

поля, а также работа [29], в которой рассматривается система дифференциальных уравне­

ний с целью проанализировать, как перераспределение доходов влияет на динамику доходов

конечного числа групп населения.

Таким образом, представляется актуальным создание математического аппарата, спо­

собного выявлять причинно-следственные связи в формировании и взаимодействии социаль­

ных слоев.

Цели и задачи диссертационной работы

Целью работы является разработка математического аппарата, основанного на теории

дифференциальных уравнений и оптимального управления, который позволяет анализиро­

вать причинно-следственные связи, влияющие на социальную стратификацию.

Для достижения поставленной цели потребовалось решить следующие задачи:

1. Построить решения задач оптимального управления в форме синтеза, описывающих

поведение социальных слоев при различных институциональных ограничениях, для

последующего использования в моделях социальной динамики;

2. Исследовать асимптотику решений в моделях социальной динамики, описываемых си­

стемами нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, в рамках гипотезы

относительного дохода Дьюзенберри с различными институциональными ограничения­

ми;

3. Исследовать интегро-дифференциальное уравнение, которое описывает влияние госу­

дарственной политики налогообложения и субсидирования на неравенство в распреде­
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лении доходов.

Теоретическая и практическая значимость

Диссертационная работа носит теоретический характер. Разработанный в диссертации

математический аппарат может представлять интерес для специалистов в областях теории

оптимального управления, качественной теории дифференциальных и интегро-дифференци­

альных уравнений, математического моделирования.

Положения, выносимые на защиту

1. Построены решения задач оптимального управления в форме синтеза, описывающие

поведение социальных слоев при различных типах институциональных ограничений;

2. Для моделей социальной динамики, являющихся системами нелинейных обыкновенных

дифференциальных уравнений, исследована асимптотика решений. Установлено выпол­

нение гипотезы Рамсея в отсутствии ограничений на рыночные механизмы и влияние

институциональных ограничений на характер расслоения;

3. В моделях социальной динамики Рамсея-Бьюли, Рамсея-Беккера и с неликвидным ка­

питалом получена глобальная асимптотическая устойчивость стационарного положе­

ния равновесия. Доказано, что решение уравнения в континуальном аналоге модели

Рамсея-Бьюли удовлетворяет свойству межвременной мажоризации по Лоренцу. Уста­

новлена связь между индексом неравенства Джини и функцией Ляпунова;

4. Для смешанной задачи для нелинейного интегро-дифференциального уравнения, моде­

лирующей перераспределение доходов государством всеобщего благосостояния, доказа­

ны существование и единственность решения, глобальное сохранение решением свойств

кривой Лоренца, задаваемой начальным условием, а также единственность и локальная

асимптотическая устойчивость стационарного решения основного уравнения задачи.

Научная новизна

� Полное описание решений поставленных в работе задач оптимального управления на

бесконечном полуинтервале времени получено впервые. Решения удалось получить в

форме синтеза, т.е. функций от фазовой переменной и параметров. Для указанных за­

дач оптимального управления решена проблема, связанная с учетом условий трансвер­

сальности на бесконечности. Также было показано, что в одной из задач оптимального

управления с бесконечным полуинтервалом времени и фазовым ограничением происхо­

дит захват фазовой границей траектории;
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� Асимптотика решений систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравне­

ний получена в предположении гипотезы относительного дохода Дьюзенберри;

� Впервые установлена связь между индексом Джини и функцией Ляпунова для моде­

лей социальной динамики Рамсея-Бьюли, Рамсея-Беккера и с неликвидным капиталом.

Также впервые доказано свойство межвременной мажоризации по Лоренцу в контину­

альном аналоге модели Рамсея-Бьюли;

� Исследовано новое нелинейное интегро-дифференциальное уравнение, моделирующее

перераспределение доходов государством. Для связанной с уравнением смешанной за­

дачи впервые доказаны существование и единственность решения, глобальное сохране­

ние решением свойств кривой Лоренца, единственность и локальная асимптотическая

устойчивость стационарного решения основного уравнения.

Апробация результатов

Основные результаты диссертации были представлены на следующих научных меропри­

ятиях:

� Конференция «Вычислительная математика и приложения», пгт Сириус, Россия, 5-9

августа 2024 года;

� Международная конференция «Динамические системы: устойчивость, управление, диф­

ференциальные игры» (SCDG2024), посвященная 100-летию со дня рождения академи­

ка Н. Н. Красовского, г. Екатеринбург, Россия, 9-13 сентября 2024 года;

� 15-ая международная конференция “Optimization and Applications” (OPTIMA-2024), г.

Петровац, Черногория, 16-20 сентября 2024 года;

� Научный семинар ЦЭМИ РАН «Математическая экономика» (рук. В. М. Полтерович,

В. И. Данилов), г. Москва, Россия. Даты выступлений: 8 октября 2024 года, 25 ноября

2025 года;

� 10-ая международная конференция “Quasilinear Equations, Inverse Problems and their

Applications” (QIPA 2024), пгт Сириус, Россия, 17-21 октября 2024 года;

� Научная конференция «Тихоновские чтения», г. Москва, Россия, 28 октября - 2 ноября

2024 года;
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� Научный семинар мехмата МГУ «Математические методы экономики и естественных

наук» (рук. А. С. Шамаев, О. С. Розанова), г. Москва, Россия. Даты выступлений: 15

ноября 2024 года, 13 марта 2026 года;

� Научный семинар ФИЦ ИУ РАН «Методы решения задач математической физики»

(рук. Ю. Г. Евтушенко, С. И. Безродных, В. И. Власов, С. Я. Степанов), г. Москва,

Россия, 6 февраля 2025 года;

� Научная конференция «Ломоносовские чтения», г. Москва, Россия, 24 марта - 4 апреля

2025 года;

� 11-ая международная конференция “Quasilinear Equations, Inverse Problems and their

Applications” (QIPA 2025), пгт Сириус, Россия, 6-10 октября 2025 года;

� Научная конференция «Тихоновские чтения», г. Москва, Россия, 27-31 октября 2025

года;

� Научная конференция МФТИ «Численное моделирование в механике сплошных сред»,

посвященная 100-летию со дня рождения академика О. М. Белоцерковского, г. Долго­

прудный, Россия, 27-29 ноября 2025 года;

� Научный семинар математического института имени С. М. Никольского РУДН по диф­

ференциальным и функционально-дифференциальным уравнениям (рук. А. Л. Скуба­

чевский), г. Москва, Россия, 24 марта 2026 года;

� Научный семинар «Оптимальное управление и динамические системы» Математиче­

ского института им. В. А. Стеклова РАН (рук. С. М. Асеев, Ю. С. Ильяшенко, Л. В.

Локуциевский, М. С. Никольский), г. Москва, Россия, 9 апреля 2026 года.

Полученные результаты также использовались в исследованиях, проводимых в рамках

проекта РНФ (грант 24-11-00329).

Публикации

Материалы диссертации опубликованы в 9 печатных работах, из них 5 статей, индек­

сированных в международных базах цитирования Web of Science/Scopus [11; 13; 60–62], 1

статья в сборниках трудов конференций [63] и 3 тезиса докладов [9; 10; 12].

Личный вклад автора

Все результаты в диссертации были получены лично автором под руководством науч­

ного руководителя, академика РАН, д. ф.-м. н., профессора А. А. Шананина. Работы [60;
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61] подготовлены автором самостоятельно. В написанных в соавторстве работах [11; 13; 62]

автору принадлежат следующие результаты:

� в работе [11] – Теорема 3.1, Теорема 3.2, Лемма 3.2, Лемма 3.3, Лемма 3.4, Лемма 3.5,

Лемма 3.6, Теорема 4.1, Теорема 4.2, Лемма 5.1, Лемма 5.2, Лемма 5.3, Лемма 5.4,

Теорема 6.1;

� в работе [62] – Theorems 1, 2, 3, Lemmas 1, 2, 4, 5;

� в работе [13] – Предложение 3.1, Теорема 3.1, Лемма 4.1, Теорема 4.1.

Структура диссертации

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения, списка литературы и двух

приложений. Общий объем диссертации составляет 158 страниц, включая 6 рисунков и 3

таблицы. Библиографический список состоит из 71 наименования на 6 страницах.

Глава 1 работы посвящена рассмотрению четырех вариантов задачи о поведении раци­

онального репрезентативного потребителя рамсеевского типа. Каждый вариант задачи соот­

ветствует различному институциональному ограничению. В параграфе 1.1 дается описание

общих принципов данной модели, а также приводятся особенности каждого варианта зада­

чи. Первый вариант предусматривает возможность для потребителя брать кредит, который

обеспечивается будущими поступлениями заработной платы. Во втором варианте наклады­

вается запрет на заимствование, что делает капитал экономического агента неотрицательной

величиной. Для третьего варианта введено ограничение на неотрицательность производной

капитала, что делает невозможным для агента избавиться от накоплений. Поэтому данный

вариант носит название случая с неликвидным капиталом. Наконец, в четвертом варианте

агенту позволяется иметь часть активов, являющихся ликвидными, вследствие чего данный

вариант обозначен как случай с ограниченной ликвидностью капитала. Каждому из четырех

вышеперечисленных вариантов соответствует задача оптимального управления на бесконеч­

ном горизонте времени.Параграф 1.2 посвящен решению этих задач. Чтобы найти решение

для каждого случая, используется необходимое условие оптимальности в форме принципа

максимума Понтрягина с конечным временным горизонтом. Первые две задачи содержат

фазовые ограничения. В этих задачах удается получить решение, применив к экстремалям

Понтрягина достаточное условие оптимальности в форме теоремы верификации. В одной из

задач показано, как траектория должна взаимодействовать с фазовой границей. Последую­

щие две задачи являются задачами со смешанными ограничениями. Их удается переформу­

лировать так, что становится возможным использовать теорему о существовании решения
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задачи оптимального управления на бесконечном горизонте. В во всех четырех задачах осу­

ществляется переход к пределу с устремлением временного горизонта к бесконечности. В

силу возможной расходимости функционала для уточнения понятия оптимальности вводит­

ся определение обобщенного решения, которое получается переходом к поточечному пределу

при устремлении временного горизонта в бесконечность. Полученные в работе решения име­

ют форму синтеза.

В главе 2 доказывается гипотеза Рамсея для четырех моделей социальной динамики

популяции из конечного числа домашних хозяйств в условиях, когда процентная ставка на

денежном рынке и уровень заработных плат являются постоянными величинами. В пара­

графе 2.1 рассказывается о построении упомянутых моделей. В их основу заложены полу­

ченные в предыдущей главе синтезы оптимального управления, представляющие собой про­

граммы потребительских расходов домохозяйств. Они мгновенно корректируются по меняю­

щимся значениям их капиталов и коэффициентов дисконтирования, задаваемых эндогенным

образом как произведения процентной ставки на функцию, зависящую от величины относи­

тельного дохода домохозяйства. В работе рассматриваются две модели с различающимися

уровнями заработных плат среди домохозяйств и две модели с только одним уровнем зара­

ботных плат, одинаковым для всех домашних хозяйств. Полученные модели оказываются за­

дачами Коши для систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений первого

порядка. Для построенных моделей формулируется теорема, которая устанавливает справед­

ливость гипотезы Рамсея, причем формирование классов наблюдается как по абсолютным

величинам доходов агентов, так и по их относительным величинам. В параграфе 2.2 до­

казываются некоторые вспомогательные результаты. В частности, устанавливаются нижние

оценки на разность значений функции, задающей коэффициент дисконтирования каждого

агента, а затем применяется теорема Чаплыгина о дифференциальных неравенствах для по­

лучения верхней оценки на сумму долей доходов тех домохозяйств, чьи начальные доходы

меньше самых богатых домохозяйств. Доказательство основной теоремы о справедливости

гипотезы Рамсея проводится в параграфе 2.3.

В главе 3 исследуется влияние перераспределения доходов на социальную динамику.

Сначала в параграфе 3.1 приводятся определения кривой Лоренца и индекса неравенства

Джини, вводятся определения передачи Пигу-Дальтона и мажоризации по Лоренцу. Далее,

в параграфе 3.2 для ранее рассмотренных трех моделей социальной динамики устанавли­

вается связь между индексом неравенства Джини и функцией Ляпунова. В параграфе 3.3

вводится континуальный аналог модели Рамсея-Бьюли. Такой переход позволяет вывести

уравнение динамики кривой Лоренца, решение которого, как показывается в том же пара­
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графе 3.3, удовлетворяет свойству межвременной мажоризации по Лоренцу. В параграфе

3.4 дается определение передачи Пигу-Дальтона в непрерывном случае, с помощью которого

вводится функция перераспределения доходов, моделирующая механизм налогообложения и

субсидирования. Она же используется для получения модифицированного уравнения дина­

мики кривой Лоренца вкупе с начальными и краевыми условиями. Полученные уравнение и

начально-краевые условия, образующие смешанную задачу для интегро-дифференциального

уравнения, называются моделью государства всеобщего благосостояния, где роль последнего

заложена в выборе стационарного распределения доходов. Параграф 3.5 посвящен установ­

лению четырех свойств модели: глобальному сохранению решением свойств кривой Лоренца,

существованию и единственности решения задачи, единственности стационарного решения

основного уравнения, а также его асимптотической устойчивости. В параграфе 3.6 теоре­

тические результаты подкрепляются численными экспериментами.

В заключении перечислены основные результаты диссертации.
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Глава 1

Задачи оптимального управления, описывающие

поведение социальных слоев

Данная глава посвящена исследованию четырех вариантов постановки задачи о пове­

дении рационального репрезентативного потребителя рамсеевского типа. Для соответствую­

щей каждому варианту задачи оптимального управления на бесконечном горизонте времени

выводится решение в форме синтеза, которое используется при моделировании динамики

популяции домашних хозяйств в следующей главе.

В параграфе 1.1 описываются общие принципы модели репрезентативного экономическо­

го агента на бесконечном горизонте и обозначаются различия четырех вариантов. Параграф

1.2 посвящен построению синтеза оптимального управления в соответствующих экстремаль­

ных задачах.

1.1. Постановки задач о поведении экономических агентов

В основу модели экономического поведения, описываемой задачами оптимального управ­

ления, положим концепцию Ф. Рамсея (см. [65]) и будем предполагать денежный рынок со­

вершенным, т.е. равенство процентных ставок по кредитам и депозитам. Мы считаем, что

экономические решения, принимаемые типичным агентом, являются ограниченно рациональ­

ными, т.е. агент определяет потребительские расходы, сбережения и заимствования по потре­

бительскому кредиту так, чтобы максимизировать дисконтированное потребление с учетом

бюджетных ограничений. Также предполагается, что он не способен спрогнозировать изме­

нения экономической конъюнктуры и принимает решения, считая, что его заработная плата

𝑤 и процентная ставка на денежном рынке 𝑟 будут оставаться на неизменном уровне. Будем

также считать, что текущее финансовое состояние агента в момент времени 𝑡 описывается

его капиталом 𝑘 (𝑡). Капитал агента изменяется за счет поступлений заработной платы 𝑤 и

потребительских расходов 𝑐 (𝑡) ≥ 0. Кроме того, агент либо получает доход с капитала 𝑟𝑘 (𝑡),

если капитал 𝑘 (𝑡) неотрицателен, либо в противном случае выплачивает процентные пла­

тежи в размере 𝑟𝑘 (𝑡). Таким образом, ожидаемая агентом динамика капитала описывается

уравнением
𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑟𝑘(𝑡) + 𝑤 − 𝑐 (𝑡)
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с начальным условием

𝑘 (0) = 𝑘0 ≥ 0.

Тогда задание программы потребительских расходов 𝑐 (𝑡) определяет предполагаемую дина­

мику капитала. Предполагается, что агент стремится максимизировать следующий функци­

онал полезности:

𝐽 (0, 𝑘0; 𝑐 (·)) =
+∞∫︁
0

𝑒−𝜌𝑠 (𝑐 (𝑠))
1−𝜎 − 1

1− 𝜎
𝑑𝑠,

Подынтегральное выражение в функционале представляет собой произведение дисконтирую­

щего множителя 𝑒−𝜌𝑡 с коэффициентом дисконтирования1 𝜌 > 0 на мгновенную функцию по­

лезности с постоянным отвращением к риску 𝑢 (𝑐) = 𝑐1−𝜎−1
1−𝜎

. Предполагая умеренную степень

неприятия риска, мы будем рассматривать случай, когда коэффициент отвращения к риску

𝜎 принимает значения из интервала (0, 1), поэтому без ограничения общности можно рас­

сматривать функционал вида (1− 𝜎) (𝐽 (0, 𝑘0; 𝑐 (·)) + 𝐴 (𝜌, 𝜎)), где 𝐴 (𝜌, 𝜎) = 1
1−𝜎

+∞∫︀
0

𝑒−𝜌𝑡 𝑑𝑡 =

1
𝜌(1−𝜎)

. Также для удобства мы произведем замену 𝛽 = 1− 𝜎, тогда 𝛽 ∈ (0, 1).

Будем рассматривать четыре постановки задачи. В первой постановке допускается по­

требительский кредит, т.е. величина капитала может принимать отрицательные значения, и

в этом случае агент, обслуживая кредит, выплачивает процентные платежи. Величина задол­

женности по потребительскому кредиту должна быть обеспечена будущими поступлениями

заработной платы, т.е.

𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 ≥ 0 ⇒ 𝑘 (𝑡) ≥ −𝑤
𝑟
, 𝑡 ∈ [0,+∞) .

Тогда первая постановка, названная в [4] моделью Рамсея–Бьюли, приводит к задаче опти­

мального управления вида

+∞∫︁
0

𝑒−𝜌𝑡 (𝑐 (𝑡))𝛽 𝑑𝑡→ max
𝑐(·)

, (1.1)

𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 − 𝑐 (𝑡) , 𝑘 (0) = 𝑘0 ≥ 0, (1.2)

𝑐 (𝑡) ≥ 0, (1.3)

𝑘 (𝑡) ≥ −𝑤
𝑟
. (1.4а)

1 Обычно при рассмотрении моделей экономического роста в непрерывном времени можно встретить

разную терминологию относительно числа 𝜌 в дисконтирующем множителе 𝑒−𝜌𝑡. Так, в книге Д. Асемоглу

[18] число 𝜌 называется коэффициентом дисконтирования (discount rate), в то время как в статье Г. Зоргера

и Т. Митры [57] число 𝜌 носит название коэффициента межвременных предпочтений (time preference rate).

Для удобства всюду далее в работе относительно числа 𝜌 мы будем придерживаться терминологии, введенной

в [18].
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Во второй постановке потребительский кредит не допускается, и капитал агента должен

быть неотрицательным, т.е.

𝑘 (𝑡) ≥ 0, 𝑡 ∈ [0,+∞) .

Следовательно, вторая постановка, названная в [4] моделью Рамсея–Беккера, приводит

к задаче оптимального управления

+∞∫︁
0

𝑒−𝜌𝑡 (𝑐 (𝑡))𝛽 𝑑𝑡→ max
𝑐(·)

, (1.1)

𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 − 𝑐 (𝑡) , 𝑘 (0) = 𝑘0 ≥ 0, (1.2)

𝑐 (𝑡) ≥ 0, (1.3)

𝑘 (𝑡) ≥ 0. (1.4б)

В третьей постановке предполагается, что капитал агента является неликвидным, т.е.

его производная по времени неотрицательна:

𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) ≥ 0, 𝑡 ∈ [0,+∞) .

Тогда из задачи Коши (1.2) следует, что программа потребительских расходов удовлетворяет

ограничению

𝑐 (𝑡) ≤ 𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤,

и третья постановка, которую мы будем обозначать как случай с неликвидным капиталом,

приводит к задаче оптимального управления

+∞∫︁
0

𝑒−𝜌𝑡 (𝑐 (𝑡))𝛽 𝑑𝑡→ max
𝑐(·)

, (1.1)

𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 − 𝑐 (𝑡) , 𝑘 (0) = 𝑘0 ≥ 0, (1.2)

0 ≤ 𝑐 (𝑡) ≤ 𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤. (1.3′)

Наконец, последняя постановка такова, что мы допускаем ограниченную ликвидность

капитала:
𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) ≥ −

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘 (𝑡) , 𝑡 ∈ [0,+∞) ,

где параметр 𝜃 ∈
(︀
0, 1

𝑟

)︀
характеризует ликвидность капитала в том смысле, что слагаемое 𝑘(𝑡)

𝜃

состоит из ликвидной части активов, равной
(︀
1
𝜃
− 𝑟
)︀
𝑘 (𝑡), и неликвидной части, определяемой

как 𝑟𝑘 (𝑡). Чем выше значение параметра 𝜃, тем менее ликвидным является капитал. При

задаче Коши (1.2) потребительские расходы удовлетворяют неравенству

𝑐 (𝑡) ≤ 𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤.
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Четвертая постановка, называемая случаем с ограниченной ликвидностью капитала, приво­

дит к задаче оптимального управления

+∞∫︁
0

𝑒−𝜌𝑡 (𝑐 (𝑡))𝛽 𝑑𝑡→ max
𝑐(·)

, (1.1)

𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 − 𝑐 (𝑡) , 𝑘 (0) = 𝑘0 ≥ 0, (1.2)

0 ≤ 𝑐 (𝑡) ≤ 𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤. (1.3′′)

Похожая задача изучалась в работе [15].

Поскольку далее описание поведения агента будет использоваться в модели «популя­

ции» агентов, в которой коэффициенты дисконтирования формируются эндогенно в зави­

симости от распределения капитала между агентами, требуется получить из решения этих

задач оптимального управления выбор размеров потребления агента в форме синтеза опти­

мального управления 𝑐 (𝑘, 𝜌), т.е. как функцию текущего значения капитала (фазовой пере­

менной задачи оптимального управления) и параметра 𝜌.

1.2. Синтез в задачах оптимального управления

Решать все четыре задачи мы будем, используя подход, который был использован в рабо­

тах [1; 2] для доказательства утверждений, связанных с принципом максимума Понтрягина

на бесконечном полуинтервале. Он заключается в рассмотрении последовательности вспо­

могательных задач оптимального управления на конечных отрезках [0, 𝑇𝑛] , 𝑛 = 1, 2, . . ., где

{𝑇𝑛}∞𝑛=1 – произвольная возрастающая последовательность положительных чисел, такая что

𝑇𝑛 −−−→
𝑛→∞

+∞. Поскольку для любого числа 𝑇 > 0 всегда можно подобрать такое 𝑛1 ∈ N, что

𝑇𝑛1 ≥ 𝑇 , без ограничения общности будем рассматривать момент времени 𝑇 . При 𝑇 → +∞

мы можем получить решение на бесконечной положительной полупрямой [0,+∞).

Будем рассматривать вспомогательную задачу оптимального управления с фиксирован­

ным временным горизонтом 𝑇 при функционале полезности вида

𝐽𝑇 (𝑡, 𝑘; 𝑐 (·)) =
𝑇∫︁
𝑡

𝑒−𝜌𝑠 (𝑐 (𝑠))𝛽 𝑑𝑠→ max
𝑐(·)

, (1.1𝑇 )

задаче Коши (1.2) с 𝑘 (𝑡) = 𝑘 и одном из типов ограничений на отрезке [𝑡, 𝑇 ]:

� ограничениях (1.3), (1.4а);

� ограничениях (1.3), (1.4б);
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� ограничении (1.3′);

� ограничении (1.3′′).

Будем называть пару (𝑐, 𝑘) допустимой для задачи оптимального управления, если

управление 𝑐 (𝑡) является кусочно-непрерывной функцией, удовлетворяющей ограничению

(1.3), а соответствующая ему траектория 𝑘 (𝑡) удовлетворяет задаче Коши (1.2) и одному из

вышеуказанных типов ограничений.

Для вспомогательной задачи первого типа предлагается рассмотреть альтернативное

ограничение. Оно заключается в том, что мы допускаем возможность домашнему хозяйству

брать потребительский кредит, но обязываем его к конечному моменту времени погасить

все накопленные долги. Иными словами, капитал домашнего хозяйства в конечный момент

времени должен быть неотрицательным:

𝑘 (𝑇 ) ≥ 0. (1.4a𝑇 )

Мы далее покажем, что на решении задачи (1.1𝑇 ), (1.2), (1.3), (1.4a𝑇 ) условие (1.4а) выпол­

няется, а в пределе при 𝑇 → +∞ решение этой задачи даст оптимальное управление на

бесконечном горизонте времени для задачи (1.1)-(1.3) с ограничением (1.4а).

Учитывая приведенное выше соображение, дадим следующее определение.

Определение 1. Пусть для любого 𝑇 > 0 функциональная последовательность 𝑐𝑇𝑛 (𝑡)

сходится к функции 𝑐* (𝑡) по норме в 𝐿
1 [0, 𝑇 ], а функциональная последовательность 𝑘𝑇𝑛 (𝑡)

равномерно сходится к функции 𝑘* (𝑡) на отрезке [0, 𝑇 ], где (𝑐𝑇𝑛 , 𝑘𝑇𝑛) – оптимальная допусти­

мая пара для задачи оптимального управления (1.1𝑇 ) при 𝑇 = 𝑇𝑛, (1.2), (1.3), (1.4a𝑇 ) ((1.3),

(1.4б); (1.3′) или (1.3′′) соответственно) на отрезке [𝑡, 𝑇𝑛] , 0 ≤ 𝑡 < 𝑇𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . Пусть так­

же пара (𝑐*, 𝑘*) является допустимой для задачи (1.1), (1.2), (1.3), (1.4а) ((1.3), (1.4б); (1.3′)

или (1.3′′) соответственно). Тогда пара (𝑐*, 𝑘*) называется обобщенным решением задачи оп­

тимального управления на бесконечном полуинтервале (1.1), (1.2), (1.3), (1.4а) ((1.3), (1.4б);

(1.3′) или (1.3′′) соответственно).

Введенное выше понятие обобщенного решения позволяет разрешить вопрос с опреде­

лением понятия оптимальности в случае, когда функционал (1.1) является расходящимся

несобственным интегралом. При этом если значение функционала (1.1) конечно, то обобщен­

ное решение задачи на бесконечном полуинтервале времени совпадает с классическим реше­

нием (см. [2]). С другими понятиями оптимальности при расходящемся интеграле в задаче

оптимального управления на бесконечном полуинтервале можно ознакомиться, к примеру,

в [40; 67].
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Для случаев Бьюли и Беккера напомним одно важное утверждение, которое позволяет

проверить экстремаль Понтрягина на оптимальность. Рассмотрим функцию цены

𝑉𝑇 (𝑡, 𝑘) = sup

⎧⎨⎩
𝑇∫︁
𝑡

𝑒−𝜌(𝑠−𝑡) (𝑐 (𝑠))𝛽 𝑑𝑠

⎫⎬⎭,
соответствующую задаче Коши (1.2) с условием 𝑘 (𝑡) = 𝑘, ограничению (1.3) и ограничению

(1.4a𝑇 ) (или (1.4б) соответственно). Задаче (1.1𝑇 ), (1.2), (1.3), (1.4a𝑇 ) ((1.4б)) соответствует

уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана

𝜕𝑉𝑇
𝜕𝑡

− 𝜌𝑉𝑇 + sup

{︂
𝜕𝑉𝑇
𝜕𝑘

[𝑟𝑘 + 𝑤 − 𝑐] + 𝑐𝛽
⃒⃒⃒⃒
𝑐 ≥ 0

}︂
= 0 (1.4)

с граничным условием 𝑉𝑇 (𝑇, 𝑘 [𝑇 ]) = 0.

Сформулируем и докажем вариант теоремы верификации (см. [45, p.16]).

Лемма 1.1. Пусть функция 𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) непрерывно дифференцируема по (𝑡, 𝑘) в области

[0, 𝑇 ] × (𝑎+ R+) , 𝑎 ≤ 0, и удовлетворяет уравнению Гамильтона–Якоби–Беллмана (1.4) с

граничным условием 𝒱𝑇 (𝑇, 𝑘) = 0 при 𝑘 ≥ 𝑎 и условием 𝒱𝑇 (𝑡, 𝑎) ≤ 0 при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ). Тогда

𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) ≥ 𝑉𝑇 (𝑡, 𝑘). Пусть также управление 𝑐0 (𝑠) и отвечающая ему траектория 𝑘0 [𝑠] =

𝑘0 (𝑠, 𝑡, 𝑘) , 𝑠 ≥ 𝑡, 𝑘0 [𝑡] = 𝑘, такая что 𝑘0 [𝑠] ≥ 𝑎, удовлетворяют соотношению

𝜕𝒱𝑇 (𝑠, 𝑘0 (𝑠))

𝜕𝑘

[︀
𝑟𝑘0 (𝑠) + 𝑤 − 𝑐0 (𝑠)

]︀
+
(︀
𝑐0 (𝑠)

)︀𝛽
=

= sup
𝑐≥0

{︂
𝜕𝒱𝑇 (𝑠, 𝑘0 (𝑠))

𝜕𝑘

[︀
𝑟𝑘0 (𝑠) + 𝑤 − 𝑐

]︀
+ 𝑐𝛽

}︂
.

Тогда управление 𝑐0 (·) и соответствующая ему траектория 𝑘0 [·] оптимальны, и 𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) =

𝑉𝑇 (𝑡, 𝑘).

Доказательство. Возьмем произвольное управление 𝑐 (·) ≥ 0 и отвечающую ему траекторию

𝑘 [𝑠] = 𝑘 (𝑠, 𝑡, 𝑘) с начальным значением 𝑘 [𝑡] = 𝑘. Из уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана

для функции 𝒱 следует, что для управления 𝑐 (·) выполняется неравенство

𝜕𝒱𝑇

(︁
𝑡, 𝑘 [𝑡]

)︁
𝜕𝑡

− 𝜌𝒱𝑇

(︁
𝑡, 𝑘 [𝑡]

)︁
+
𝜕𝒱𝑇

(︁
𝑡, 𝑘 [𝑡]

)︁
𝜕𝑘

[︁
𝑟𝑘 [𝑡] + 𝑤 − 𝑐 (𝑡)

]︁
+ (𝑐 (𝑡))𝛽 ≤ 0.

Представив разность

𝑒−𝜌𝑇𝒱𝑇

(︁
𝑇, 𝑘 [𝑇 ]

)︁
− 𝑒−𝜌𝑡𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) =

𝑇∫︁
𝑡

𝑑
(︁
𝑒−𝜌𝑠𝒱𝑇

(︁
𝑠, 𝑘 (𝑠)

)︁)︁
𝑑𝑠

𝑑𝑠,

имеем

𝑒−𝜌𝑇𝒱𝑇

(︁
𝑇, 𝑘 [𝑇 ]

)︁
− 𝑒−𝜌𝑡𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) =

𝑇∫︁
𝑡

𝑒−𝜌𝑠

⎛⎝−𝜌𝒱𝑇

(︁
𝑠, 𝑘 (𝑠)

)︁
+
𝜕𝒱𝑇

(︁
𝑠, 𝑘 (𝑠)

)︁
𝜕𝑠

+

+
𝜕𝒱𝑇

(︁
𝑠, 𝑘 (𝑠)

)︁
𝜕𝑘

[︁
𝑟𝑘 (𝑠) + 𝑤 − 𝑐 (𝑠)

]︁⎞⎠ 𝑑𝑠 ≤ −
𝑇∫︁
𝑡

𝑒−𝜌𝑠 (𝑐 (𝑠))𝛽 𝑑𝑠.
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Следовательно, так как 𝒱𝑇

(︁
𝑇, 𝑘 [𝑇 ]

)︁
= 0, имеем

𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) ≥ 𝑒𝜌𝑡
𝑇∫︁
𝑡

𝑒−𝜌𝑠 (𝑐 (𝑠))𝛽 𝑑𝑠,

откуда следует, что 𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) ≥ 𝑉𝑇 (𝑡, 𝑘). С другой стороны, для управления 𝑐0 (·) и отвечающей

ему траектории 𝑘0 (·) имеем

𝑒−𝜌𝑇𝒱𝑇

(︀
𝑇, 𝑘0 [𝑇 ]

)︀
− 𝑒−𝜌𝑡𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) =

𝑇∫︁
𝑡

𝑒−𝜌𝑠

(︂
−𝜌𝒱𝑇

(︀
𝑠, 𝑘0 (𝑠)

)︀
+
𝜕𝒱𝑇 (𝑠, 𝑘0 (𝑠))

𝜕𝑠
+

+
𝜕𝒱𝑇 (𝑠, 𝑘0 (𝑠))

𝜕𝑘

[︀
𝑟𝑘0 (𝑠) + 𝑤 − 𝑐0 (𝑠)

]︀)︂
𝑑𝑠 = −

𝑇∫︁
𝑡

𝑒−𝜌𝑠
(︀
𝑐0 (𝑠)

)︀𝛽
𝑑𝑠⇒

⇒ 𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) = 𝑒𝜌𝑡
𝑇∫︁
𝑡

𝑒−𝜌𝑠
(︀
𝑐0 (𝑠)

)︀𝛽
𝑑𝑠 ≤ 𝑉𝑇 (𝑡, 𝑘) ,

поэтому 𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) = 𝑉𝑇 (𝑡, 𝑘), и управление 𝑐0 (·) является оптимальным. Лемма доказана.

Замечание 1. Покажем, что в случае, когда 𝑇 = +∞, выбранный нами вид функции

цены не зависит от 𝑡. Заметим, что справедливо равенство

+∞∫︁
𝑡

𝑒−𝜌(𝑠−𝑡) (𝑐 (𝑠))𝛽 𝑑𝑠 =

+∞∫︁
0

𝑒−𝜌𝜏 (𝑐 (𝜏))𝛽 𝑑𝜏,

где 𝑐 (𝜏) = 𝑐 (𝑡+ 𝜏) , 𝜏 ≥ 0. Тогда, взяв в обеих частях равенства супремум по 𝑐 (·) ∈ 𝑈 ,

получим, что

𝑉 (𝑡, 𝑘) = 𝑉 (0, 𝑘) ≡ 𝑉 (𝑘) .

Предполагая, что существует предел lim
𝑇→+∞

𝑉𝑇 (𝑡, 𝑘), в результате перехода к пределу в урав­

нении Гамильтона-Якоби-Беллмана (1.4) при 𝑇 → +∞ получаем, что

−𝜌𝑉 (𝑘) + sup

{︂
𝜕𝑉

𝜕𝑘
(𝑘) [𝑟𝑘 + 𝑤 − 𝑐] + 𝑐𝛽

⃒⃒⃒⃒
𝑐 ≥ 0

}︂
= 0.

Для функции 𝑉 (𝑘) также справедлива теорема верификации (см. [45, p.27-28]), которая

доказывается абсолютно аналогично Лемме 1.1, при дополнительном условии

lim
𝑡→+∞

𝑒−𝜌𝑡𝑉 (𝑘 (𝑡)) = 0.

1.2.1. Случай Бьюли

Теорема 1.1. Пусть 𝜌 > 𝛽𝑟. Тогда синтез в задаче оптимального управления (1.1)-(1.3)

с ограничением (1.4а) имеет вид

𝑐1 (𝑘, 𝜌) =
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

[︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

]︁
. (1.5)
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Лемма 1.2. Капитал 𝑘 (𝑠) удовлетворяет ограничению (1.4а) тогда и только тогда,

когда выполняется неравенство

𝑠∫︁
𝑡

𝑐 (𝜏) 𝑒−𝑟𝜏 ≤
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒−𝑟𝑡. (1.6)

Доказательство. Решение задачи Коши (1.2) имеет вид

𝑘 (𝑠) = 𝑘𝑒𝑟(𝑠−𝑡) +
𝑤

𝑟

(︀
𝑒𝑟(𝑠−𝑡) − 1

)︀
−

𝑠∫︁
𝑡

𝑐 (𝜏) 𝑒𝑟(𝑠−𝜏) 𝑑𝜏.

Тогда

𝑘 (𝑠) ≥ −𝑤
𝑟
⇔ 𝑘𝑒𝑟(𝑠−𝑡) +

𝑤

𝑟

(︀
𝑒𝑟(𝑠−𝑡) − 1

)︀
−

𝑠∫︁
𝑡

𝑐 (𝜏) 𝑒𝑟(𝑠−𝜏) 𝑑𝜏 ≥ −𝑤
𝑟
⇔

⇔
𝑠∫︁

𝑡

𝑐 (𝜏) 𝑒𝑟(𝑠−𝜏) 𝑑𝜏 ≤
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒𝑟(𝑠−𝑡) ⇔

𝑠∫︁
𝑡

𝑐 (𝜏) 𝑒−𝑟𝜏 𝑑𝜏 ≤
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒−𝑟𝑡.

Лемма доказана.

Лемма 1.3. Задача оптимального управления (1.1𝑇 ), (1.2), (1.3) с ограничением (1.4a𝑇 )

имеет решение вида

𝑐𝑇,1 (𝑠, 𝑘 (𝑠)) =
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︃
𝑘 (𝑠) + 𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑠)

)︀
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑠)

)︃
, (1.7)

причем доставляемая управлением траектория капитала удовлетворяет ограничению (1.4а).

Доказательство. Функция Гамильтона–Понтрягина задачи (1.1𝑇 ), (1.2), (1.3), (1.4a𝑇 ) после

перенормировки сопряженной переменной с 𝜓 = 𝑝𝑒−𝜌𝑡 имеет вид

ℋ1 (𝑘, 𝑝, 𝑐) = 𝑐𝛽 + 𝑝 (𝑟𝑘 + 𝑤 − 𝑐) .

Первое условие – достижение максимума функции Гамильтона–Понтрягина по 𝑐. Поскольку

функция ℋ1 дифференцируема по 𝑐, для нее справедливо необходимое условие экстремума:

𝜕ℋ1 (𝑘, 𝑐, 𝑝)

𝜕𝑐

⃒⃒⃒⃒
𝑘=𝑘1(𝑠), 𝑐=𝑐1(𝑠),

𝑝=𝑝1(𝑠)

= 𝛽 (𝑐1 (𝑠))
𝛽−1 − 𝑝1 (𝑠) = 0 ⇒ 𝑐1 (𝑠) =

(︂
𝛽

𝑝1 (𝑠)

)︂ 1
1−𝛽

,

где 𝑝1 (𝑠) – абсолютно непрерывная функция на отрезке [𝑡, 𝑇 ].

Полученное выражение имеет смысл при 𝑝1 (𝑠) > 0. При 𝑝1 (𝑠) ≤ 0 мы имеем 𝜕ℋ1

𝜕𝑐
> 0,

поэтому максимум функции Гамильтона–Понтрягина достигается при 𝑐1 = +∞. Поскольку

управление должно быть конечным, условие 𝑝1 (𝑠) > 0 является необходимым. Следователь­

но,

𝑐𝑇,1 [𝑠] =

(︂
𝛽

𝑝1 (𝑠)

)︂ 1
1−𝛽

.
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Сопряженное уравнение для функции 𝑝1 (𝑠) имеет вид

𝑑𝑝1
𝑑𝑡

(𝑠) = 𝜌𝑝1 (𝑠)−
𝜕ℋ1 (𝑘, 𝑝, 𝑐)

𝜕𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑘=𝑘1(𝑠),𝑝=𝑝1(𝑠),

𝑐=𝑐1(𝑠)

= (𝜌− 𝑟) 𝑝1 (𝑠) ,

решением которого является функция 𝑝1 (𝑠) = 𝑝1 (𝑡) 𝑒
(𝜌−𝑟)(𝑠−𝑡).

Также имеем условие трансверсальности в момент времени 𝑇 :

𝑝1 (𝑇 ) 𝑘1 (𝑇 ) = 0.

Так как сопряженная переменная 𝑝1 положительна на отрезке [𝑡, 𝑇 ], из формулы для

𝑝1 (𝑠) очевидно, что 𝑝1 (𝑡) > 0 и 𝑝1 (𝑇 ) > 0. Следовательно, по условию трансверсальности

должно выполняться равенство 𝑘1 (𝑇 ) = 0, при этом мы имеем следующую систему ОДУ

для пары (𝑘1, 𝑝1):

𝑑𝑘1
𝑑𝑡

(𝑠) = 𝑟𝑘1 (𝑠) + 𝑤 −
(︂

𝛽

𝑝1 (𝑠)

)︂ 1
1−𝛽

, 𝑘1 (𝑡) = 𝑘,

𝑑𝑝1
𝑑𝑡

(𝑠) = (𝜌− 𝑟) 𝑝1 (𝑠) , 𝑝1 (𝑡) = 𝑝1𝑡.

Подставляя найденное решение второго уравнения в первое, находим формулу для ка­

питала:

𝑘1 (𝑠) = 𝑘𝑒𝑟(𝑠−𝑡) +
𝑤

𝑟

(︀
𝑒𝑟(𝑠−𝑡) − 1

)︀
−
(︂
𝛽

𝑝1𝑡

)︂ 1
1−𝛽 1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟
𝑒𝑟(𝑠−𝑡)

(︁
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡)

)︁
.

Тогда, используя условие трансверсальности 𝑘1 (𝑇 ) = 0, мы можем выразить(︂
𝛽

𝑝1𝑡

)︂ 1
1−𝛽

=
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︃
𝑘 + 𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

)︀
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡)

)︃
.

Управление в программной форме для первой задачи имеет вид

𝑐𝑇,1 [𝑠] =
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︃
𝑘 + 𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

)︀
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡)

)︃
𝑒
𝑟−𝜌
1−𝛽 (𝑠−𝑡),

а функционал принимает значение, равное

𝐽𝑇 (𝑡, 𝑘; 𝑐𝑇,1 [·]) =
𝑇∫︁
𝑡

𝑒−𝜌𝑠 (𝑐𝑇,1 [𝑠])
𝛽 𝑑𝑠 = 𝑒−𝜌𝑡

(︃
𝛽𝑟 − 𝜌

1− 𝛽

𝑘 + 𝑤
𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

)︀
𝑒
𝛽𝑟−𝜌
1−𝛽 (𝑇−𝑡) − 1

)︃𝛽

×

×
𝑇∫︁
𝑡

𝑒
𝛽𝑟−𝜌
1−𝛽 (𝑠−𝑡) 𝑑𝑠 = 𝑒−𝜌𝑡

(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

)︀)︁𝛽 (︂ 1− 𝛽

𝛽𝑟 − 𝜌

(︁
𝑒
𝛽𝑟−𝜌
1−𝛽 (𝑇−𝑡) − 1

)︁)︂1−𝛽

.

Покажем, что при полученном управлении траектория капитала не нарушает ограничения

(1.4а). Для этого воспользуемся Леммой 1.2 и удостоверимся в том, что для управления 𝑐𝑇,1

выполняется неравенство (1.6):
𝑠∫︁

𝑡

𝑐𝑇,1 [𝜏 ] 𝑒
−𝑟𝜏 𝑑𝜏 =

𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

𝑘 + 𝑤
𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

)︀
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡)

𝑒−𝑟𝑡

𝑠∫︁
𝑡

𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝜏−𝑡) 𝑑𝜏 =

=
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

)︀)︁
𝑒−𝑟𝑡 1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡)

1− 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡)

<
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒−𝑟𝑡.
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Покажем теперь, что 𝑐𝑇,1 [𝑠] можно выразить как функцию от времени 𝑠 и капитала

𝑘 (𝑠):

𝑐𝑇,1 [𝑠] =
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︃
𝑘 + 𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

)︀
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡)

)︃
𝑒𝑟(𝑠−𝑡)𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡) =

=
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

)︀)︁ 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡) − 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡)(︁

1− 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑠)

)︁(︁
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡)

)︁𝑒𝑟(𝑠−𝑡) =

=
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︀
𝑘 + 𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

)︀)︀(︂
1− 1−𝑒

− 𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡)

1−𝑒
− 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽 (𝑇−𝑡)

)︂
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑠)

𝑒𝑟(𝑠−𝑡) =
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽
·

·

(︂
𝑘𝑒𝑟(𝑠−𝑡) + 𝑤

𝑟

(︀
𝑒𝑟(𝑠−𝑡) − 1

)︀
− 𝑘+𝑤

𝑟 (1−𝑒−𝑟(𝑇−𝑡))

1−𝑒
− 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽 (𝑇−𝑡)
𝑒𝑟(𝑠−𝑡)

(︁
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡)

)︁)︂
+ 𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑠)

)︀
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑠)

=

=
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︃
𝑘 (𝑠) + 𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑠)

)︀
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑠)

)︃
= 𝑐𝑇,1 (𝑠, 𝑘 (𝑠)) .

Воспользуемся теоремой верификации (Леммой 1.1). Значение функционала имеет вид

𝐽𝑇 (𝑡, 𝑘; 𝑐𝑇,1 [·]) = 𝑒−𝜌𝑡
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

)︀)︁𝛽 [︂ 1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟

(︁
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡)

)︁]︂1−𝛽

.

Тогда 𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) = 𝑒𝜌𝑡𝐽𝑇 (𝑡, 𝑘; 𝑐𝑇,1 [·]). Функция 𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) по построению является непрерывно

дифференцируемой по (𝑡, 𝑘). Найдем частные производные функции 𝒱𝑇 , обозначив 𝒱1 (𝑡, 𝑘) =

𝑘 + 𝑤
𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

)︀
, 𝒱2 (𝑡) =

1−𝛽
𝜌−𝛽𝑟

(︁
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡)

)︁
:

𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) = 𝒱1 (𝑡, 𝑘)
𝛽 𝒱2 (𝑡)

1−𝛽 ⇒

⇒ 𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑘) = −𝑤𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)𝛽𝒱1 (𝑡, 𝑘)

𝛽−1 𝒱2 (𝑡)
1−𝛽 − 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡) (1− 𝛽)𝒱1 (𝑡, 𝑘)

𝛽 𝒱2 (𝑡)
−𝛽 ,

𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑘
(𝑡, 𝑘) = 𝛽𝒱1 (𝑡, 𝑘)

𝛽−1 𝒱2 (𝑡)
1−𝛽 .

Найдем максимизатор:

𝑐 =

(︃
𝛽

𝜕𝒱𝑇
𝜕𝑘

(𝑡, 𝑘)

)︃ 1
1−𝛽

=
𝒱1 (𝑡, 𝑘)

𝒱2 (𝑡)
.

Тогда
𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑘)− 𝜌𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) + sup

𝑐≥0

{︂
𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑘
(𝑡, 𝑘) [𝑟𝑘 + 𝑤 − 𝑐] + 𝑐𝛽

}︂
=

= −𝑤𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)𝛽𝒱1 (𝑡, 𝑘)
𝛽−1 𝒱2 (𝑡)

1−𝛽 − 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡) (1− 𝛽)𝒱1 (𝑡, 𝑘)

𝛽 𝒱2 (𝑡)
−𝛽 −

−𝜌𝒱1 (𝑡, 𝑘)
𝛽 𝒱2 (𝑡)

1−𝛽 + 𝛽𝒱1 (𝑡, 𝑘)
𝛽−1 𝒱2 (𝑡)

1−𝛽 [𝑟𝑘 + 𝑤]−

−𝛽𝒱1 (𝑡, 𝑘)
𝛽−1 𝒱2 (𝑡)

1−𝛽 𝒱1 (𝑡, 𝑘)

𝒱2 (𝑡)
+

(︂
𝒱1 (𝑡, 𝑘)

𝒱2 (𝑡)

)︂𝛽

=
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= (1− 𝛽)
(︁
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡)

)︁
⏟  ⏞  

(𝜌−𝛽𝑟)𝒱2(𝑡)

(︂
𝒱1 (𝑡, 𝑘)

𝒱2 (𝑡)

)︂𝛽

+

+𝛽𝑟
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

)︀)︁
⏟  ⏞  

𝒱1(𝑡,𝑘)

𝒱1 (𝑡, 𝑘)
𝛽−1 𝒱2 (𝑡)

1−𝛽 − 𝜌𝒱1 (𝑡, 𝑘)
𝛽 𝒱2 (𝑡)

1−𝛽 =

= (𝜌− 𝛽𝑟)𝒱1 (𝑡, 𝑘)
𝛽 𝒱2 (𝑡)

1−𝛽 + 𝛽𝑟𝒱1 (𝑡, 𝑘)
𝛽 𝒱2 (𝑡)

1−𝛽 − 𝜌𝒱1 (𝑡, 𝑘)
𝛽 𝒱2 (𝑡)

1−𝛽 = 0.

Таким образом, по теореме верификации (см. Лемму 1.1) построенные с помощью прин­

ципа максимума Понтрягина траектория и управление (1.7) являются решением задачи

(1.1𝑇 ), (1.2), (1.3), (1.4a𝑇 ). Лемма доказана.

Доказательство Теоремы 1.1. Искомое управление находится в результате перехода к пре­

делу в управлении, полученном в Лемме 1.3, при 𝑇 → +∞:

𝑐1 (𝑘 (𝑠) , 𝜌) = lim
𝑇→+∞

𝑐𝑇,1 (𝑠, 𝑘 (𝑠)) =
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︁
𝑘 (𝑠) +

𝑤

𝑟

)︁
,

lim
𝑇→+∞

𝐽𝑇 (𝑡, 𝑘; 𝑐𝑇,1 [·]) =
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁𝛽 (︂ 1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟

)︂1−𝛽

,

причем нам удается получить управление 𝑐1 в форме синтеза 𝑐1 (𝑘, 𝜌) по формуле (1.5). Заме­

тим, что оно является допустимым, так как при 𝑇 → +∞ выражение капитала для первой

задачи сходится к функции

𝑘1 (𝑠) =
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒min{ 𝑟−𝜌1−𝛽 ,𝑟}(𝑠−𝑡) − 𝑤

𝑟
, (1.8)

которая удовлетворяет ограничению (1.4а) при 𝑘 ≥ −𝑤
𝑟
.

Теорема доказана.

Замечание 2. В силу Замечания 1 имеем

𝑉 (𝑘) =
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁𝛽 (︂ 1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟

)︂1−𝛽

.

Подставим траекторию капитала 𝑘1 (𝑠), полученную ранее формулой (1.8). Тогда

𝑒−𝜌𝑠𝑉 (𝑘1 (𝑠)) = 𝑒−𝜌𝑡
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁𝛽 (︂ 1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟

)︂1−𝛽

𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡) −−−−→

𝑠→+∞
0,

и полученное управление 𝑐1 является решением в классическом смысле при 𝜌 > 𝛽𝑟.

При 𝜌 ≤ 𝛽𝑟 можно показать, что значение интегрального функционала полезности рас­

ходится при 𝑇 → +∞, а предельное управление равно нулю. В силу расходимости несоб­

ственного интеграла пользоваться Леммой 1.1 в качестве достаточного условия оптималь­

ности при 𝑇 = +∞, вообще говоря, неверно, хотя на любом конечном отрезке [𝑡, 𝑇 ] нами
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получена оптимальная допустимая пара. Поэтому решение понимается в обобщенном смыс­

ле. Экономическая интерпретация данного результата такова, что при увеличении горизонта

времени экономический агент откладывает потребление своего капитала на конец временного

промежутка.

1.2.2. Случай Беккера

Теорема 1.2. Пусть 𝜌 > 𝛽𝑟. Тогда синтез в задаче оптимального управления (1.1)-(1.3)

с ограничением (1.4б) имеет вид

𝑐2 (𝑘, 𝜌) =

⎧⎨⎩𝑐1 (𝑘, 𝜌) , 𝜌 ≤ 𝑟,

𝑐 (𝑘, 𝜌) , 𝜌 > 𝑟,
(1.9)

где функция 𝑐 = 𝑐 (𝑘, 𝜌) ≥ 𝑤 является решением уравнения

𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁
= 𝑐+

𝜌− 𝑟

(1− 𝛽) 𝑟
𝑤
(︁𝑤
𝑐

)︁ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

. (1.10)

Для доказательства Теоремы 1.2 докажем пять вспомогательных лемм.

Лемма 1.4. Функция

𝐹 (𝑥) =
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︃
𝑘 + 𝑤

𝑟
(1− 𝑒−𝑟𝑥)

1− 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝑥

)︃
(1.11)

обладает следующими свойствами:

1. При 𝜌 ≤ 𝑟 производная функции 𝐹 (𝑥) отрицательна всюду на открытом луче (0,+∞);

2. При 𝜌 > 𝑟 производная функции 𝐹 (𝑥) положительна всюду на замкнутом луче [𝑥*,+∞),

где

𝑥* =
1− 𝛽

𝜌− 𝑟
ln

{︂
1

𝑤

𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁}︂
.

Доказательство. Вычислим производную функции 𝐹 (𝑥):

𝐹 ′ (𝑥) =
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

⎛⎜⎝𝑤𝑒−𝑟𝑥
(︁
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝑥

)︁
− 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝑥

(︀
𝑘 + 𝑤

𝑟
(1− 𝑒−𝑟𝑥)

)︀
(︁
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝑥

)︁2
⎞⎟⎠ =

= 𝑒−
𝜌+(1−2𝛽)𝑟

1−𝛽 𝑥

(︃
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

1− 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝑥

)︃2(︃
𝑤

[︃
𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝑥 − 1
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

− 𝑒𝑟𝑥 − 1

𝑟

]︃
− 𝑘𝑒𝑟𝑥

)︃
.

Теперь рассмотрим соответствующие два случая.
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1. Пусть 𝜌 ≤ 𝑟. Тогда исследуем поведение функции 𝑓 (𝑎, 𝑥) = 𝑒𝑎𝑥−1
𝑎

с параметром 𝑥 > 0:

𝜕𝑓 (𝑎, 𝑥)

𝜕𝑎
=

(𝑎𝑥− 1) 𝑒𝑎𝑥 + 1

𝑎2
=

𝑒

𝑎2

(︂
(𝑎𝑥− 1) 𝑒𝑎𝑥−1 +

1

𝑒

)︂
.

Так как функция 𝑤 (𝑠) = 𝑠𝑒𝑠 достигает минимума в точке 𝑠0 = −1 со значением, равным

−1
𝑒
, то числитель дроби (𝑎𝑥−1)𝑒𝑎𝑥+1

𝑎2
положителен при 𝑎 ̸= 0. Разложим экспоненту 𝑒𝑎𝑥 в

ряд Тейлора с точностью до второго порядка малости по 𝑎:

𝜕𝑓 (𝑎, 𝑥)

𝜕𝑎
=

(𝑎𝑥− 1)
(︁
1 + 𝑎𝑥+ 𝑎2𝑥2

2
+ 𝑜 (𝑎2)

)︁
+ 1

𝑎2
=

(︂
𝑥2

2
+
𝑎𝑥3

2
+ 𝑜 (1)

)︂
−−→
𝑎→0

𝑥2

2
.

Следовательно, для любых 𝑥 > 0, 𝑎 ∈ R 𝜕𝑓(𝑎,𝑥)
𝜕𝑎

> 0. Но тогда 𝑓
(︁

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

, 𝑥
)︁
≤ 𝑓 (𝑟, 𝑥), и

поэтому 𝐹 ′ (𝑥) < 0, ∀𝑥 > 0.

2. Пусть теперь 𝜌 > 𝑟. Заметим, что последнее полученное выражение для производной

функции 𝐹 (𝑥) можно переписать следующим образом:

𝐹 ′ (𝑥) = 𝑒−
𝜌+(1−2𝛽)𝑟

1−𝛽 𝑥

(︃
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

1− 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝑥

)︃2(︃
𝑤

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝑥 +

𝑤

𝑟

𝜌− 𝑟

𝜌− 𝛽𝑟
−
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒𝑟𝑥

)︃
.

Рассмотрим теперь выражение в круглых скобках и определим, при каких 𝑥 оно при­

нимает положительные значения. Так как число 𝑤
𝑟

𝜌−𝑟
𝜌−𝛽𝑟

положительно, нам достаточно

определить, когда выполняется неравенство

𝑤
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝑥 −

(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒𝑟𝑥 ≥ 0.

Посредством арифметических преобразований можно установить, что это неравенство

выполняется тогда и только тогда, когда выполняется неравенство 𝑥 ≥ 𝑥*. Тогда полу­

чаем, что 𝐹 ′ (𝑥) > 0, ∀𝑥 ≥ 𝑥*, что и требовалось. Лемма доказана.

Лемма 1.5. Пусть выполняется неравенство 𝜌 ≤ 𝑟. Тогда решения задач (1.1𝑇 ), (1.2),

(1.3), (1.4a𝑇 ) и (1.1𝑇 ), (1.2), (1.3), (1.4б) совпадают.

Доказательство. Так как фазовое ограничение (1.4б) включает в себя ограничение (1.4a𝑇 ),

то если управление 𝑐𝑇,1 [𝑠] является допустимым и для задачи с ограничением (1.4б), то

доставляемое им значение функционала оказывается оптимальным. Возьмем оптимальное

управление 𝑐𝑇,2 [𝑠] = 𝑐𝑇,1 (𝑠, 𝑡, 𝑘) и убедимся, что доставляемая этим управлением траектория

𝑘2 (𝑠) не нарушает фазовых ограничений. Так как 𝑘2 (𝑡) = 𝑘, 𝑘2 (𝑇 ) = 0, то рассмотрим 𝑠 ∈
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(𝑡, 𝑇 ). Используя формулу (1.11) из Леммы 1.4, можно записать выражение для траектории

капитала 𝑘2 (𝑠) в следующем виде:

𝑘2 (𝑠) = 𝑘𝑒𝑟(𝑠−𝑡) +
𝑤

𝑟

(︀
𝑒𝑟(𝑠−𝑡) − 1

)︀
− 𝐹 (𝑇 − 𝑡) 𝑒𝑟(𝑠−𝑡)1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡)

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

=

= 𝑒𝑟(𝑠−𝑡)1− 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡)

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

(𝐹 (𝑠− 𝑡)− 𝐹 (𝑇 − 𝑡)) .

(1.12)

В силу Леммы 1.4 при 𝜌 ≤ 𝑟 для любого 𝑥 > 0 справедливо неравенство 𝐹 ′ (𝑥) < 0. Тогда

функция 𝐹 строго убывает на (0,+∞), откуда следует, что 𝐹 (𝑠− 𝑡) − 𝐹 (𝑇 − 𝑡) > 0, ∀𝑠 ∈

(𝑡, 𝑇 ). Следовательно, 𝑘2 (𝑠) > 0. При 𝑘 = 0 и 𝜌 = 𝑟 имеет место равенство 𝐹 (𝑥) = 𝑤 ∀𝑥 ≥ 0,

поэтому 𝑘2 (𝑠) = 0. Лемма доказана.

Лемма 1.6. Пусть 𝜌 > 𝑟. Тогда уравнение (1.10) при каждом фиксированном значении

𝑘 > 0 имеет два корня 𝑐1 ∈ (0, 𝑤) , 𝑐2 > 𝑤, а при 𝑘 = 0 обладает единственным корнем 𝑐 = 𝑤.

Доказательство. Исследуем правую часть уравнения (1.10) как функцию от 𝑐:

𝑓 (𝑐) = 𝑐+
𝜌− 𝑟

(1− 𝛽) 𝑟
𝑤
(︁𝑤
𝑐

)︁ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

. (1.13)

Найдем ее производную:

𝑓 ′ (𝑐) = 1−
(︁𝑤
𝑐

)︁ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟

. (1.14)

Нетрудно заметить, что 𝑓 ′ (𝑤) = 0, причем 𝑓 ′ (𝑐) < 0, 0 < 𝑐 < 𝑤 и 𝑓 ′ (𝑐) > 0, 𝑐 > 𝑤. Следо­

вательно, в точке 𝑐 = 𝑤 функция достигает минимального значения, равного 𝑓min = 𝜌−𝛽𝑟
(1−𝛽)𝑟

𝑤.

Левая часть уравнения (1.10), которую мы обозначим через ℎ (𝑘), достигает значения 𝑓min

тогда и только тогда, когда 𝑘 = 0. Так как 𝑓 (𝑐) и ℎ (𝑘) являются непрерывными функциями

своих аргументов, причем lim
𝑐→0+

𝑓 (𝑐) = lim
𝑐→+∞

𝑓 (𝑐) = +∞ = lim
𝑘→+∞

ℎ (𝑘), то в силу теоремы о про­

хождении непрерывной функции через промежуточное значение для любого 𝑓 ∈ (𝑓min,+∞)

найдутся 𝑐1 ∈ (0, 𝑤) и 𝑐2 ∈ (𝑤,+∞) такие, что 𝑓 (𝑐1) = 𝑓 (𝑐2) = 𝑓 . В свою очередь, для

функции ℎ найдется такое 𝑘, что ℎ
(︁
𝑘
)︁
= 𝑓 . Таким образом, имеем для каждого 𝑘 ∈ (0,+∞)

два корня: 𝑐1 ∈ (0, 𝑤) и 𝑐2 > 𝑤. Лемма доказана.

Лемма 1.7. Пусть 𝜌 > 𝑟, 0 ≤ 𝜏1 < 𝜏2 ≤ 𝑇 . Тогда задача оптимального управления с

функционалом
𝜏2∫︁

𝜏1

𝑒−𝜌𝑠 (𝑐 (𝑠))𝛽 𝑑𝑠→ max
𝑐(·)

,

задачей Коши (1.2) с начальным условием 𝑘 (𝜏1) = 0, ограничениями (1.3) и (1.4б) имеет

решение 𝑐 (𝑠) = 𝑤.
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Доказательство. Так как 𝑥𝛽 – вогнутая функция, в силу неравенства Иенсена имеем

𝜏2∫︁
𝜏1

𝜌𝑒−𝜌𝑠

𝑒−𝜌𝜏1 − 𝑒−𝜌𝜏2
(𝑐 (𝑠))𝛽 𝑑𝑠 ≤

⎛⎝ 𝜏2∫︁
𝜏1

𝜌𝑒−𝜌𝑠

𝑒−𝜌𝜏1 − 𝑒−𝜌𝜏2
𝑐 (𝑠) 𝑑𝑠

⎞⎠𝛽

=

=

(︂
𝜌

𝑒−𝜌𝜏1 − 𝑒−𝜌𝜏2

)︂𝛽
⎛⎝ 𝜏2∫︁

𝜏1

𝑒−𝜌𝑠𝑐 (𝑠) 𝑑𝑠

⎞⎠𝛽

.

Отсюда следует, что

𝜏2∫︁
𝜏1

𝑒−𝜌𝑠 (𝑐 (𝑠))𝛽 𝑑𝑠 ≤
(︂
𝑒−𝜌𝜏1 − 𝑒−𝜌𝜏2

𝜌

)︂1−𝛽
⎛⎝ 𝜏2∫︁

𝜏1

𝑒−𝜌𝑠𝑐 (𝑠) 𝑑𝑠

⎞⎠𝛽

,

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда 𝑐 (𝑠) ≡ const, 𝑠 ∈ [𝜏1, 𝜏2].

Рассмотрим теперь вспомогательную задачу оптимального управления с функционалом
𝜏2∫︁

𝜏1

𝑒−𝜌𝑠𝑐 (𝑠) 𝑑𝑠→ max
𝑐(·)

,

задачей Коши (1.2) с начальным условием 𝑘 (𝜏1) = 0 и ограничениями (1.3), (1.4б). Тогда

траектория капитала имеет вид

𝑘 (𝑠) =
𝑤

𝑟

(︀
𝑒𝑟(𝑠−𝜏1) − 1

)︀
−

𝑠∫︁
𝜏1

𝑐 (𝜏) 𝑒𝑟(𝑠−𝜏) 𝑑𝜏 ≥ 0. (1.15)

Из формулы для траектории капитала и ограничения (1.4б) следует, что для любого 𝑠 ∈

[𝜏1, 𝜏2] справедливо неравенство
𝑠∫︁

𝜏1

𝑒−𝑟𝜏𝑐 (𝜏) 𝑑𝜏 ≤ 𝑤

𝑟

(︀
𝑒−𝑟𝜏1 − 𝑒−𝑟𝑠

)︀
.

Тогда
𝜏2∫︁

𝜏1

𝑒−𝜌𝑠𝑐 (𝑠) 𝑑𝑠 =

𝜏2∫︁
𝜏1

𝑒−(𝜌−𝑟)𝑠𝑑

⎛⎝ 𝑠∫︁
𝜏1

𝑒−𝑟𝜏𝑐 (𝜏) 𝑑𝜏

⎞⎠ = 𝑒−(𝜌−𝑟)𝑠

𝑠∫︁
𝜏1

𝑒−𝑟𝜏𝑐 (𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜏2

𝜏1

+

+(𝜌− 𝑟)

𝜏2∫︁
𝜏1

𝑒−(𝜌−𝑟)𝑠

⎛⎝ 𝑠∫︁
𝜏1

𝑒−𝑟𝜏𝑐 (𝜏) 𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝑠 = 𝑒−(𝜌−𝑟)𝜏2

𝜏2∫︁
𝜏1

𝑒−𝑟𝜏𝑐 (𝜏) 𝑑𝜏+

+(𝜌− 𝑟)

𝜏2∫︁
𝜏1

𝑒−(𝜌−𝑟)𝑠

⎛⎝ 𝑠∫︁
𝜏1

𝑒−𝑟𝜏𝑐 (𝜏) 𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝑠.

Положив 𝑥 (𝑠) =
𝑠∫︀

𝜏1

𝑒−𝑟𝜏𝑐 (𝜏) 𝑑𝜏 , получаем задачу оптимизации

(𝜌− 𝑟)

𝜏2∫︁
𝜏1

𝑒−(𝜌−𝑟)𝑠𝑥 (𝑠) 𝑑𝑠+ 𝑒−(𝜌−𝑟)𝜏2𝑥 (𝜏2) → max
𝑥(·)

,

0 ≤ 𝑥 (𝑠) ≤ 𝑤

𝑟

(︀
𝑒−𝑟𝜏1 − 𝑒−𝑟𝑠

)︀
,



28

решение которой достигается равенством 𝑥 (𝑠) = 𝑤
𝑟
(𝑒−𝑟𝜏1 − 𝑒−𝑟𝑠) , 𝑠 ∈ [𝜏1, 𝜏2]. Тогда, взяв

производную по времени функции 𝑥 (𝑠), получаем, что для любого 𝑠 ∈ [𝜏1, 𝜏2]

𝑑𝑥

𝑑𝑠
(𝑠) = 𝑤𝑒−𝑟𝑠 = 𝑒−𝑟𝑠𝑐 (𝑠) .

Тогда 𝑐 (𝑠) = 𝑤, 𝑠 ∈ [𝜏1, 𝜏2]. Но на функции, равной константе, неравенство Иенсена обраща­

ется в равенство, поэтому оптимальное значение функционала
𝜏2∫︀
𝜏1

𝑒−𝜌𝑠 (𝑐 (𝑠))𝛽 𝑑𝑠 достигается

на функции 𝑐 (𝑠) = 𝑤, причем траектория капитала по формуле (1.15) оказывается равной

нулю всюду на отрезке [𝜏1, 𝜏2], тем самым удовлетворяя фазовому ограничению (1.4б). Сле­

довательно, управление 𝑐 (𝑠) = 𝑤 оптимально. Лемма доказана.

Замечание 3. Одним из важных вопросов, возникающих при решении задач оптималь­

ного управления с ограничением на фазовые координаты, является вопрос взаимодействия

траектории с фазовым ограничением, который в общем случае не решен и каждый раз реша­

ется в индивидуальном порядке. Лемма 1.7 позволяет разрешить этот вопрос и установить,

что происходит «захват» фазовым ограничением траектории: траектория, попадая на фазо­

вую границу 𝑘 = 0, дальше идет по ней.

Лемма 1.8. Задача оптимального управления (1.1𝑇 ), (1.2), (1.3) с ограничением (1.4б)

имеет решение в форме синтеза вида

𝑐𝑇,2 (𝑡, 𝑘) =

⎧⎨⎩𝑐𝑇,1 (𝑡, 𝑘) , 𝜌 ≤ 𝑟,

𝑐 (𝑘, 𝜌) , 𝜌 > 𝑟,
(1.16)

где функция 𝑐 = 𝑐 (𝑘, 𝜌) ≥ 𝑤 является решением уравнения (1.10).

Доказательство. Воспользуемся принципом максимума Понтрягина для задачи с фазовыми

ограничениями [8]. Функция Гамильтона–Понтрягина после перенормировки сопряженных

переменных с 𝜓 (𝑡) = 𝑝 (𝑡) 𝑒−𝜌𝑡 имеет вид

ℋ2 (𝑘, 𝑐, 𝑝, 𝜇) = 𝑐𝛽 + 𝑝 [𝑟𝑘 + 𝑤 − 𝑐] + 𝜇𝑘, 𝜇 ≥ 0, 𝜇𝑘 = 0.

Первое условие – достижение максимума функции Гамильтона–Понтрягина по 𝑐. По­

скольку функция ℋ2 дифференцируема по 𝑐, для нее справедливо необходимое условие экс­

тремума:

𝜕ℋ2 (𝑘, 𝑐, 𝑝, 𝜇)

𝜕𝑐

⃒⃒⃒⃒
𝑘=𝑘2(𝑠), 𝑐=𝑐2(𝑠),
𝑝=𝑝2(𝑠), 𝜇=𝜇(𝑠)

= 𝛽 (𝑐2 (𝑠))
𝛽−1 − 𝑝2 (𝑠) = 0 ⇒ 𝑐2 (𝑠) =

(︂
𝛽

𝑝2 (𝑠)

)︂ 1
1−𝛽

.

Здесь 𝑝2 (·) – абсолютно непрерывная функция на отрезке [𝑡, 𝑇 ], а 𝜇 (·) – неотрицательная

мера, такая что supp𝜇 ⊆ {𝑠 | 𝑘 (𝑠) = 0}.
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Полученное выше выражение имеет смысл при 𝑝2 (𝑠) > 0. При 𝑝2 (𝑠) ≤ 0 мы имеем

𝜕ℋ2

𝜕𝑐
> 0, поэтому максимум функции Гамильтона–Понтрягина достигается при 𝑐2 = +∞.

Поскольку управление должно быть конечным, условие 𝑝2 (𝑠) > 0 является необходимым.

Следовательно,

𝑐𝑇,2 [𝑠] =

(︂
𝛽

𝑝2 (𝑠)

)︂ 1
1−𝛽

.

Сопряженное уравнение для функции 𝑝2 (𝑠) в интегральной форме имеет вид

𝑝2 (𝑠) = 𝑝2 (𝑡) 𝑒
(𝜌−𝑟)(𝑠−𝑡) − 𝑒(𝜌−𝑟)(𝑠−𝑡)

𝑠∫︁
𝑡

𝜇 (𝜏) 𝑒−(𝜌−𝑟)(𝜏−𝑡) 𝑑𝜏.

Условие трансверсальности в момент времени 𝑇 имеет вид

𝑝2 (𝑇 ) 𝑘2 (𝑇 ) = 0.

Теперь разберем решение второй задачи. Так как по Лемме 1.5 решения задач совпадают

при 𝜌 ≤ 𝑟, нам осталось разобрать случай, когда 𝜌 > 𝑟.

Для начала покажем, что ранее рассмотренная траектория капитала становится недо­

пустимой. Для этого используем ранее полученную запись (1.12) траектории капитала 𝑘2 и

рассмотрим ее в момент времени 𝑠 = 𝑇 −∆𝑡:

𝑒−𝑟(𝑇−𝑡−Δ𝑡)𝑘2 (𝑇 −∆𝑡) =
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇−𝑡−Δ𝑡)

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

(𝐹 (𝑇 − 𝑡−∆𝑡)− 𝐹 (𝑇 − 𝑡)) .

По Лемме 1.4 при 𝜌 > 𝑟 в силу положительности производной функция 𝐹 строго воз­

растает на замкнутом луче [𝑥*,+∞). Положив 𝑇 − 𝑡 − 𝜀 ≥ 𝑥*, получаем, что для любых

𝜀 ∈
(︀
0, 𝑇−𝑡

2

)︀
, ∆𝑡 ∈ (0, 𝜀) выполняется неравенство 𝐹 (𝑇 − 𝑡−∆𝑡) < 𝐹 (𝑇 − 𝑡). Следовательно,

𝑘2 (𝑡) < 0, 𝑡 ∈ (𝑇 −∆𝑡, 𝑇 ). Это свидетельствует о нарушении фазового ограничения задачи

и недопустимости траектории 𝑘2 (𝑠). Следовательно, существует момент времени 𝑇1 ∈ [𝑡, 𝑇 )

такой, что 𝑘2 (𝑇1) = 0. В силу Леммы 1.7 выполняется равенство 𝑐2 (𝑠) = 𝑤, 𝑠 ∈ [𝑇1, 𝑇 ], откуда

следует, что 𝑘2 (𝑠) = 0 ∀𝑠 ∈ [𝑇1, 𝑇 ]. Следовательно, в силу условия дополняющей нежесткости

𝑝2 (𝑠) = 𝛽𝑤𝛽−1, и 𝜇 (𝑠) = (𝜌− 𝑟) 𝛽𝑤𝛽−1 > 0. Тогда из соотношений 𝑘2 (𝑇1) = 0, 𝑐2 (𝑇1) = 𝑤 мож­

но вывести систему из двух уравнений с неизвестными моментом времени 𝑇1 и значением

сопряженной переменной 𝑝 (𝑡) = 𝑝2𝑡:(︂
𝛽

𝑝2𝑡

)︂ 1
1−𝛽

𝑒−
𝜌−𝑟
1−𝛽 (𝑇1−𝑡) = 𝑤,

𝑘 +
𝑤

𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟(𝑇1−𝑡)

)︀
−
(︂
𝛽

𝑝2𝑡

)︂ 1
1−𝛽 1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟

(︁
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇1−𝑡)

)︁
= 0.



30

Так как 𝑐2 (𝑡) =
(︁

𝛽
𝑝2𝑡

)︁ 1
1−𝛽

, нам удобнее выразить момент времени 𝑇1 из первого уравнения

как 𝑇1 = 𝑡 + 1−𝛽
𝜌−𝑟

ln 𝑐2(𝑡)
𝑤
. Подставив 𝑇1 во второе уравнение, получаем следующее уравнение

относительно 𝑐2 (𝑡):

𝑘 +
𝑤

𝑟

(︃
1−

(︂
𝑤

𝑐2 (𝑡)

)︂ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

)︃
− 𝑐2 (𝑡)

1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟

(︃
1−

(︂
𝑤

𝑐2 (𝑡)

)︂ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟
)︃

= 0,

которое посредством арифметических преобразований приводится к уравнению (1.10) отно­

сительно 𝑐 = 𝑐2 (𝑡). По Лемме 1.6 уравнение (1.10) при положительном значении 𝑘 имеет два

корня: 𝑐1 ∈ (0, 𝑤) и 𝑐2 > 𝑤, а при 𝑘 = 0 обладает единственным корнем 𝑐 = 𝑤.

Рассмотрим теперь управление

𝑐𝑇,2 [𝑠] =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︂
𝛽

𝑝2𝑡

)︂ 1
1−𝛽

𝑒−
𝜌−𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡), 𝑠 ∈ [𝑡, 𝑇1] ,

𝑤, 𝑠 ∈ (𝑇1, 𝑇 ] ,

со значением 𝑐 (𝑘, 𝜌) =
(︁

𝛽
𝑝2𝑡

)︁ 1
1−𝛽 ≥ 𝑤, являющимся корнем уравнения (1.10). Покажем, что

управление 𝑐𝑇,2 [𝑠] может быть выражено в форме синтеза. Так как 𝐹 (𝑇 − 𝑡) =
(︁

𝛽
𝑝2𝑡

)︁ 1
1−𝛽

,

воспользуемся уравнением (1.10):

1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟
𝐹 (𝑇 − 𝑡) =

1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟
𝑐 (𝑘, 𝜌) = 𝑘 +

𝑤

𝑟
− 𝜌− 𝑟

𝑟 (𝜌− 𝛽𝑟)
𝑤

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘, 𝜌)

)︂ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

.

Теперь воспользуемся формулой (1.12) для капитала 𝑘2 (𝑠):

𝑘2 (𝑠) = 𝑘𝑒𝑟(𝑠−𝑡) +
𝑤

𝑟

(︀
𝑒𝑟(𝑠−𝑡) − 1

)︀
−

−

(︃
𝑘 +

𝑤

𝑟
− 𝜌− 𝑟

𝑟 (𝜌− 𝛽𝑟)
𝑤

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘, 𝜌)

)︂ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

)︃
𝑒𝑟(𝑠−𝑡)

(︁
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡)

)︁
=
(︁
𝑘 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒−

𝜌−𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡)−

−𝑤
𝑟
+

𝜌− 𝑟

𝜌− 𝛽𝑟

𝑤

𝑟

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘, 𝜌)

)︂ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟 (︁

𝑒𝑟(𝑠−𝑡) − 𝑒−
𝜌−𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡)

)︁
=

=

(︃
𝑘 +

𝑤

𝑟
− 𝜌− 𝑟

𝜌− 𝛽𝑟

𝑤

𝑟

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘, 𝜌)

)︂ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

)︃
𝑒−

𝜌−𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡) − 𝑤

𝑟
+

𝜌− 𝑟

𝜌− 𝛽𝑟

𝑤

𝑟

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘, 𝜌)

)︂ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

𝑒𝑟(𝑠−𝑡) =

=
1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟
𝑐 (𝑘, 𝜌) 𝑒−

𝜌−𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡) − 𝑤

𝑟
+

𝜌− 𝑟

𝜌− 𝛽𝑟

𝑤

𝑟

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘, 𝜌)

)︂ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

𝑒𝑟(𝑠−𝑡).

Тогда, поместив экспоненту 𝑒𝑟(𝑠−𝑡) в последнем слагаемом внутрь скобки, имеем

𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︁
𝑘2 (𝑠) +

𝑤

𝑟

)︁
= 𝑐 (𝑘, 𝜌) 𝑒−

𝜌−𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡) +

𝜌− 𝑟

(1− 𝛽) 𝑟
𝑤

(︃
𝑤

𝑐 (𝑘, 𝜌) 𝑒−
𝜌−𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡)

)︃ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

.

Видим, что на отрезке [𝑠, 𝑇1] управление 𝑐𝑇,2 [𝑠] удовлетворяет уравнению (1.10) с 𝑘 = 𝑘2 (𝑠).

Уравнение (1.10) также остается справедливым в случае, когда 𝑐𝑇,2 [𝑠] = 𝑤, 𝑘2 (𝑠) = 0, 𝑠 ∈

[𝑇1, 𝑇 ], в силу Леммы 1.6. Таким образом, мы показали, что 𝑐𝑇,2 [𝑠] ≡ 𝑐 (𝑘2 (𝑠) , 𝜌).
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Теперь мы покажем, что управление 𝑐𝑇,2 [𝑠] является оптимальным. Для этого нам

следует проверить выполнение условий Леммы 1.1. Вычислим функционал, учитывая, что

𝑘 (𝑡) = 𝑘:

𝐽𝑇 (𝑡, 𝑘 (𝑡) ; 𝑐𝑇,2 [·]) = 𝑒−𝜌𝑡

⎛⎝(𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽
𝑇1∫︁
𝑡

𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡) 𝑑𝑠+

𝑇∫︁
𝑇1

𝑒𝜌(𝑡−𝑠)𝑤𝛽 𝑑𝑠

⎞⎠ =

= 𝑒−𝜌𝑡

(︂
1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟

(︁
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝑇1−𝑡)

)︁
(𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽 +

𝑤𝛽

𝜌

(︀
𝑒−𝜌(𝑇1−𝑡) − 𝑒−𝜌(𝑇−𝑡)

)︀)︂
.

Здесь 𝑇1 – такой момент времени, что 𝑘2 (𝑇1) = 0, 𝑐2 (𝑇1) = 𝑤. Следовательно,

𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌) 𝑒−
𝑟−𝜌
1−𝛽 (𝑇1−𝑡) = 𝑤,

откуда следует, что 𝑇1 − 𝑡 = 1−𝛽
𝜌−𝑟

ln 𝑐(𝑘(𝑡),𝜌)
𝑤

. Тогда

𝐽𝑇 (𝑡, 𝑘 (𝑡) ; 𝑐𝑇,2 [·]) = 𝑒−𝜌𝑡

(︃
1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟

(︃
1−

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

)︂ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟
)︃
(𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽 +

+
𝑤𝛽

𝜌

(︃(︂
𝑤

𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

)︂ (1−𝛽)𝜌
𝜌−𝑟

− 𝑒−𝜌(𝑇−𝑡)

)︃)︃
=

= 𝑒−𝜌𝑡

(︃
1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟

(︃
1−

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

)︂ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟
)︃
(𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽 +

(𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽

𝜌

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

)︂ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟

−

−𝑤
𝛽

𝜌
𝑒−𝜌(𝑇−𝑡)

)︂
=

= 𝑒−𝜌𝑡

(︃
(𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽

[︃
1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟
+
𝛽

𝜌

𝜌− 𝑟

𝜌− 𝛽𝑟

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

)︂ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟
]︃
− 𝑤𝛽

𝜌
𝑒−𝜌(𝑇−𝑡)

)︃
.

С другой стороны, используя уравнение (1.10), удобно получить эквивалентное пред­

ставление:

𝐽𝑇 (𝑡, 𝑘 (𝑡) ; 𝑐𝑇,2 [·]) =

= 𝑒−𝜌𝑡

(︃
(𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1

[︃
1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟
𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌) +

𝛽

𝜌

𝜌− 𝑟

𝜌− 𝛽𝑟
𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

)︂ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟
]︃
−

− 𝑤𝛽

𝜌
𝑒−𝜌(𝑇−𝑡)

)︃
=

= 𝑒−𝜌𝑡

(︃
(𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1

[︃
1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟
𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌) +

𝛽

𝜌

𝜌− 𝑟

𝜌− 𝛽𝑟
𝑤

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

)︂ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

]︃
− 𝑤𝛽

𝜌
𝑒−𝜌(𝑇−𝑡)

)︃
=

= 𝑒−𝜌𝑡

(︂
(𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1

[︂
1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟
𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌) +

𝛽

𝜌

(︂
𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 − (1− 𝛽) 𝑟

𝜌− 𝛽𝑟
𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

)︂]︂
−

−𝑤
𝛽

𝜌
𝑒−𝜌(𝑇−𝑡)

)︂
=
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= 𝑒−𝜌𝑡

(︂
(𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1

[︂
1− 𝛽

𝜌
𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌) +

𝛽

𝜌
(𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)

]︂
− 𝑤𝛽

𝜌
𝑒−𝜌(𝑇−𝑡)

)︂
.

Положим 𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) = 𝑒𝜌𝑡𝐽𝑇 (𝑡, 𝑘; 𝑐𝑇,2 [·]). Так как по построению функция 𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) является

непрерывно дифференцируемой, мы можем найти ее частные производные. Для начала про­

дифференцируем уравнение (1.10) по 𝑘:

𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽
=
𝜕𝑐

𝜕𝑘
(𝑘, 𝜌)

[︃
1−

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘, 𝜌)

)︂ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟
]︃
.

Тогда получим

𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑘
(𝑡, 𝑘 (𝑡)) = 𝛽 (𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1 𝜕𝑐

𝜕𝑘
(𝑘 (𝑡) , 𝜌)

[︃
1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟
+
𝛽

𝜌

𝜌− 𝑟

𝜌− 𝛽𝑟

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

)︂ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟
]︃
−

− (𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1 𝛽

𝜌

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

)︂ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟 𝜕𝑐

𝜕𝑘
(𝑘 (𝑡) , 𝜌) =

= 𝛽 (𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1 𝜕𝑐

𝜕𝑘
(𝑘 (𝑡) , 𝜌)

[︃
1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟
+

1

𝜌

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

)︂ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟

(︂
𝛽
𝜌− 𝑟

𝜌− 𝛽𝑟
− 1

)︂]︃
=

= 𝛽 (𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1 𝜕𝑐

𝜕𝑘
(𝑘 (𝑡) , 𝜌)

1− 𝛽

𝜌− 𝛽𝑟

[︃
1−

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)

)︂ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟
]︃
= 𝛽 (𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1 .

Отметим, что
𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑘 (𝑡)) = −𝑤𝛽𝑒−𝜌(𝑇−𝑡).

Найдем теперь sup
𝑐≥0

{︂
𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑘
(𝑡, 𝑘 (𝑡)) [𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 − 𝑐] + 𝑐𝛽

}︂
. Используя необходимое условие экс­

тремума, имеем, что 𝑐 =

(︂
1

𝛽

𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑘
(𝑡, 𝑘 (𝑡))

)︂ 1
𝛽−1

. Тогда

𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑘 (𝑡))− 𝜌𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘 (𝑡)) =

= −𝑤𝛽𝑒−𝜌(𝑇−𝑡) − 𝜌

(︂
(𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1

[︂
1− 𝛽

𝜌
𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌) +

𝛽

𝜌
(𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)

]︂
− 𝑤𝛽

𝜌
𝑒−𝜌(𝑇−𝑡)

)︂
=

= − (𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1 [(1− 𝛽) 𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌) + 𝛽 (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)] ,

sup
𝑐≥0

{︂
𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑘
(𝑡, 𝑘 (𝑡)) [𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 − 𝑐] + 𝑐𝛽

}︂
=

=
𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑘
(𝑡, 𝑘 (𝑡))

[︃
𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 −

(︂
1

𝛽

𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑘
(𝑡, 𝑘 (𝑡))

)︂ 1
𝛽−1

]︃
+

(︂
1

𝛽

𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑘
(𝑡, 𝑘 (𝑡))

)︂ 𝛽
𝛽−1

=

=
𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑘
(𝑡, 𝑘 (𝑡)) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤) + (1− 𝛽)

(︂
1

𝛽

𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑘
(𝑡, 𝑘 (𝑡))

)︂ 𝛽
𝛽−1

=

= (𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1 [𝛽 (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤) + (1− 𝛽) 𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)] .
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Складывая полученные выражения, получаем, что

𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑘 (𝑡))− 𝜌𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘 (𝑡)) + sup

𝑐≥0

{︂
𝜕𝒱𝑇

𝜕𝑘
(𝑡, 𝑘 (𝑡)) [𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 − 𝑐] + 𝑐𝛽

}︂
=

= − (𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1 [(1− 𝛽) 𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌) + 𝛽 (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)] +

+ (𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌))𝛽−1 [𝛽 (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤) + (1− 𝛽) 𝑐 (𝑘 (𝑡) , 𝜌)] = 0,

то есть функция 𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) является решением уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана, а зна­

чит, в силу Леммы 1.1 функция 𝒱𝑇 (𝑡, 𝑘) при 𝜌 > 𝑟 является искомой функцией цены, а

соответствующее ей управление 𝑐 (𝑘, 𝜌) является оптимальным. Лемма доказана.

Доказательство Теоремы 1.2. Искомое обобщенное решение получается в результате пере­

хода к пределу для управления, полученного в Лемме 1.8, при 𝑇 → +∞.

Замечание 4. В силу Замечания 1 при 𝜌 > 𝑟 имеем

𝑉 (𝑘 (𝑠)) = (𝑐 (𝑘 (𝑠) , 𝜌))𝛽−1

[︂
1− 𝛽

𝜌
𝑐 (𝑘 (𝑠) , 𝜌) +

𝛽

𝜌
(𝑟𝑘 (𝑠) + 𝑤)

]︂
.

Из уравнения (1.10) можно предъявить более точную нижнюю оценку для функции 𝑐 (𝑘 (𝑠) , 𝜌).

Так как 𝑐 (𝑘 (𝑠) , 𝜌) ≥ 𝑤, то

𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︁
𝑘 (𝑠) +

𝑤

𝑟

)︁
= 𝑐 (𝑘 (𝑠) , 𝜌) +

𝜌− 𝑟

(1− 𝛽) 𝑟
𝑤

(︂
𝑤

𝑐 (𝑘 (𝑠) , 𝜌)

)︂ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

≤ 𝑐 (𝑘 (𝑠) , 𝜌) +
𝜌− 𝑟

(1− 𝛽)

𝑤

𝑟
,

откуда следует, что

𝑐 (𝑘 (𝑠) , 𝜌) ≥ 𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽
𝑘 (𝑠) + 𝑤.

Следовательно,
𝑑𝑘

𝑑𝑠
(𝑠) = 𝑟𝑘 (𝑠) + 𝑤 − 𝑐 (𝑘 (𝑠) , 𝜌) ≤ − 𝜌− 𝑟

1− 𝛽
𝑘 (𝑠) ,

и по лемме Гронуолла-Беллмана получаем, что

𝑘 (𝑠) ≤ 𝑘𝑒−
𝜌−𝑟
1−𝛽 (𝑠−𝑡) −−−−→

𝑠→+∞
0.

Следовательно, 𝑐 (𝑘 (𝑠) , 𝜌) −−−−→
𝑠→+∞

𝑐 (0, 𝜌) = 𝑤. Тогда

𝑒−𝜌𝑠𝑉 (𝑘 (𝑠)) = 𝑒−𝜌𝑠

(︂
(𝑐 (𝑘 (𝑠) , 𝜌))𝛽−1

[︂
1− 𝛽

𝜌
𝑐 (𝑘 (𝑠) , 𝜌) +

𝛽

𝜌
(𝑟𝑘 (𝑠) + 𝑤)

]︂)︂
−−−−→
𝑠→+∞

0,

поэтому полученное управление оказывается решением в классическом смысле при 𝜌 > 𝑟.

При 𝜌 ≤ 𝑟 из Леммы 1.5 следует совпадение решений, поэтому при 𝑇 → +∞ мы наблюдаем

аналогичную картину: в случае, когда выполняется неравенство 𝛽𝑟 < 𝜌 ≤ 𝑟, получаемое в

пределе при 𝑇 → +∞ управление также оказывается решением в классическом смысле, а при

𝜌 ≤ 𝛽𝑟 в силу расходимости функционала решение следует понимать в смысле Определения

1.
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1.2.3. Случай с неликвидным капиталом

Всюду далее мы считаем, что начальный момент времени равен нулю, а переменную 𝑠,

которая ранее использовалась, мы переобозначим через переменную 𝑡.

Перед формулировкой основной теоремы мы перепишем постановку задачи следующим

образом. Так как в силу ограничения (1.3′) производная капитала неотрицательна, то из нера­

венства 𝑟𝑘0 +𝑤 > 0 следует неравенство 𝑟𝑘 (𝑡) +𝑤 > 0. Тогда нам будет удобно представить

потребительские расходы в виде

𝑐 (𝑡) = 𝑢 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤) ,

где 𝑢 (𝑡) – доля потребительских расходов, удовлетворяющая следующему ограничению:

0 ≤ 𝑢 (𝑡) ≤ 1.

Следовательно, задачу оптимального управления (1.1), (1.2), (1.3′) можно переформу­

лировать так:

+∞∫︁
0

𝑒−𝜌𝑡 (𝑢 (𝑡))𝛽 (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)𝛽 𝑑𝑡→ max
𝑢(·)

, (1.1′)

𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = (1− 𝑢 (𝑡)) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤) , 𝑘 (0) = 𝑘0, (1.2′)

0 ≤ 𝑢 (𝑡) ≤ 1. (1.3𝑢)

Теорема 1.3. Пусть 𝜌 > 𝛽𝑟. Тогда задача оптимального управления (1.1′), (1.2′), (1.3𝑢)

имеет решение в форме синтеза вида

𝑢 (𝜌) = min

{︂
𝜌− 𝛽𝑟

(1− 𝛽) 𝑟
, 1

}︂
. (1.17)

Замечание 5. В терминах задачи оптимального управления (1.1), (1.2), (1.3′) програм­

ма потребительских расходов имеет вид

𝑐3 (𝑘, 𝜌) = 𝑢 (𝜌) (𝑟𝑘 + 𝑤) .

Мы приведем здесь теорему существования решения для задачи оптимального управле­

ния на бесконечном горизонте (см. [2]).

Теорема 1.4. Пусть 𝑈 – непустой компакт в R𝑚, 𝐺 – заданное открытое множество в

R𝑛, 𝑘0 ∈ 𝐺. Кроме того, векторная функция 𝑓 : 𝐺×𝑈 → R𝑛, скалярная функция 𝑔 : 𝐺×𝑈 →

R, матричная функция 𝜕𝑓
𝜕𝑘

=
(︁

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑘𝑗

)︁
𝑖,𝑗=1,...,𝑛

и градиент 𝜕𝑔
𝜕𝑘

=
(︁

𝜕𝑔
𝜕𝑘1
, . . . , 𝜕𝑔

𝜕𝑘𝑛

)︁
непрерывны на

декартовом произведении 𝐺× 𝑈 . Пусть также выполняются следующие условия:
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1. Существует такая константа 𝐶0 ≥ 0, что для любых 𝑘 ∈ 𝐺, 𝑢 ∈ 𝑈 выполняется следую­

щее неравенство:

⟨𝑘, 𝑓 (𝑘, 𝑢)⟩ ≤ 𝐶0

(︀
1 + ‖𝑘‖2

)︀
;

2. Для любых 𝑘 ∈ 𝐺 множество 𝑄 (𝑘) = {(𝑧0, 𝑧) ∈ R𝑛+1 : 𝑧0 ≤ 𝑔 (𝑘, 𝑢) , 𝑧 = 𝑓 (𝑘, 𝑢) , 𝑢 ∈ 𝑈}

выпукло;

3. Существуют такие положительные функции 𝜇 и 𝜔 на [0,+∞), что 𝜇 (𝑡) → +0, 𝜔 (𝑡) →

+0 при 𝑡 → ∞, и для любой допустимой пары (𝑘 (·) , 𝑢 (·)) справедливы следующие

неравенства:

𝑒−𝜌𝑡 max
𝑢∈𝑈

|𝑔 (𝑘 (𝑡) , 𝑢)| ≤ 𝜇 (𝑡) , ∀ 𝑡 ≥ 0,

∞∫︁
𝑇

𝑒−𝜌𝑡 |𝑔 (𝑘 (𝑡) , 𝑢 (𝑡))| 𝑑𝑡 ≤ 𝜔 (𝑇 ) , ∀𝑇 ≥ 0.

Тогда существует оптимальное управление для задачи

𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑓 (𝑘 (𝑡) , 𝑢 (𝑡)) , 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑈,

𝑥 (0) = 𝑥0,

𝐽 (0, 𝑥0; 𝑘 (·) , 𝑢 (·)) =
+∞∫︁
0

𝑒−𝜌𝑡𝑔 (𝑘 (𝑡) , 𝑢 (𝑡)) 𝑑𝑡.

Для нашей задачи

𝑔 (𝑘, 𝑢) = 𝑢𝛽 (𝑟𝑘 + 𝑤)𝛽 , 𝑓 (𝑘, 𝑢) = (1− 𝑢) (𝑟𝑘 + 𝑤) , 𝐺 =
(︁
−𝑤
𝑟
,+∞

)︁
, 𝑈 = [0, 1] .

Положив 𝐶0 = 𝑟 + 𝑤
2
, можно проверить, что выполняются условия 1, 2 данной теоремы.

Условие 3 выполняется при 𝜌 > 𝛽𝑟 и функциях

𝜇 (𝑡) = (𝑟𝑘0 + 𝑤)𝛽 𝑒−(𝜌−𝛽𝑟)𝑡, 𝜔 (𝑇 ) =
𝑒−(𝜌−𝛽𝑟)𝑇

𝜌− 𝛽𝑟
(𝑟𝑘0 + 𝑤)𝛽 .

Отсюда следует существование оптимального управления задачи (1.1′), (1.2′), (1.3𝑢) в случае,

когда 𝜌 > 𝛽𝑟. Чтобы разрешить вопрос возможной расходимости функционала (1.1′) в случае

𝜌 ≤ 𝛽𝑟 и уточнить понятие оптимальности, можно использовать Определение 1 обобщенного

решения c 𝑐𝑇𝑛 (𝑡) = 𝑢𝑇𝑛 (𝑡) (𝑟𝑘𝑇𝑛 (𝑡) + 𝑤).

Лемма 1.9. Пусть выполнены условия Теоремы 1.4, при этом 𝐽𝑇 (0, 𝑘0; 𝑘𝑇 (·) , 𝑢𝑇 (·)) –

оптимальное значение функционала в задаче оптимального управления с конечным времен­

ным горизонтом 𝑇 , а 𝐽 (0, 𝑘0; 𝑘* (·) , 𝑢* (·)) – оптимальное значение функционала в задаче

оптимального управления с бесконечным временным горизонтом. Тогда

lim
𝑇→+∞

𝐽𝑇 (0, 𝑘0; 𝑘𝑇 (·) , 𝑢𝑇 (·)) = 𝐽 (0, 𝑘0; 𝑘* (·) , 𝑢* (·)) . (1.18)
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Доказательство. Доказательство следует тому, что было изложено в работе [1, с. 14-15].

В первую очередь, заметим, что в силу условий 1, 2 Теоремы 1.4 и теоремы Филиппова

(см. [41, p. 314, Theorem 9.3.i]) существует оптимальная допустимая пара (𝑘𝑇 (·) , 𝑢𝑇 (·)) для

задачи оптимального управления на отрезке [0, 𝑇 ].

С одной стороны, сужение оптимальной пары (𝑘*, 𝑢*) на отрезок [0, 𝑇 ] является допу­

стимой парой для задачи на отрезке [0, 𝑇 ], которая доставляет не большее значение функци­

онала, чем пара (𝑘𝑇 , 𝑢𝑇 ), поэтому справедливо неравенство

lim
𝑇→+∞

𝐽𝑇 (0, 𝑘0; 𝑘𝑇 (·) , 𝑢𝑇 (·)) ≥ lim
𝑇→+∞

𝐽𝑇 (0, 𝑘0; 𝑘* (·) , 𝑢* (·)) = 𝐽 (0, 𝑘0; 𝑘* (·) , 𝑢* (·)) .

С другой стороны, пользуясь условием 3 Теоремы 1.4, имеем

𝑇∫︁
0

𝑒−𝜌𝑡𝑔 (𝑘𝑇 (𝑡) , 𝑢𝑇 (𝑡)) 𝑑𝑡 ≤
𝑇 ′∫︁
0

𝑒−𝜌𝑡𝑔 (𝑘𝑇 (𝑡) , 𝑢𝑇 (𝑡)) 𝑑𝑡+

𝑇∫︁
𝑇 ′

𝑒−𝜌𝑡𝑔 (𝑘𝑇 (𝑡) , 𝑢𝑇 (𝑡)) 𝑑𝑡 ≤

≤ 𝐽𝑇 ′ (0, 𝑘0; 𝑘𝑇 (·) , 𝑢𝑇 (·)) + 𝜔 (𝑇 ′) .

Следуя схеме доказательства теоремы о существовании оптимального управления, изложен­

ной в [1, с. 10-11]), можно утверждать, что найдется допустимая пара
(︁
𝑘 (·) , 𝑢̃ (·)

)︁
на [0,+∞),

такая что выполняется неравенство

lim
𝑘→∞

𝑇∫︁
0

𝑒−𝜌𝑡𝑔 (𝑘𝑇𝑘 (𝑡) , 𝑢𝑇𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡 ≤
𝑇∫︁

0

𝑒−𝜌𝑡𝑔
(︁
𝑘 (𝑡) , 𝑢̃ (𝑡)

)︁
𝑑𝑡.

Тогда

lim
𝑇→+∞

𝑇∫︁
0

𝑒−𝜌𝑡𝑔 (𝑘𝑇 (𝑡) , 𝑢𝑇 (𝑡)) 𝑑𝑡 ≤ 𝐽𝑇 ′

(︁
0, 𝑘0; 𝑘 (·) , 𝑢̃ (·)

)︁
+ 𝜔 (𝑇 ′) .

Переходя к пределу при 𝑇 ′ → +∞, получаем, что

𝐽 (0, 𝑘0; 𝑘* (·) , 𝑢* (·)) ≤ lim
𝑇→+∞

𝐽𝑇 (0, 𝑘0; 𝑘𝑇 (·) , 𝑢𝑇 (·)) ≤ lim
𝑇→+∞

𝐽𝑇 (0, 𝑘0; 𝑘𝑇 (·) , 𝑢𝑇 (·)) ≤

≤ 𝐽
(︁
0, 𝑘0; 𝑘 (·) , 𝑢̃ (·)

)︁
≤ 𝐽 (0, 𝑘0; 𝑘* (·) , 𝑢* (·)) ,

откуда следует равенство (1.18).

Лемма доказана.

Рассмотрим теперь вспомогательную задачу оптимального управления при фиксирован­

ном конечном горизонте 𝑇 с функционалом

𝐽𝑇 (0, 𝑘0;𝑢 (·) , 𝑘 (·)) =
𝑇∫︁

0

𝑒−𝜌𝑡 (𝑢 (𝑡))𝛽 (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)𝛽 𝑑𝑡→ max
𝑢(·)

, (1.1′𝑇 )

задачей Коши (1.2′) и ограничением (1.3𝑢).
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Лемма 1.10. Пусть пара (𝑘 (𝑡) , 𝑢 (𝑡)) является решением задачи оптимального управ­

ления (1.1′𝑇 ), (1.2
′), (1.3𝑢). Тогда существует такая абсолютно непрерывная функция 𝑝 (𝑡) на

отрезке [0, 𝑇 ], что

1. оптимальное управление 𝑢 (𝑡) имеет следующее представление:

𝑢 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
min

{︃(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽 1

𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤
, 1

}︃
, 𝑝 (𝑡) > 0,

1, 𝑝 (𝑡) ≤ 0;

(1.19)

2. выполняется условие трансверсальности

𝑝 (𝑇 ) = 0;

3. для любых таких 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ), что

(𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1
def
=
{︁
(𝑘, 𝑝) : 𝑝 (𝑟𝑘 + 𝑤)1−𝛽 > 𝛽

}︁
,

справедлива следующая система ОДУ:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 −

(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽

,

𝑑𝑝

𝑑𝑡
(𝑡) = (𝜌− 𝑟) 𝑝 (𝑡) ;

(1.20)

4. для любых таких 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], что

(𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2
def
=
{︁
(𝑘, 𝑝) : 𝑝 (𝑟𝑘 + 𝑤)1−𝛽 ≤ 𝛽

}︁
,

справедлива следующая система ОДУ:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 0,

𝑑𝑝

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝜌𝑝 (𝑡)− 𝛽𝑟

(𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽
,

(1.21)

причем 𝑝 (𝑡) ≥ 0, а равенство 𝑝 (𝑡) = 0 достигается только при 𝑡 = 𝑇 .

Доказательство. Так как начальное значение капитала неотрицательно и справедливо двой­

ное неравенство 0 ≤ 𝑢 ≤ 1, то производная капитала неотрицательна в любой момент време­

ни. Следовательно, капитал не убывает на всем бесконечном временном промежутке.

Для оптимальной пары (𝑘 (·) , 𝑢 (·)) мы используем принцип максимума Понтрягина с

фиксированным конечным горизонтом 𝑇 и свободным правым концом 𝑘 (𝑇 ) для вывода ре­

шения (см. [7, с.79-80]). Функция Гамильтона-Понтрягина имеет вид

𝐻 (𝑡, 𝑘, 𝜓, 𝑢) = 𝑒−𝜌𝑡 (𝑟𝑘 + 𝑤)𝛽 𝑢𝛽 + 𝜓 (1− 𝑢) (𝑟𝑘 + 𝑤) .
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Функция 𝐻 определена корректно, поскольку 𝑟𝑘 + 𝑤 ≥ 0. Для удобства можно переопре­

делить функцию Гамильтона-Понтрягина следующим образом: 𝐻 (𝑡, 𝑘, 𝜓, 𝑢) = 𝑒−𝜌𝑡ℋ (𝑘, 𝑝, 𝑢).

Тогда можно рассматривать текущее значение гамильтониана ℋ (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡) , 𝑢 (𝑡)) с сопря­

женной переменной 𝑝 (𝑡) = 𝜓 (𝑡) 𝑒𝜌𝑡.

В силу дифференцируемости функции ℋ по 𝑢 можно выписать необходимое условие

экстремума:

𝜕ℋ
𝜕𝑢

(𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡) , 𝑢 (𝑡)) = 𝛽 (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)𝛽 (𝑢 (𝑡))𝛽−1 − 𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤) = 0 ⇒

⇒ 𝑢 (𝑡) =

(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽 1

𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤
.

Кроме того, поскольку

𝜕2ℋ (𝑘, 𝑝, 𝑢)

𝜕𝑢2
= −𝛽 (1− 𝛽) (𝑟𝑘 + 𝑤)𝛽

1

𝑢2−𝛽
< 0,

то условие экстремума также оказывается и достаточным.

Полученное из необходимого условия экстремума выражение имеет смысл при 𝑝 (𝑡) > 0,

тогда 𝑢 (𝑡) > 0. В случае, если значение 𝑢 (𝑡) оказывается за пределами отрезка [0, 1], в

качестве максимизатора нужно брать единицу. При 𝑝 (𝑡) ≤ 0 имеем 𝜕ℋ
𝜕𝑢

> 0, поэтому в этом

случае максимум функции Гамильтона-Понтрягина достигается в точке 𝑢 = 1. Объединяя

два случая, получаем, что оптимальное управление 𝑢 (𝑡) имеет представление, выражемое

формулой (1.19).

Уравнение для сопряженной переменной 𝑝 имеет вид

𝑑𝑝

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝜌𝑝 (𝑡)− 𝜕ℋ (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡) , 𝑢 (𝑡))

𝜕𝑘
= (𝜌− 𝑟) 𝑝 (𝑡)−

−𝛽𝑟 (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)𝛽−1 (𝑢 (𝑡))𝛽 + 𝑟𝑢 (𝑡) 𝑝 (𝑡) .

Обозначим

𝑇1 = {𝑡 ∈ [0, 𝑇 ) : (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1} ,

𝑇2 = {𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] : (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2} .

Пусть 𝑡 ∈ 𝑇1. Заметим, что 𝑇 /∈ 𝑇1, поскольку в противном случае мы получаем проти­

воречие с неравенством 0 > 𝛽. Тогда 𝑢 (𝑡) =
(︁

𝛽
𝑝(𝑡)

)︁ 1
1−𝛽 1

𝑟𝑘(𝑡)+𝑤
. Подставляя 𝑢 (𝑡) в ОДУ для

капитала 𝑘 (𝑡) и в сопряженное уравнение, получаем систему (1.20).

Пусть теперь 𝑡 ∈ 𝑇2. Тогда 𝑢 (𝑡) = 1, и подстановкой полученного значения 𝑢 (𝑡) в

уравнения для капитала 𝑘 (𝑡) и сопряженной переменной 𝑝 (𝑡) можно вывести систему (1.21).

Наконец, покажем, что функция 𝑝 (𝑡) неотрицательна на множестве 𝑇2 и обращается в

нуль только в момент времени 𝑡 = 𝑇 . Предположим, что это не так. Тогда в силу непрерывно­

сти функции 𝑝 (𝑡) найдутся такие момент времени 𝜏 ′ ∈ 𝑇2 и число 𝛿 > 0, 0 ≤ 𝜏 ′ < 𝜏 ′ + 𝛿 ≤ 𝑇 ,
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что для любого 𝑡 ∈ [𝜏 ′, 𝜏 ′ + 𝛿] выполняется неравенство 𝑝 (𝑡) ≤ 0. Без ограничения общности

рассуждений можно считать, что 𝑝 (𝑡) < 0, а 𝑝 (𝜏 ′ + 𝛿) = 0, поскольку либо 𝜏 ′ + 𝛿 = 𝑇 , либо

же при 𝜏 ′ + 𝛿 < 𝑇 возможны два случая: либо траектория (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) лежит в области 𝐷2

вплоть до момента времени 𝑇 , что сводится к предыдущему случаю, либо же траектория

может перейти в область 𝐷1, вследствие чего сопряженная переменная перед переходом в

область 𝐷1 по теореме о промежуточном значении обратится в нуль. Тогда рассмотрим в

области 𝐷2 производную функции 𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽:

𝑑

𝑑𝑡

{︁
𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽

}︁
=
𝑑𝑝

𝑑𝑡
(𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽 =

(︃
𝜌𝑝 (𝑡)− 𝛽𝑟

(𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽

)︃
(𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽 =

= 𝜌𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽 − 𝛽𝑟 ≤ −𝛽𝑟.

Тогда для любого 𝑡 ∈ [𝜏 ′, 𝜏 ′ + 𝛿] справедливо неравенство

𝑑

𝑑𝑡

{︁
𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽

}︁
≤ −𝛽𝑟.

Проинтегрировав неравенство от 𝜏 ′ до 𝑡 ∈ [𝜏 ′, 𝜏 ′ + 𝛿], получаем неравенство

𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽 ≤ 𝑝 (𝜏 ′) (𝑟𝑘 (𝜏 ′) + 𝑤)
1−𝛽 − 𝛽𝑟 (𝑡− 𝜏 ′) .

Положив 𝑡 = 𝜏 ′+𝛿, получаем противоречие с тем, что 0 ≤ 𝑝 (𝜏 ′) (𝑟𝑘 (𝜏 ′) + 𝑤)1−𝛽−𝛽𝑟𝛿 < 0. Та­

ким образом, мы показали, что сопряженная переменная неотрицательна на 𝑇2 и обращается

в нуль только в момент времени 𝑡 = 𝑇 .

Лемма доказана.

Определение 2. Будем говорить, что при фиксированном 𝑖 ∈ {1, 2} область 𝐷𝑖 явля­

ется ловушкой для пары (𝑘 (·) , 𝑝 (·)), если из существования такого момента времени 𝑡, что

(𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷𝑖, следует, что (𝑘 (𝑠) , 𝑝 (𝑠)) ∈ 𝐷𝑖 для любого 𝑠 > 𝑡.

Лемма 1.11. Пусть 𝜌 ≥ 𝑟. Тогда экстремаль Понтрягина (𝑘 (·) , 𝑝 (·) , 𝑢 (·)) устроена так,

что для любого 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2 и 𝑢 (𝑡) = 1.

Доказательство. Покажем, что пара (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) лежит в области 𝐷2 на всем отрезке [0, 𝑇 ].

Пусть это не так, и 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ) – такой момент времени, что (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1. Изучим в области

𝐷1 поведение функции 𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽, взяв ее производную по времени:

𝑑

𝑑𝑡

{︁
𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽

}︁
=
𝑑𝑝

𝑑𝑡
(𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽 + (1− 𝛽) 𝑟𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)−𝛽 𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) =

= (𝜌− 𝑟) 𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽 + (1− 𝛽) 𝑟𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)−𝛽

(︃
𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 −

(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽
)︃
.
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В силу неравенства
(︁

𝛽
𝑝(𝑡)

)︁ 1
1−𝛽

< 𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 полученное выражение оказывается положитель­

ным, вследствие чего область𝐷1 оказывается ловушкой. При этом из Леммы 1.10 следует, что

условие трансверсальности выполняется в области 𝐷2, то есть, траектория (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) долж­

на заканчиваться в области 𝐷2. Возникает противоречие с тем, что траектория (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡))

заканчивается в области 𝐷1. Таким образом, мы доказали, что траектория (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) лежит

в области 𝐷2 на всем отрезке [0, 𝑇 ], откуда следует, что 𝑢 (𝑡) = 1 для любого 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Лемма

доказана.

Лемма 1.12. Пусть 𝜌 < 𝑟, и справедливо неравенство 𝑇 > 𝑇 * = 1
𝜌
ln 𝑟

𝑟−𝜌
. Тогда су­

ществует единственная экстремаль Понтрягина (𝑘 (·) , 𝑝 (·) , 𝑢 (·)), такая что (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈

𝐷1, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2, 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ], где 𝜏 = 𝑇 − 𝑇 * – такой момент времени, что

𝑝 (𝜏) (𝑟𝑘 (𝜏) + 𝑤)1−𝛽 = 𝛽. При этом управление имеет вид

𝑢𝑇 (𝑡) =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜌− 𝛽𝑟

(1− 𝛽) 𝑟

1

1− 𝑟−𝜌
(1−𝛽)𝑟

𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝜏−𝑡)

, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏,

1, 𝜏 < 𝑡 ≤ 𝑇.

(1.22)

Доказательство. Покажем, что область 𝐷2 является ловушкой. Пусть это не так, тогда

существуют такие момент времени 𝜏1 и число 𝛿 > 0, 0 ≤ 𝜏1 < 𝜏1 + 𝛿 < 𝑇 , что для любого

𝑡 ∈ [𝜏1, 𝜏1 + 𝛿] (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2, а при 𝑡 > 𝜏1 + 𝛿 (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1.

Изучим поведение функции 𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽 на отрезке [𝜏1, 𝜏1 + 𝛿], найдя ее производ­

ную:

𝑑

𝑑𝑡

{︁
𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽

}︁
=

=

(︃
𝜌𝑝 (𝑡)− 𝛽𝑟

(𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽

)︃
(𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽 = 𝜌𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽 − 𝛽𝑟 ≤ 𝛽 (𝜌− 𝑟) < 0.

Положим 𝑡 = 𝜏 ′ + 𝛿. Тогда найдется число 𝛿1 > 0 такое, что справедливо неравенство

𝑝 (𝜏 ′ + 𝛿 + 𝛿1) (𝑟𝑘 (𝜏
′ + 𝛿 + 𝛿1) + 𝑤)

1−𝛽 − 𝑝 (𝜏 ′ + 𝛿) (𝑟𝑘 (𝜏 ′ + 𝛿) + 𝑤)
1−𝛽

<

<
𝛿1
2

𝑑

𝑑𝑡

{︁
𝑝 (𝑡) (𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤)1−𝛽

}︁⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜏 ′+𝛿

< 0.

Но тогда

𝑝 (𝜏 ′ + 𝛿 + 𝛿1) (𝑟𝑘 (𝜏
′ + 𝛿 + 𝛿1) + 𝑤)

1−𝛽
< 𝑝 (𝜏 ′ + 𝛿) (𝑟𝑘 (𝜏 ′ + 𝛿) + 𝑤)

1−𝛽 ≤ 𝛽,

откуда следует, что (𝑘 (𝜏 ′ + 𝛿 + 𝛿1) , 𝑝 (𝜏
′ + 𝛿 + 𝛿1)) ∈ 𝐷2. Полученное противоречие с тем, что

при 𝑡 > 𝜏 ′ + 𝛿 (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1, доказывает, что область 𝐷2 является ловушкой.



41

Таким образом, либо пара (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) лежит в области 𝐷2 на всем отрезке [0, 𝑇 ], либо

существует такой момент времени 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ), что для любого 𝑡 ∈ [0, 𝜏) (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1, а

для любого 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ] (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2, причем

𝑝 (𝜏) (𝑟𝑘 (𝜏) + 𝑤)1−𝛽 = 𝛽.

Покажем, что при 𝑇 > 𝑇 * экстремаль Понтрягина, в которой пара (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) принад­

лежит области 𝐷2 на всем отрезке [0, 𝑇 ], является недопустимой. Из системы ОДУ (1.21)

следует, что

𝑘 (𝑡) = 𝑘0,

𝑝 (𝑡) =
𝛽𝑟

𝜌 (𝑟𝑘0 + 𝑤)1−𝛽
+

(︃
𝑝 (0)− 𝛽𝑟

𝜌 (𝑟𝑘0 + 𝑤)1−𝛽

)︃
𝑒𝜌𝑡.

Используя условие трансверсальности, выразим 𝑝 (0):

𝑝 (0) =
𝛽𝑟

𝜌 (𝑟𝑘0 + 𝑤)1−𝛽

(︀
1− 𝑒−𝜌𝑇

)︀
.

С другой стороны, 𝑝 (0) ≤ 𝛽

(𝑟𝑘0+𝑤)1−𝛽
, поэтому 𝑟

𝜌

(︀
1− 𝑒−𝜌𝑇

)︀
≤ 1, или

𝑒−𝜌𝑇 ≥ 𝑟 − 𝜌

𝑟
,

откуда следует, что

𝑇 ≤ 1

𝜌
ln

{︂
𝑟

𝑟 − 𝜌

}︂
= 𝑇 *,

что противоречит неравенству 𝑇 > 𝑇 *. Следовательно, рассмотренная экстремаль Понтря­

гина является недопустимой.

Таким образом, единственно допустимой экстремалью Понтрягина оказывается тройка

(𝑘 (·) , 𝑝 (·) , 𝑢 (·)), в которой пара (𝑘 (·) , 𝑝 (·)) в некоторый момент времени 𝜏 > 0 осуществляет

переход из области 𝐷1 в область 𝐷2. Покажем, что разность 𝑇 − 𝜏 является ограниченной.

Пусть (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2. Из системы ОДУ (1.21) следует, что

𝑘 (𝑡) = 𝑘 (𝜏) ,

𝑝 (𝑡) =
𝛽𝑟

𝜌 (𝑟𝑘 (𝜏) + 𝑤)1−𝛽
+

(︃
𝑝 (𝜏)− 𝛽𝑟

𝜌 (𝑟𝑘 (𝜏) + 𝑤)1−𝛽

)︃
𝑒𝜌(𝑡−𝜏).

Из условия трансверсальности следует, что 𝑝 (𝜏) = 𝛽𝑟

𝜌(𝑟𝑘(𝜏)+𝑤)1−𝛽

(︀
1− 𝑒−𝜌(𝑇−𝜏)

)︀
. Поскольку

𝑝 (𝜏) = 𝛽

(𝑟𝑘(𝜏)+𝑤)1−𝛽
, имеем

𝑟

𝜌

(︀
1− 𝑒−𝜌(𝑇−𝜏)

)︀
= 1,

откуда следует, что

𝑇 − 𝜏 =
1

𝜌
ln

{︂
𝑟

𝑟 − 𝜌

}︂
= 𝑇 *.
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Выведем теперь управление, разрешив краевую задачу⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑟𝑘 + 𝑤 −

(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽

,

𝑘 (0) = 𝑘0,

𝑑𝑝

𝑑𝑡
(𝑡) = (𝜌− 𝑟) 𝑝 (𝑡) ,

𝑝 (𝜏) (𝑟𝑘 (𝜏) + 𝑤)1−𝛽 = 𝛽.

Из уравнения на сопряженную переменную следует, что 𝑝 (𝑡) = 𝑝 (0) 𝑒(𝜌−𝑟)𝑡. Подставляя функ­

цию 𝑝 (𝑡) в правую часть ОДУ для капитала, находим, в свою очередь, его решение:

𝑘 (𝑡) = 𝑘0𝑒
𝑟𝑡 +

𝑤

𝑟

(︀
𝑒𝑟𝑡 − 1

)︀
−
(︂

𝛽

𝑝 (0)

)︂ 1
1−𝛽 1− 𝛽

𝛽𝑟 − 𝜌
𝑒𝑟𝑡
(︁
𝑒
𝛽𝑟−𝜌
1−𝛽 𝑡 − 1

)︁
. (1.23)

Тогда из условия 𝑝 (𝜏) (𝑟𝑘 (𝜏) + 𝑤)1−𝛽 = 𝛽 можно вывести уравнение относительно значения

𝑝 (0):

𝑝 (0) 𝑒(𝜌−𝑟)𝜏 ·

·

[︃
(𝑟𝑘0 + 𝑤) 𝑒𝑟𝜏 −

(︂
𝛽

𝑝 (0)

)︂ 1
1−𝛽 (1− 𝛽) 𝑟

𝛽𝑟 − 𝜌

(︁
𝑒
𝑟−𝜌
1−𝛽 𝜏 − 𝑒𝑟𝜏

)︁]︃1−𝛽

= 𝛽 ⇒

⇒
(︂

𝛽

𝑝 (0)

)︂ 1
1−𝛽

=
𝜌− 𝛽𝑟

(1− 𝛽) 𝑟
(𝑟𝑘0 + 𝑤) · 1

1− 𝑟 − 𝜌

(1− 𝛽) 𝑟
𝑒
𝛽𝑟−𝜌
1−𝛽 𝜏

.

Следовательно,

𝑢𝑇 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤

𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︁
𝑘0 +

𝑤

𝑟

)︁ 𝑒
𝑟−𝜌
1−𝛽 𝑡

1− 𝑟−𝜌
(1−𝛽)𝑟

𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏,

1, 𝜏 < 𝑡 ≤ 𝑇,

или, подставляя формулу (1.23) для динамики капитала, имеем

𝑢𝑇 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜌− 𝛽𝑟

(1− 𝛽) 𝑟

1

1− 𝑟−𝜌
(1−𝛽)𝑟

𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 (𝜏−𝑡)

, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏,

1, 𝜏 < 𝑡 ≤ 𝑇.

Лемма доказана.

Доказательство Теоремы 1.3. Мы получили в двух случаях по соотношению параметров

𝜌 и 𝑟 единственную экстремаль Понтрягина, являющуюся решением задачи оптимального

управления с конечным горизонтом 𝑇 в силу условий 1, 2 Теоремы 1.4 и теоремы Филип­

пова [41, p.314, Theorem 9.3.i]. Переходя к пределу при 𝑇 → +∞, мы получаем экстремаль
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Понтрягина на бесконечном горизонте времени, которая оказывается искомым обобщенным

решением, причем в силу Леммы 1.9 и Теоремы 1.4 данная экстремаль оказывается решением

при 𝜌 > 𝛽𝑟 в классическом смысле.

1. 𝜌 ≤ 𝑟. При данном соотношении параметров мы получили по Лемме 1.12, что 𝑇−𝜏 ≤ 𝑇 *.

Следовательно, 𝜏 * −−−−→
𝑇→+∞

+∞. Переходя к пределу при 𝑇 → +∞, имеем

𝑢 (𝑘0) =
𝜌− 𝛽𝑟

(1− 𝛽) 𝑟
.

2. 𝜌 ≥ 𝑟. По Лемме 1.11 управление равно единице на всем отрезке [0, 𝑇 ], поэтому в пределе

при 𝑇 → +∞ мы имеем 𝑢 (𝑘0) = 1.

Таким образом, для управления получаем формулу (1.17).

Теорема доказана.

1.2.4. Случай с ограниченной ликвидностью капитала

В этом разделе мы также полагаем начальный момент времени равным нулю, а вместо

переменной 𝑠 используется переменная 𝑡.

Так же, как и в предыдущем пункте, нам будет удобно переформулировать постановку

задачи. Для начала докажем следующую лемму.

Лемма 1.13. Пусть 𝑘0 ≥ 0. Тогда для любого момента времени 𝑡 ∈ [0,+∞) в модели с

ограниченной ликвидностью капитала (1.1), (1.2), (1.3′′) справедливо неравенство

𝑘 (𝑡) ≥ 0.

Доказательство. В силу правой части неравенства (1.3′′) имеем

𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 − 𝑐 (𝑡) ≥ −

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘 (𝑡) .

Тогда в силу леммы Гронуолла-Беллмана справедлива оценка

𝑘 (𝑡) ≥ 𝑘0𝑒
−( 1

𝜃
−𝑟)𝑡 ≥ 0,

что и требовалось доказать.

Используя результат Леммы 1.13 и неравенство (1.3′′), мы можем представить потреби­

тельские расходы в виде

𝑐 (𝑡) = 𝑢 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂
,
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где 𝑢 (𝑡) – доля потребительских расходов, удовлетворяющая ограничению (1.3𝑢).

Тогда задачу оптимального управления (1.1), (1.2), (1.3′′) переформулируем следующим

образом:

+∞∫︁
0

𝑒−𝜌𝑡 (𝑢 (𝑡))𝛽
(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂𝛽

𝑑𝑡→ max
𝑢(·)

, (1.1′′)

𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 − 𝑢 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂
, 𝑘 (0) = 𝑘0, (1.2′′)

0 ≤ 𝑢 (𝑡) ≤ 1. (1.3𝑢)

Теорема 1.5. Пусть 𝜌 > 𝛽𝑟. Тогда решение задачи оптимального управления на беско­

нечном горизонте (1.1′′), (1.2′′), (1.3𝑢) дается следующим позиционным управлением:

𝑢 (𝑘, 𝜌) = min

{︃
𝑠 (𝜌, 𝜏)

𝑘 + 𝑤𝜂 (𝜏)
𝑘
𝜃
+ 𝑤

, 1

}︃
, (1.24)

где функции 𝑠 (·, ·) и 𝜂 (·) определены как

𝑠 (𝜌, 𝜏) ≡ 𝑠 [𝜌, 𝜏 |𝛽, 𝜃, 𝑟 ] =
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

1−
(︁
1− 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝜃
)︁
𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

, (1.25)

𝜂 (𝜏) ≡ 𝜂 [𝜏 |𝜃, 𝑟 ] = 1− 𝑒−𝑟𝜏

𝑟
+ 𝜃𝑒−𝑟𝜏 (1.26)

соответственно, а функция 𝜏 ≡ 𝜏 (𝑘, 𝑟, 𝑤, 𝜌, 𝛽, 𝜃) равна +∞, если 𝜌 ≤ 𝑟, нулю, если 𝜌 ≥

𝛽𝑟 + 1−𝛽
𝜃
> 𝑟, и функции 𝜏 * (𝑘, 𝑟, 𝑤, 𝜌, 𝛽, 𝜃), выражаемой в терминах решений уравнений

𝑠 (𝜌, 𝜏 *) (𝑘0 + 𝑤𝜂 (𝜏 *)) 𝑒−
𝜌−𝑟
1−𝛽 𝜏

*
=
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︀
𝑘0 +

𝑤
𝑟

)︀
𝑒𝑟𝜏

*
+ 𝑤𝜃 − 𝑤

𝑟

𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏* − 1 + 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝜃

=
𝑤

1− 𝑞*
, (1.27)

𝐼∞ (𝑞*) =

+∞∫︁
0

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢(︁

1− 𝑞*
(︁
1− 𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢

)︁)︁1−𝛽
𝑑𝑢 = 𝜃, (1.28)

если 𝑟 < 𝜌 < 𝛽𝑟 + 1−𝛽
𝜃
.

Замечание 6. В терминах задачи оптимального управления (1.1), (1.2), (1.3′′) програм­

ма потребительских расходов имеет вид

𝑐4 (𝑘, 𝜌) = 𝑢 (𝑘, 𝜌)

(︂
𝑘

𝜃
+ 𝑤

)︂
.

Замечание 7. Для нашей задачи (1.1′′), (1.2′′), (1.3𝑢) можно показать, что выполнены

условия теоремы 1.4. Положив 𝑝 ∈ (0, 𝑤𝜃), а также

𝑔 (𝑘, 𝑢) = 𝑢𝛽
(︂
𝑘

𝜃
+ 𝑤

)︂𝛽

, 𝑓 (𝑘, 𝑢) = 𝑟𝑘 + 𝑤 − 𝑢

(︂
𝑘

𝜃
+ 𝑤

)︂
, 𝐺 = (−𝑝,+∞) , 𝑈 = [0, 1] ,
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а также 𝐶0 = 𝑟+ 𝑤
2
, можно проверить, что выполнены условия 1 и 2. Условие 3 Теоремы 1.4

выполняется при 𝜌 > 𝛽𝑟 и функциях

𝜇 (𝑡) = 𝑒−(𝜌−𝛽𝑟)𝑡

(︂
𝑘0
𝜃

+
𝑤

𝜃𝑟

(︀
1− 𝑒−𝑟𝑡

)︀
+ 𝑤𝑒−𝑟𝑡

)︂𝛽

, 𝜔 (𝑇 ) =
𝑒−(𝜌−𝛽𝑟)𝑇

𝜌− 𝛽𝑟

(︂
𝑘0
𝜃

+
𝑤

𝜃𝑟

)︂𝛽

.

откуда следует существование оптимального управления задачи (1.1′′), (1.2′′), (1.3𝑢) в случае,

когда 𝜌 > 𝛽𝑟. Чтобы разрешить вопрос возможной расходимости функционала (1.1′′) в случае

𝜌 ≤ 𝛽𝑟 и уточнить понятие оптимальности, можно использовать Определение 1 обобщенного

решения c 𝑐𝑇𝑛 (𝑡) = 𝑢𝑇𝑛 (𝑡)
(︁

𝑘𝑇𝑛 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︁
.

Здесь рассмотрим вспомогательную задачу оптимального управления при фиксирован­

ном конечном горизонте 𝑇 с функционалом

𝐽 (0, 𝑘0; 𝑘 (·) , 𝑢 (·)) =
𝑇∫︁

0

𝑒−𝜌𝑡 (𝑢 (𝑡))𝛽
(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂𝛽

𝑑𝑡→ max
𝑢(·)

, (1.1′′𝑇 )

задачей Коши (1.2′′) и ограничением (1.3𝑢).

Лемма 1.14. Пусть пара (𝑘 (𝑡) , 𝑢 (𝑡)) является решением задачи оптимального управ­

ления (1.1′′𝑇 ), (1.2
′′), (1.3𝑢). Тогда существует такая абсолютно непрерывная функция 𝑝 (𝑡) на

отрезке [0, 𝑇 ], что

1. оптимальное управление 𝑢 (𝑡) имеет следующее представление:

𝑢 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
min

{︃(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽 1

𝑘(𝑡)
𝜃

+ 𝑤
, 1

}︃
, 𝑝 (𝑡) > 0,

1, 𝑝 (𝑡) ≤ 0;

(1.29)

2. выполняется условие трансверсальности

𝑝 (𝑇 ) = 0;

3. для любых таких 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ), что

(𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1
def
=

{︃
(𝑘, 𝑝) : 𝑝

(︂
𝑘

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

> 𝛽

}︃
,

справедлива следующая система ОДУ:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 −

(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽

,

𝑑𝑝

𝑑𝑡
(𝑡) = (𝜌− 𝑟) 𝑝 (𝑡) ;

(1.30)
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4. для любых таких 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], что

(𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2
def
=

{︃
(𝑘, 𝑝) : 𝑝

(︂
𝑘

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

≤ 𝛽

}︃
,

справедлива следующая система ОДУ:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) = −

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘 (𝑡) ,

𝑑𝑝

𝑑𝑡
(𝑡) =

(︂
𝜌− 𝑟 +

1

𝜃

)︂
𝑝 (𝑡)− 𝛽

𝜃

1(︁
𝑘(𝑡)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

,
(1.31)

причем 𝑝 (𝑡) ≥ 0, а равенство 𝑝 (𝑡) = 0 достигается только при 𝑡 = 𝑇 .

Доказательство. Пара (𝑘, 𝑢) удовлетворяет необходимому условию оптимальности, а имен­

но принципу максимума Понтрягина с фиксированным моментом времени 𝑇 и свободным

правым концом 𝑘 (𝑇 ) [7, с.79-80]. Функция Гамильтона-Понтрягина имеет вид

𝐻 (𝑡, 𝑘, 𝜓, 𝑢) = 𝑒−𝜌𝑡

[︂
𝑘

𝜃
+ 𝑤

]︂𝛽
𝑢𝛽 + 𝜓

[︁(︁
𝑟 − 𝑢

𝜃

)︁
𝑘 + (1− 𝑢)𝑤

]︁
.

В силу Леммы 1.13 𝑘
𝜃
+ 𝑤 ≥ 𝑤 > 0, поэтому функция 𝐻 определена корректно. Кроме того,

мы переопределяем функцию Гамильтона-Понтрягина как 𝐻 (𝑡, 𝑘, 𝜓, 𝑢) = 𝑒−𝜌𝑡ℋ (𝑘, 𝑝, 𝑢), что

позволяет рассматривать текущее значение гамильтониана ℋ (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡) , 𝑢 (𝑡)) с сопряжен­

ной переменной 𝑝 (𝑡) = 𝜓 (𝑡) 𝑒𝜌𝑡.

Так как функция ℋ дифференцируема по 𝑢, мы можем применить необходимое условие

экстремума:

𝜕ℋ
𝜕𝑢

(𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡) , 𝑢 (𝑡)) = 𝛽

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂𝛽

(𝑢 (𝑡))𝛽−1 − 𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂
= 0 ⇒

⇒ 𝑢 (𝑡) =

(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽 1

𝑘(𝑡)
𝜃

+ 𝑤
.

Полученное выражение имеет смысл при 𝑝 (𝑡) > 0, поэтому 𝑢 (𝑡) > 0. В случае, если значение

𝑢 (𝑡) оказывается вне отрезка [0, 1], в качестве максимизатора нужно брать единицу. Заметим

также, что необходимое условие экстремума оказывается достаточным, поскольку

𝜕2ℋ
𝜕𝑢2

(𝑘, 𝑝, 𝑢) = −𝛽 (1− 𝛽)

[︂
𝑘

𝜃
+ 𝑤

]︂𝛽
1

𝑢2−𝛽
< 0.

При 𝑝 (𝑡) ≤ 0 мы имеем 𝜕ℋ
𝜕𝑢

> 0, поэтому максимум функции Гамильтона-Понтрягина по

𝑢 достигается в точке 𝑢 = 1. Таким образом, оптимальное управление 𝑢 (𝑡) имеет представ­

ление, определяемое формулой (1.29).
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В силу перехода к текущему значению гамильтониана сопряженное уравнение имеет

следующий вид:

𝑑𝑝

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝜌𝑝 (𝑡)− 𝜕ℋ

𝜕𝑘
(𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡) , 𝑢 (𝑡)) = (𝜌− 𝑟) 𝑝 (𝑡)− 𝛽

𝜃

(𝑢 (𝑡))𝛽[︁
𝑘(𝑡)
𝜃

+ 𝑤
]︁1−𝛽

+
𝑢 (𝑡)

𝜃
𝑝 (𝑡) .

Обозначим

𝑇1 = {𝑡 ∈ [0, 𝑇 ) : (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1} ,

𝑇2 = {𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] : (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2} .

Пусть 𝑡 ∈ 𝑇1. Заметим, что 𝑇 /∈ 𝑇1, поскольку в противном случае мы получаем про­

тиворечие с неравенством 0 > 𝛽. Тогда 𝑢 (𝑡) =
(︁

𝛽
𝑝(𝑡)

)︁ 1
1−𝛽 1

𝑘(𝑡)
𝜃

+𝑤
. Подставляя 𝑢 (𝑡) в ОДУ для

капитала 𝑘 (𝑡) и в сопряженное уравнение, получаем систему (1.30).

Пусть теперь 𝑡 ∈ 𝑇2. Тогда 𝑢 (𝑡) = 1, и подстановкой полученного значения 𝑢 (𝑡) в

уравнения для капитала 𝑘 (𝑡) и сопряженной переменной 𝑝 (𝑡) можно вывести систему (1.31).

Наконец, покажем, что функция 𝑝 (𝑡) неотрицательна на множестве 𝑇2 и обращается в

нуль только в момент времени 𝑡 = 𝑇 . Предположим, что это не так. Тогда в силу непрерывно­

сти функции 𝑝 (𝑡) найдутся такие момент времени 𝜏 ′ ∈ 𝑇2 и число 𝛿 > 0, 0 ≤ 𝜏 ′ < 𝜏 ′ + 𝛿 ≤ 𝑇 ,

что для любого 𝑡 ∈ [𝜏 ′, 𝜏 ′ + 𝛿] выполняется неравенство 𝑝 (𝑡) ≤ 0. Без ограничения общности

рассуждений можно считать, что 𝑝 (𝑡) < 0, а 𝑝 (𝜏 ′ + 𝛿) = 0, поскольку либо 𝜏 ′ + 𝛿 = 𝑇 , ли­

бо же при 𝜏 ′ + 𝛿 < 𝑇 возможны два случая: либо траектория (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) лежит в области

𝐷2 вплоть до момента времени 𝑇 , что сводится к предыдущему случаю, либо же траекто­

рия может перейти в область 𝐷1, вследствие чего сопряженная переменная перед переходом

в обалсть 𝐷1 по теореме о промежуточном значении обратится в нуль. Тогда рассмотрим

производную функции 𝑝 (𝑡)
(︁

𝑘(𝑡)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

:

𝑑

𝑑𝑡

{︃
𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽
}︃

=
𝑑𝑝

𝑑𝑡
(𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

+
1− 𝛽

𝜃
𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂−𝛽
𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) =

=

⎛⎜⎝(︂𝜌− 𝑟 +
1

𝜃

)︂
𝑝 (𝑡)− 𝛽

𝜃

1(︁
𝑘(𝑡)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

⎞⎟⎠(︂𝑘 (𝑡)
𝜃

+ 𝑤

)︂1−𝛽

−

−1− 𝛽

𝜃
𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂−𝛽 (︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘 (𝑡) =

= 𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽 (︂
𝜌− 𝑟 +

1

𝜃
− (1− 𝛽)

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘 (𝑡)

𝑘 (𝑡) + 𝑤𝜃

)︂
− 𝛽

𝜃
.

(1.32)

В силу Леммы 1.13 справедливо двойное неравенство 0 ≤ 𝑘(𝑡)
𝑘(𝑡)+𝑤𝜃

< 1. Пользуясь правой
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частью этого неравенства, получаем, что

𝜌− 𝑟 +
1

𝜃
− (1− 𝛽)

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘 (𝑡)

𝑘 (𝑡) + 𝑤𝜃
> 𝜌− 𝑟 +

1

𝜃
− (1− 𝛽)

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
= 𝜌+ 𝛽

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
> 0.

Тогда, пользуясь выведенной формулой (1.32), можем вывести для любого 𝑡 ∈ [𝜏 ′, 𝜏 ′ + 𝛿]

неравенство

𝑑

𝑑𝑡

{︃
𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽
}︃

≤ −𝛽
𝜃
.

Проинтегрировав неравенство от 𝜏 ′ до 𝑡 ∈ [𝜏 ′, 𝜏 ′ + 𝛿], получаем неравенство

𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

≤ 𝑝 (𝜏 ′)

(︂
𝑘 (𝜏 ′)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

− 𝛽

𝜃
(𝑡− 𝜏 ′) .

Положив 𝑡 = 𝜏 ′+𝛿, получаем противоречие с тем, что 0 ≤ 𝑝 (𝜏 ′)
(︁

𝑘(𝜏 ′)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

− 𝛽
𝜃
𝛿 < 0. Таким

образом, мы показали, что сопряженная переменная неотрицательна на 𝑇2 и обращается в

нуль только в момент времени 𝑡 = 𝑇 .

Лемма доказана.

Лемма 1.15. Справедливы следующие утверждения:

� Интеграл

𝐼𝑇 (𝑞) =

𝑇∫︁
0

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢(︁

1− 𝑞
(︁
1− 𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢

)︁)︁1−𝛽
𝑑𝑢, (𝑇, 𝑞) ∈ [0,+∞)× [0, 1] , (1.33)

строго возрастает по 𝑇 на [0,+∞) при каждом фиксированном 𝑞 ∈ [0, 1], строго воз­

растает по 𝑞 на отрезке [0, 1] при каждом фиксированном 𝑇 ∈ (0,+∞). Кроме того,

существует предел

lim
𝑇→+∞

𝐼𝑇 (𝑞) =

+∞∫︁
0

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢(︁

1− 𝑞
(︁
1− 𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢

)︁)︁1−𝛽
𝑑𝑢 ≡ 𝐼∞ (𝑞) ,

а функция 𝐼∞ (𝑞) строго возрастает по 𝑞 на отрезке [0, 1];

� Уравнение

𝐼𝑇 (𝑞) = 𝜃

имеет единственное решение тогда и только тогда, когда справедливо двойное неравен­

ство

𝑇 ** =
1

𝜌+ 𝛽
(︀
1
𝜃
− 𝑟
)︀ ln(︃ 1

𝜃
(︀
1−𝛽
𝜃

+ 𝛽𝑟 − 𝜌
)︀)︃ < 𝑇 < 𝑇 *,
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где

𝑇 * =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝜌− 𝑟 + 1
𝜃

ln

(︂
1

𝜃 (𝑟 − 𝜌)

)︂
, 𝜌 < 𝑟,

+∞, 𝜌 ≥ 𝑟,

а функция 𝑞 (𝑇, 𝜃 | 𝛽, 𝑟, 𝜌), определяемая как решение уравнения, убывает по 𝑇 .

Доказательство. Найдем при любых 𝑞 ∈ [0, 1] , 𝑢 ∈ [0,+∞) для функции

𝑖 (𝑢, 𝑞) =
𝑒−(𝜌−𝑟+ 1

𝜃 )𝑢(︁
1− 𝑞

(︁
1− 𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢

)︁)︁1−𝛽

частную производную по 𝑞:

𝜕𝑖

𝜕𝑞
(𝑢, 𝑞) = (1− 𝛽)

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢
(︁
1− 𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢

)︁
(︁
1− 𝑞

(︁
1− 𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢

)︁)︁2−𝛽
.

Так как 𝜕𝑖
𝜕𝑞

(𝑢, 𝑞) положительна для любых (𝑢, 𝑞) ∈ [0,+∞)× [0, 1], то функция 𝑖 (𝑢, 𝑞) строго

возрастает по 𝑞 при фиксированном 𝑢 ≥ 0. Следовательно, 𝐼𝑇 (𝑞) строго возрастает по 𝑞, а

для функции 𝑖 (𝑢, 𝑞) справедливо двойное неравенство

0 < 𝑖 (𝑢, 0) = 𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢 ≤ 𝑖 (𝑢, 𝑞) ≤ 𝑖 (𝑢, 1) = 𝑒−(𝜌+𝛽( 1

𝜃
−𝑟))𝑢. (1.34)

Из левой части двойного неравенства (1.34) следует, что в силу положительности подынте­

гральной функции для любых 𝑇 ′, 𝑇 ′′ таких, что 𝑇 ′ > 𝑇 ′′, справедливо неравенство 𝐼𝑇 ′ (𝑞) >

𝐼𝑇 ′′ (𝑞), то есть, интеграл 𝐼𝑇 (𝑞) строго возрастает по 𝑇 при каждом фиксированном 𝑞 ∈ [0, 1].

Проинтегрировав двойное неравенство (1.34) от 0 до 𝑇 , получим двойное неравенство

1− 𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑇

𝜌− 𝑟 + 1
𝜃

≤ 𝐼𝑇 (𝑞) ≤ 1− 𝑒−(𝜌+𝛽( 1
𝜃
−𝑟))𝑇

𝜌+ 𝛽
(︀
1
𝜃
− 𝑟
)︀ <

1

𝜌+ 𝛽
(︀
1
𝜃
− 𝑟
)︀ , (1.35)

из правой части которого следует, что функция 𝐼𝑇 (𝑞) ограничена сверху, поэтому по теореме

о монотонной сходимости существует предел 𝐼∞ (𝑞) = lim
𝑇→+∞

𝐼𝑇 (𝑞).

Рассмотрим теперь уравнение 𝐼𝑇 (𝑞) = 𝜃. В силу строгого возрастания функции 𝐼𝑇 (𝑞)

по 𝑞 и теоремы о прохождении непрерывной функции через промежуточное значение можно

заключить, что для каждого 𝑇 существует единственное 𝑞 ∈ [0, 1], такое что выполняется

равенство 𝐼𝑇 (𝑞) = 𝜃, в том и только в том случае, когда справедливо двойное неравенство

вида

1− 𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑇

𝜌− 𝑟 + 1
𝜃

≤ 𝜃 ≤ 1− 𝑒−(𝜌+𝛽( 1
𝜃
−𝑟))𝑇

𝜌+ 𝛽
(︀
1
𝜃
− 𝑟
)︀ <

1

𝜌+ 𝛽
(︀
1
𝜃
− 𝑟
)︀ .

Легко проверить, что левая и правые части этого двойного неравенства выполняются для

любых 𝑇 , таких что 𝑇 ** < 𝑇 < 𝑇 *.
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Покажем теперь, что функция 𝑞 (𝑇, 𝜃 | 𝛽, 𝑟, 𝜌) убывает по 𝑇 . Для этого достаточно взять

любые такие 𝑇 ′, 𝑇 ′′, что 𝑇 ′ > 𝑇 ′′, и рассмотреть уравнение 𝐼𝑇 (𝑞) = 𝜃 при 𝑇 = 𝑇 ′ и 𝑇 = 𝑇 ′′:

𝐼𝑇 ′′ (𝑞𝑇 ′′) = 𝜃 = 𝐼𝑇 ′ (𝑞𝑇 ′) = 𝐼𝑇 ′′ (𝑞𝑇 ′) +

𝑇 ′∫︁
𝑇 ′′

𝑖 (𝑢, 𝑞𝑇 ′) 𝑑𝑢 > 𝐼𝑇 ′′ (𝑞𝑇 ′) .

В силу строгого возрастания 𝐼𝑇 по 𝑞 получаем, что 𝑞 (𝑇 ′, 𝜃 | 𝛽, 𝑟, 𝜌) < 𝑞 (𝑇 ′′, 𝜃 | 𝛽, 𝑟, 𝜌).

Лемма доказана.

Как и в предыдущем разделе, мы здесь используем Определение 2 ловушки для области

𝐷𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2}.

Лемма 1.16. Пусть 𝜌 ≥ 𝛽𝑟+ 1−𝛽
𝜃
. Тогда экстремаль Понтрягина (𝑘 (·) , 𝑝 (·) , 𝑢 (·)) устро­

ена так, что для любого 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2 и 𝑢 (𝑡) = 1.

Доказательство. Покажем, что пара (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) лежит в области 𝐷2 на всем отрезке [0, 𝑇 ].

Пусть это не так, и 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ) – такой момент времени, что (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1. Изучим в области

𝐷1 поведение функции 𝑝 (𝑡)
(︁

𝑘(𝑡)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

, взяв ее производную по времени:

𝑑

𝑑𝑡

{︃
𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽
}︃

=
𝑑𝑝

𝑑𝑡
(𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

+
1− 𝛽

𝜃
𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂−𝛽
𝑑𝑘

𝑑𝑡
(𝑡) =

= (𝜌− 𝑟) 𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

+
1− 𝛽

𝜃
𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂−𝛽
(︃
𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 −

(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽
)︃

=

= 𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂−𝛽
(︃
(𝜌− 𝑟)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂
+

1− 𝛽

𝜃

(︃
𝑟𝑘 (𝑡) + 𝑤 −

(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽
)︃)︃

=

= 𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂−𝛽

·

(︃
𝜌− 𝛽𝑟

𝜃
𝑘 (𝑡) +

(︂
𝜌− 𝑟 +

1− 𝛽

𝜃

)︂
𝑤 − 1− 𝛽

𝜃

(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽
)︃
.

Обозначим

𝑔 (𝑡) =
𝜌− 𝛽𝑟

𝜃
𝑘 (𝑡) +

(︂
𝜌− 𝑟 +

1− 𝛽

𝜃

)︂
𝑤 − 1− 𝛽

𝜃

(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽

.

Так как выполняется неравенство
(︁

𝛽
𝑝(𝑡)

)︁ 1
1−𝛽

< 𝑘(𝑡)
𝜃

+ 𝑤, для функции 𝑔 (𝑡) справедливо нера­

венство

𝑔 (𝑡) >
𝜌− 𝛽𝑟

𝜃
𝑘 (𝑡) +

(︂
𝜌− 𝑟 +

1− 𝛽

𝜃

)︂
𝑤 − 1− 𝛽

𝜃

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂
=

=

(︂
𝜌− 𝛽𝑟 − 1− 𝛽

𝜃

)︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ (𝜌− 𝑟)𝑤.

Функция 𝑔− (𝑡) =
(︀
𝜌− 𝛽𝑟 − 1−𝛽

𝜃

)︀ 𝑘 (𝑡)
𝜃

+ (𝜌− 𝑟)𝑤 положительна, так как в силу неравенства

1
𝜃
> 𝑟 из неравенства 𝜌 ≥ 𝛽𝑟 + 1−𝛽

𝜃
следует неравенство 𝜌 > 𝑟. Но тогда

𝑑

𝑑𝑡

{︃
𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽
}︃
> 𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂−𝛽

𝑔− (𝑡) > 0,
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откуда следует, что область𝐷1 является ловушкой. В то же время из Леммы 1.14 следует, что

условие трансверсальности выполняется в области 𝐷2, то есть, траектория (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) долж­

на заканчиваться в области 𝐷2. Получаем противоречие с тем, что траектория (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡))

заканчивается в области 𝐷1. Следовательно, траектория (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) лежит в области 𝐷2 на

всем отрезке [0, 𝑇 ], откуда следует, что 𝑢 (𝑡) = 1 для любого 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Лемма доказана.

Лемма 1.17. Пусть 𝜌 < 𝑟, и справедливо неравенство 𝑇 > 𝑇 * = 1
𝜌−𝑟+ 1

𝜃

ln 1
𝜃(𝑟−𝜌)

. Тогда

существует единственная экстремаль Понтрягина (𝑘 (·) , 𝑝 (·) , 𝑢 (·)), такая что (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈

𝐷1, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2, 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ], где 𝜏 – такой момент времени, что 𝑇 − 𝜏 < 𝑇 *.

Доказательство. Для начала покажем, что область 𝐷2 является ловушкой. Пусть это не

так, тогда существуют такие момент времени 𝜏1 и число 𝛿 > 0, 0 ≤ 𝜏1 < 𝜏1 + 𝛿 < 𝑇 , что для

любого 𝑡 ∈ [𝜏1, 𝜏1 + 𝛿] (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2, а при 𝑡 > 𝜏1 + 𝛿 (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1.

Изучим поведение функции 𝑝 (𝑡)
(︁

𝑘(𝑡)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

на отрезке [𝜏1, 𝜏1 + 𝛿], воспользовавшись

формулой (1.32) для производной:

𝑑

𝑑𝑡

{︃
𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽
}︃

=

= 𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽 (︂
𝜌− 𝑟 +

1

𝜃
− (1− 𝛽)

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘 (𝑡)

𝑘 (𝑡) + 𝑤𝜃

)︂
− 𝛽

𝜃
=

= 𝑝 (𝑡)⏟ ⏞ 
>0

(Л. 1.14)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

⏟  ⏞  
≥𝑤

(Л. 1.13)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝𝜌− 𝑟⏟  ⏞  
<0

− (1− 𝛽)

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘 (𝑡)

𝑘 (𝑡) + 𝑤𝜃⏟  ⏞  
≥0

(Л. 1.13)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

+
1

𝜃

(︃
𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

− 𝛽

)︃
⏟  ⏞  

≤0

< 0.

Положим 𝑡 = 𝜏 ′ + 𝛿. Тогда найдется число 𝛿1 > 0 такое, что справедливо неравенство

𝑝 (𝜏 ′ + 𝛿 + 𝛿1)

(︂
𝑘 (𝜏 ′ + 𝛿 + 𝛿1)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

− 𝑝 (𝜏 ′ + 𝛿)

(︂
𝑘 (𝜏 ′ + 𝛿)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

<

<
𝛿1
2

𝑑

𝑑𝑡

{︃
𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽
}︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=𝜏 ′+𝛿

< 0.

Но тогда

𝑝 (𝜏 ′ + 𝛿 + 𝛿1)

(︂
𝑘 (𝜏 ′ + 𝛿 + 𝛿1)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

< 𝑝 (𝜏 ′ + 𝛿)

(︂
𝑘 (𝜏 ′ + 𝛿)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

≤ 𝛽,

откуда следует, что (𝑘 (𝜏 ′ + 𝛿 + 𝛿1) , 𝑝 (𝜏
′ + 𝛿 + 𝛿1)) ∈ 𝐷2. Полученное противоречие с тем, что

при 𝑡 > 𝜏 ′ + 𝛿 (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1, доказывает, что область 𝐷2 является ловушкой.
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Таким образом, либо пара (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) лежит в области 𝐷2 на всем отрезке [0, 𝑇 ], либо

существует такой момент времени 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ), что для любого 𝑡 ∈ [0, 𝜏) (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1, а

для любого 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ] (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2, причем

𝑝 (𝜏)

(︂
𝑘 (𝜏)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

= 𝛽.

Покажем, что при 𝑇 > 𝑇 * экстремаль Понтрягина, в которой пара (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) принад­

лежит области 𝐷2 на всем отрезке [0, 𝑇 ], является недопустимой. Из системы ОДУ (1.31)

следует, что

𝑘 (𝑡) = 𝑘0𝑒
−( 1

𝜃
−𝑟)𝑡,

𝑝 (𝑡) =

(︂
𝑝 (0)− 𝛽

𝜃
𝐼 (𝑡, 0)

)︂
𝑒(𝜌−𝑟+ 1

𝜃 )𝑡,

где

𝐼 (𝑡, 𝜏) =

𝑡−𝜏∫︁
0

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢[︁

𝑤 + 𝑘(𝜏)
𝜃
𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢

]︁1−𝛽
𝑑𝑢.

Из условия трансверсальности следует, что 𝑝 (0) = 𝛽
𝜃
𝐼 (𝑇, 0). С другой стороны, 𝑝 (0) ≤

𝛽

( 𝑘0𝜃 +𝑤)
1−𝛽 , поэтому

(︀
𝑘0
𝜃
+ 𝑤

)︀1−𝛽
𝐼 (𝑇, 0) ≤ 𝜃, или

𝐼𝑇

(︂
𝑘0

𝑘0 + 𝑤𝜃

)︂
=

𝑇∫︁
0

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢(︁

1− 𝑘0
𝑘0+𝑤𝜃

(︁
1− 𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢

)︁)︁1−𝛽
𝑑𝑢 ≤ 𝜃.

Заметим, что 𝐼𝑇 (0) =
𝑇∫︀
0

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢 𝑑𝑢 = 1−𝑒

−(𝜌−𝑟+1
𝜃 )𝑇

𝜌−𝑟+ 1
𝜃

. Так как по Лемме 1.15 𝐼𝑇 ′ (𝑞) > 𝐼𝑇 ′′ (𝑞)

для любых 𝑇 ′, 𝑇 ′′ таких, что 𝑇 ′ > 𝑇 ′′ > 0, 𝑞 ∈ [0, 1], то 𝐼𝑇 (0) > 𝐼𝑇 * (0). Но тогда

𝐼𝑇 * (0) =
1− 𝑒−(𝜌−𝑟+ 1

𝜃 )𝑇 *

𝜌− 𝑟 + 1
𝜃

=
1− 𝜃 (𝑟 − 𝜌)

𝜌− 𝑟 + 1
𝜃

= 𝜃.

Поскольку при каждом 𝑇 > 0 функция 𝐼𝑇 (𝑞) строго возрастает по 𝑞, имеем, что

𝜃 ≥ 𝐼𝑇

(︂
𝑘0

𝑘0 + 𝑤𝜃

)︂
≥ 𝐼𝑇 (0) > 𝐼𝑇 * (0) = 𝜃.

Получаем противоречие. Следовательно, рассмотренная экстремаль Понтрягина является

недопустимой.

Таким образом, мы показали, что единственной экстремалью Понтрягина является трой­

ка (𝑘 (·) , 𝑝 (·) , 𝑢 (·)), в которой пара (𝑘 (·) , 𝑝 (·)) в некоторый момент времени 𝜏 осуществляет

переход из области 𝐷1 в область 𝐷2. Нам достаточно показать, что разность 𝑇 − 𝜏 является

ограниченной. Пусть (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2. Из системы ОДУ (1.31) следует, что

𝑘 (𝑡) = 𝑘0𝑒
−( 1

𝜃
−𝑟)(𝑡−𝜏),

𝑝 (𝑡) =

(︂
𝑝 (𝜏)− 𝛽

𝜃
𝐼 (𝑡, 𝜏)

)︂
𝑒(𝜌−𝑟+ 1

𝜃 )(𝑡−𝜏),
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где

𝐼 (𝑡, 𝜏) =

𝑡−𝜏∫︁
0

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢(︁

𝑤 + 𝑘(𝜏)
𝜃
𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢

)︁1−𝛽
𝑑𝑢.

Из условия трансверсальности следует, что 𝑝 (𝜏) = 𝛽
𝜃
𝐼 (𝑇, 𝜏). С другой стороны, 𝑝 (𝜏) =

𝛽

( 𝑘(𝜏)𝜃 +𝑤)
1−𝛽 , тогда имеем

𝛽(︁
𝑘(𝜏)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

= 𝑝 (𝜏) =
𝛽

𝜃
𝐼 (𝑇, 𝜏) =

𝛽

𝜃

𝑇−𝜏∫︁
0

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢(︁

𝑤 + 𝑘(𝜏)
𝜃
𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢

)︁1−𝛽
𝑑𝑢 ≥

≥ 𝛽

𝜃

𝑇−𝜏∫︁
0

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢(︁

𝑤 + 𝑘(𝜏)
𝜃

)︁1−𝛽
𝑑𝑢 =

𝛽

𝜃
(︁

𝑘(𝜏)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

𝑇−𝜏∫︁
0

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢 𝑑𝑢 =

=
𝛽

𝜃
(︁

𝑘(𝜏)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

1− 𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )(𝑇−𝜏)

𝜌− 𝑟 + 1
𝜃

.

Следовательно, получаем неравенство

1− 𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )(𝑇−𝜏)

𝜌− 𝑟 + 1
𝜃

≤ 𝜃,

из которого следует, что

𝑇 − 𝜏 ≤ 1

𝜌− 𝑟 + 1
𝜃

ln

{︂
1

𝜃 (𝑟 − 𝜌)

}︂
= 𝑇 *.

Лемма доказана.

Лемма 1.18. Пусть экстремаль Понтрягина устроена так, что пара (𝑘 (·) , 𝑝 (·)) осу­

ществляет в момент времени 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ) единственный переход из области 𝐷1 в область 𝐷2.

Тогда (︂
𝛽

𝑝 (0)

)︂ 1
1−𝛽

=

1

𝜃

(︁
𝑘0 +

𝑤

𝑟

)︁
+ 𝑤

(︂
1− 1

𝜃𝑟

)︂
𝑒−𝑟𝜏

1

𝜃

1− 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

+ 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

, (1.36)

а значение капитала в момент перехода равно

𝑘 (𝜏) = 𝜃

⎛⎝𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︀
𝑘0 +

𝑤
𝑟

)︀
𝑒𝑟𝜏 + 𝑤𝜃 − 𝑤

𝑟

𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏 − 1 + 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝜃

− 𝑤

⎞⎠ ≡ 𝜅 (𝜏) . (1.37)

Если при этом либо 𝜌 = 𝑟 и 𝑘0 > 0, либо 𝑟 < 𝜌 < 𝛽𝑟 + 1−𝛽
𝜃
, то функция 𝜅 (𝜏) строго убывает

по 𝜏 .
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Доказательство. Пусть (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1. Из системы ОДУ (1.30) можно найти следующие

формулы для сопряженной переменной и капитала:

𝑝 (𝑡) = 𝑝 (0) 𝑒(𝜌−𝑟)𝑡,

𝑘 (𝑡) = 𝑘0𝑒
𝑟𝑡 +

𝑤

𝑟

(︀
𝑒𝑟𝑡 − 1

)︀
−
(︂

𝛽

𝑝 (0)

)︂ 1
1−𝛽 1− 𝛽

𝛽𝑟 − 𝜌
𝑒𝑟𝑡
(︁
𝑒
𝛽𝑟−𝜌
1−𝛽 𝑡 − 1

)︁
.

Подставив эти формулы в соотношение 𝑝 (𝜏)
(︁

𝑘(𝜏)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

= 𝛽, находим связь между момен­

том времени 𝜏 и значением сопряженной переменной 𝑝 (0):

𝑝 (0) 𝑒(𝜌−𝑟)𝜏 ·

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑘0𝑒

𝑟𝜏 +
𝑤

𝑟
(𝑒𝑟𝜏 − 1)−

(︂
𝛽

𝑝 (0)

)︂ 1
1−𝛽

𝑒𝑟𝜏 1−𝑒
− 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽 𝜏

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

𝜃
+ 𝑤

⎞⎟⎟⎟⎠
1−𝛽

= 𝛽 ⇒

⇒
(︂

𝛽

𝑝 (0)

)︂ 1
1−𝛽

=

1

𝜃

(︁
𝑘0 +

𝑤

𝑟

)︁
+ 𝑤

(︂
1− 1

𝜃𝑟

)︂
𝑒−𝑟𝜏

1

𝜃

1− 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

+ 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

.

Тогда значение капитала 𝑘 (𝜏), зависящее от момента времени перехода 𝜏 с подставленным

значением
(︁

𝛽
𝑝(0)

)︁ 1
1−𝛽

, имеет следующий вид:

𝑘 (𝜏) = 𝑘0𝑒
𝑟𝜏 +

𝑤

𝑟
(𝑒𝑟𝜏 − 1)−

1

𝜃

(︁
𝑘0 +

𝑤

𝑟

)︁
+ 𝑤

(︂
1− 1

𝜃𝑟

)︂
𝑒−𝑟𝜏

1

𝜃

1− 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

+ 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

𝑒𝑟𝜏
1− 𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

=

= 𝑘0𝑒
𝑟𝜏 +

𝑤

𝑟
(𝑒𝑟𝜏 − 1)−

(︁
𝑘0𝑒

𝑟𝜏 +
𝑤

𝑟
𝑒𝑟𝜏 + 𝑤𝜃 − 𝑤

𝑟

)︁
+
𝑘0𝑒

𝑟𝜏 +
𝑤

𝑟
𝑒𝑟𝜏 + 𝑤𝜃 − 𝑤

𝑟

1− 𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

+ 𝜃𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

𝜃𝑒−
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏 =

= 𝜃

⎛⎝𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︀
𝑘0 +

𝑤
𝑟

)︀
𝑒𝑟𝜏 + 𝑤𝜃 − 𝑤

𝑟

𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏 − 1 + 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝜃

− 𝑤

⎞⎠ ,

и тем самым мы вывели формулу (1.37).

Изучим теперь поведение функции 𝜅 (𝜏), найдя ее производную по 𝜏 :

𝑑𝜅

𝑑𝜏
(𝜏) =

𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽
𝜃 ·

(𝑟𝑘0 + 𝑤) 𝑒𝑟𝜏
(︁
𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏 − 1 + 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝜃
)︁
− 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

(︀(︀
𝑘0 +

𝑤
𝑟

)︀
𝑒𝑟𝜏 + 𝑤𝜃 − 𝑤

𝑟

)︀
(︁
𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏 − 1 + 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝜃
)︁2 =

= 𝑒𝑟𝜏
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

𝜃(︁
𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏 − 1 + 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝜃
)︁2 𝑙 (𝜏) ,
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где

𝑙 (𝜏) = (𝑟𝑘0 + 𝑤) 𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏 − 𝜃

1− 𝛽

(︂
1− 𝛽

𝜃
+ 𝛽𝑟 − 𝜌

)︂
(𝑟𝑘0 + 𝑤)− 𝜌− 𝛽𝑟

(1− 𝛽) 𝑟
(𝑟𝑘0 + 𝑤) 𝑒

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏−

−𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽
𝑒
𝜌−𝑟
1−𝛽 𝜏

(︁
𝑤𝜃 − 𝑤

𝑟

)︁
=

=
𝑒
𝜌−𝑟
1−𝛽 𝜏

1− 𝛽

(︁
(𝜌− 𝛽𝑟)

𝑤

𝑟
− (𝜌− 𝛽𝑟)𝑤𝜃 − (𝜌− 𝑟)

(︁
𝑘0 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒𝑟𝜏 ± (𝜌− 𝑟)

𝑤

𝑟

)︁
−

− 𝜃

1− 𝛽

(︂
1− 𝛽

𝜃
+ 𝛽𝑟 − 𝜌

)︂
(𝑟𝑘0 + 𝑤) =

=
𝑒
𝜌−𝑟
1−𝛽 𝜏

1− 𝛽

(︂
𝑤𝜃

(︂
1− 𝛽

𝜃
+ 𝛽𝑟 − 𝜌

)︂
− (𝜌− 𝑟)

(︂
𝑘0𝑒

𝑟𝜏 + 𝑤
𝑒𝑟𝜏 − 1

𝑟

)︂)︂
−

− 𝜃

1− 𝛽

(︂
1− 𝛽

𝜃
+ 𝛽𝑟 − 𝜌

)︂
(𝑟𝑘0 + 𝑤) .

Покажем, что функция 𝑙 (𝜏) отрицательна для всех 𝜏 > 0. Для начала заметим, что

𝑙 (0) =
1

1− 𝛽

(︂
𝑤𝜃

(︂
1− 𝛽

𝜃
+ 𝛽𝑟 − 𝜌

)︂
− (𝜌− 𝑟) 𝑘0

)︂
− 𝜃

1− 𝛽

(︂
1− 𝛽

𝜃
+ 𝛽𝑟 − 𝜌

)︂
(𝑟𝑘0 + 𝑤) =

= − 1

1− 𝛽

(︂
𝜌− 𝑟 + 𝜃𝑟

(︂
1− 𝛽

𝜃
+ 𝛽𝑟 − 𝜌

)︂)︂
𝑘0 = −𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽
(1− 𝜃𝑟) 𝑘0 ≤ 0.

Теперь посчитаем производную функции 𝑙 (𝜏):

𝑑𝑙

𝑑𝜏
(𝜏) =

𝜌− 𝑟

1− 𝛽
𝑒
𝜌−𝑟
1−𝛽 𝜏

(︂
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

𝑤

𝑟
− 𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽
𝑤𝜃 − 𝜌− 𝑟

1− 𝛽

(︁
𝑘0 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒𝑟𝜏 − 𝑟

(︁
𝑘0 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒𝑟𝜏
)︂

=

=
(𝜌− 𝑟) (𝜌− 𝛽𝑟)

(1− 𝛽)2
𝑒
𝜌−𝑟
1−𝛽 𝜏

(︁𝑤
𝑟
− 𝑤𝜃 −

(︁
𝑘0 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒𝑟𝜏
)︁
=

= −(𝜌− 𝑟) (𝜌− 𝛽𝑟)

(1− 𝛽)2
𝑒
𝜌−𝑟
1−𝛽 𝜏

(︂
𝑤
𝑒𝑟𝜏 − 1

𝑟
+ 𝑘0𝑒

𝑟𝜏 + 𝑤𝜃

)︂
< 0.

Таким образом, мы показали, что при 𝑟 < 𝜌 < 𝛽𝑟+ 1−𝛽
𝜃

справедливы неравенства 𝑙 (0) ≤ 0

и 𝑑𝑙
𝑑𝜏

(𝜏) < 0, из которых следует, что функция 𝑙 (𝜏) отрицательна при 𝜏 > 0. В случае, когда

𝜌 = 𝑟, а 𝑘0 > 0, мы имеем 𝑙 (𝜏) = −𝑟 (1− 𝜃𝑟) 𝑘0 < 0. Следовательно, производная 𝑑𝜅
𝑑𝜏

(𝜏)

отрицательна, откуда следует, что 𝜅 (𝜏) строго убывает по 𝜏 .

Лемма 1.19. Пусть 𝑟 ≤ 𝜌 < 𝛽𝑟 + 1−𝛽
𝜃
. Тогда существует единственная экстремаль

Понтрягина (𝑘 (·) , 𝑝 (·) , 𝑢 (·)), устроенная следующим образом:

1. Если 𝜌 = 𝑟, то для любого 𝑘0 > 0 существует константа 𝐶 = 𝐶 (𝑘0, 𝜌, 𝑤, 𝜃) такая, что

𝑇 − 𝜏 ≤ 𝐶, а при 𝑘0 = 0 𝑢 (𝑡) = 1 на всем отрезке [0, 𝑇 ];

2. Если 𝑟 < 𝜌 < 𝛽𝑟 + 1−𝛽
𝜃

и 𝑘0
𝑘0+𝑤𝜃

≤ 𝑞 (𝑇 − 𝜏, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌), то управление 𝑢 (𝑡) = 1 на всем

отрезке [0, 𝑇 ];
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3. Если 𝑟 < 𝜌 < 𝛽𝑟 + 1−𝛽
𝜃

и 𝑘0
𝑘0+𝑤𝜃

> 𝑞 (𝑇 − 𝜏, 𝜃 | 𝛽, 𝑟, 𝜌), то пара (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1, 𝑡 ∈ [0, 𝜏),

а (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷2, 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ], а 𝜏 – момент времени, являющийся решением уравнения

𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︀
𝑘0 +

𝑤
𝑟

)︀
𝑒𝑟𝜏 + 𝑤𝜃 − 𝑤

𝑟

𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏 − 1 + 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝜃

=
𝑤

1− 𝑞 (𝑇 − 𝜏, 𝜃 | 𝛽, 𝑟, 𝜌)
(1.38)

и ограниченный константой, не зависящей от 𝑇 .

Доказательство. Покажем сначала, что пара (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) может совершать переход между

областями не более одного раза. Предположим противное. Так как траектория должна за­

канчиваться в области 𝐷2, то существуют такие моменты времени 𝜏 *, 𝜏 ** и число 𝛿 > 0, что

0 < 𝜏 * − 𝛿 < 𝜏 * < 𝜏 ** < 𝑇 и 𝑧 (𝜏 *) = 𝑧 (𝜏 **) = 𝛽, при этом 𝑧 (𝑡) ≤ 𝛽, 𝑡 ∈ [𝜏 * − 𝛿, 𝜏 *]∪ [𝜏 **, 𝑇 ] , а

𝑧 (𝑡) > 𝛽, 𝑡 ∈ (𝜏 *, 𝜏 **). Из равенства 𝑧 (𝜏 *) = 𝑧 (𝜏 **) получаем, что

𝑝 (𝜏 *)

(︂
𝑘 (𝜏 *)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

= 𝑝 (𝜏 **)

(︂
𝑘 (𝜏 **)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽

.

Так как (𝑘 (𝑡) , 𝑝 (𝑡)) ∈ 𝐷1, 𝑡 ∈ (𝜏 *, 𝜏 **), то тогда 𝑝 (𝜏 **) = 𝑝 (𝜏 *) 𝑒(𝜌−𝑟)(𝜏**−𝜏*). Отсюда получаем,

что
𝑘 (𝜏 *)

𝜃
+ 𝑤 =

(︂
𝑘 (𝜏 **)

𝜃
+ 𝑤

)︂
𝑒
𝜌−𝑟
1−𝛽 (𝜏

**−𝜏*) ≥ 𝑘 (𝜏 **)

𝜃
+ 𝑤,

откуда следует, что 𝑘 (𝜏 *) ≥ 𝑘 (𝜏 **). Найдем теперь значение производной по времени функ­

ции 𝑧 (𝑡) при условии, что 𝑧 (𝑡) = 𝛽. Для этого воспользуемся формулой (1.32):

𝑑𝑧

𝑑𝑡
(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑧(𝑡)=𝛽

= 𝛽

(︂
𝜌− 𝑟 +

1

𝜃
− (1− 𝛽)

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘 (𝑡)

𝑘 (𝑡) + 𝑤𝜃

)︂
− 𝛽

𝜃
=

= 𝛽

(︂
𝜌− 𝑟 − (1− 𝛽)

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘 (𝑡)

𝑘 (𝑡) + 𝑤𝜃

)︂
.

Так как переход из области 𝐷2 в область 𝐷1 возникает в момент времени 𝜏
*, а переход из

области 𝐷1 в область 𝐷2 – в момент времени 𝜏
**, производные функции 𝑧 (𝑡) в эти моменты

времени имеют разные знаки, причем 𝑑𝑧
𝑑𝑡
(𝜏 *) > 0, а 𝑑𝑧

𝑑𝑡
(𝜏 **) < 0. Но тогда

𝑑𝑧

𝑑𝑡
(𝜏 *) = 𝛽

(︂
𝜌− 𝑟 − (1− 𝛽)

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘 (𝜏 *)

𝑘 (𝜏 *) + 𝑤𝜃

)︂
> 0 >

> 𝛽

(︂
𝜌− 𝑟 − (1− 𝛽)

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘 (𝜏 **)

𝑘 (𝜏 **) + 𝑤𝜃

)︂
=
𝑑𝑧

𝑑𝑡
(𝜏 **) .

Но тогда отсюда следует, что 𝑘(𝜏**)
𝑘(𝜏**)+𝑤𝜃

> 𝑘(𝜏*)
𝑘(𝜏*)+𝑤𝜃

. Так как

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑥

𝑥+ 𝑤𝜃

)︂
=

𝑤𝜃

(𝑥+ 𝑤𝜃)2
> 0, 𝑥 ≥ 0,

то функция 𝑥
𝑥+𝑤𝜃

является строго возрастающей на [0,+∞), и тогда 𝑘 (𝜏 **) > 𝑘 (𝜏 *), что

противоречит ранее полученному неравенству 𝑘 (𝜏 **) ≤ 𝑘 (𝜏 *).
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Таким образом, полученное противоречие доказывает, что пара (𝑘, 𝑝) либо целиком ле­

жит в области 𝐷2 на всем отрезке [0, 𝑇 ], либо осуществляет переход из области 𝐷1 в область

𝐷2.

Пусть 𝜌 = 𝑟, 𝑘0 > 0 и предположим, что пара (𝑘 (·) , 𝑝 (·)) лежит в области 𝐷2 на всем

отрезке [0, 𝑇 ]. Тогда в начальный момент времени выполняется условие 𝑝 (0)
(︀
𝑘0
𝜃
+ 𝑤

)︀1−𝛽 ≤ 𝛽.

С другой стороны, в силу условия трансверсальности мы имеем равенство 𝑝 (0) = 𝛽
𝜃
𝐼 (𝑇, 0).

Посредством арифметических преобразований можно получить неравенство

𝐼𝑇

(︂
𝑘0

𝑘0 + 𝑤𝜃

)︂
≤ 𝜃.

В силу Леммы 1.15 интеграл 𝐼𝑇 возрастает по 𝑇 . Кроме того,

𝐼∞ (0) = 𝜃 < 𝐼∞

(︂
𝑘0

𝑘0 + 𝑤𝜃

)︂
.

Так как 𝐼0

(︁
𝑘0

𝑘0+𝑤𝜃

)︁
= 0, 𝐼∞

(︁
𝑘0

𝑘0+𝑤𝜃

)︁
> 𝜃, то существует такое 𝐶1 = 𝐶1 (𝜌, 𝑘0, 𝑤, 𝜃) > 0, что

𝐼𝐶1

(︁
𝑘0

𝑘0+𝑤𝜃

)︁
= 𝜃. Положив 𝑇 > 𝐶1, получаем противоречие с тем, что 𝐼𝑇 (𝑞) строго возрастает

по 𝑇 при любом фиксированном 𝑞 ∈ [0, 1]. Тогда существует момент времени 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ) такой,

что 𝑝 (𝜏)
(︁

𝑘(𝜏)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

= 𝛽.

Следовательно, справедливо уравнение

𝐼𝑇−𝜏

(︂
𝑘 (𝜏)

𝑘 (𝜏) + 𝑤𝜃

)︂
= 𝜃,

откуда следует, что

𝑘 (𝜏) = 𝑤𝜃
𝑞 (𝑇 − 𝜏, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌)

1− 𝑞 (𝑇 − 𝜏, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌)
.

В силу Леммы 1.18 справедливо неравенство

𝑤𝜃
𝑞 (𝑇 − 𝜏, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌)

1− 𝑞 (𝑇 − 𝜏, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌)
≥ lim

𝜏→+∞
𝑘 (𝜏) = 𝜃𝜌𝑘0,

откуда следует, что

𝑞 (𝑇 − 𝜏, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌) ≥ 𝜌𝑘0
𝜌𝑘0 + 𝑤

,

и тем самым 𝐼𝑇−𝜏

(︁
𝜌𝑘0

𝜌𝑘0+𝑤

)︁
≤ 𝜃. Поскольку 𝐼∞ (0) = 𝜃 < 𝐼∞

(︁
𝜌𝑘0

𝜌𝑘0+𝑤

)︁
, то существует такое 𝐶2 =

𝐶2 (𝜌, 𝑘0, 𝑤, 𝜃) > 0, что справедливо равенство 𝐼𝐶2

(︁
𝜌𝑘0

𝜌𝑘0+𝑤

)︁
= 𝜃. Следовательно, справедливо

неравенство 𝑇 − 𝜏 ≤ 𝐶2.

Пусть теперь 𝑘0 = 0 и предположим, что пара 𝑘 (·) , 𝑝 (·) осуществляет переход из области

𝐷1 в область 𝐷2. Тогда производная функции 𝑝 (𝑡)
(︁

𝑘(𝑡)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

равна

𝑑

𝑑𝑡

{︃
𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂1−𝛽
}︃

= 𝑝 (𝑡)

(︂
𝑘 (𝑡)

𝜃
+ 𝑤

)︂−𝛽

·

(︃
𝜌− 𝛽𝑟

𝜃
𝑘 (𝑡) +

(︂
𝜌− 𝑟 +

1− 𝛽

𝜃

)︂
𝑤−
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1− 𝛽

𝜃

(︂
𝛽

𝑝 (𝑡)

)︂ 1
1−𝛽
)︃

≥ 0,

откуда следует, что область 𝐷1 оказывается ловушкой. Получаем противоречие с тем, что

траектория заканчивается в области𝐷2. Следовательно, при 𝑘0 = 0 траектория принадлежит

области 𝐷2 на всем отрезке [0, 𝑇 ], и 𝑢 (𝑡) = 1.

Пусть теперь выполняются неравенства 𝑟 < 𝜌 < 𝛽𝑟 + 1−𝛽
𝜃

и 𝑘0
𝑘0+𝑤𝜃

≤ 𝑞 (𝑇, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌).

Покажем от противного, что вся траектория лежит в области 𝐷2 на всем отрезке [0, 𝑇 ].

Пусть это не так, тогда

𝐼𝑇−𝜏

(︂
𝑘 (𝜏)

𝑘 (𝜏) + 𝑤𝜃

)︂
= 𝜃.

Заметим, что по Лемме 1.15 𝐼𝑇 возрастает по 𝑇 , а по Лемме 1.18 𝑘 (𝜏) < 𝑘0. Но тогда

𝜃 ≥ 𝐼𝑇

(︂
𝑘0

𝑘0 + 𝑤𝜃

)︂
> 𝐼𝑇−𝜏

(︂
𝑘0

𝑘0 + 𝑤𝜃

)︂
> 𝐼𝑇−𝜏

(︂
𝑘 (𝜏)

𝑘 (𝜏) + 𝑤𝜃

)︂
= 𝜃.

Получаем противоречие с тем, что 𝜃 > 𝜃. Следовательно, траектория лежит целиком в обла­

сти 𝐷2 на всем отрезке [0, 𝑇 ].

Пусть теперь выполняются неравенства 𝑟 < 𝜌 < 𝛽𝑟+ 1−𝛽
𝜃

и 𝑘0
𝑘0+𝑤𝜃

> 𝑞 (𝑇, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌). Тогда

траектория совершает переход между областями 𝐷1 и 𝐷2, так как в противном случае

𝐼𝑇

(︂
𝑘0

𝑘0 + 𝑤𝜃

)︂
> 𝜃,

𝑝 (0)

(︂
𝑘0
𝜃

+ 𝑤

)︂1−𝛽

≤ 𝛽, 𝑝 (0) =
𝛽

𝜃
𝐼 (𝑇, 0) ,

𝜃 < 𝐼𝑇

(︂
𝑘0

𝑘0 + 𝑤𝜃

)︂
< 𝜃,

и мы приходим к противоречию.

Поскольку 𝑝 (𝜏)
(︁

𝑘(𝜏)
𝜃

+ 𝑤
)︁1−𝛽

= 𝛽, условие 𝑝 (𝜏) = 𝛽
𝜃
𝐼 (𝑇, 𝜏) сводится к уравнению

𝐼𝑇−𝜏 (𝑞) = 𝜃, где 𝑞 (𝑇 − 𝜏, 𝜃 | 𝛽, 𝑟, 𝜌) = 𝑘(𝜏)
𝑘(𝜏)+𝑤𝜃

является его решением. По Лемме 1.18 мы знаем

значение капитала в момент времени 𝜏 . Тогда момент перехода из области 𝐷1 в область 𝐷2

может быть определен из решения уравнения

𝑘 (𝜏 *) = 𝜃

⎛⎝𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︀
𝑘0 +

𝑤
𝑟

)︀
𝑒𝑟𝜏

*
+ 𝑤𝜃 − 𝑤

𝑟

𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏* − 1 + 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝜃

− 𝑤

⎞⎠ = 𝑤𝜃
𝑞 (𝑇 − 𝜏 *, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌)

1− 𝑞 (𝑇 − 𝜏 *, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌)
.

Заметим, что lim
𝜏→∞

𝜅 (𝜏) = −𝑤𝜃 < 0. Следовательно, по теореме о промежуточном значении

существует такой момент времени 𝜏0, что 𝜅 (𝜏0) = 0. Обозначим

𝐷 (𝜏) = 𝜅 (𝜏)− 𝑤𝜃
𝑞 (𝑇 − 𝜏, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌)

1− 𝑞 (𝑇 − 𝜏, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌)
.
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Обратим внимание, что функция 𝐷 строго убывает по 𝜏 , поскольку функция 𝜅 (𝜏) по Лемме

1.18 строго убывает по 𝜏 , а функция 𝑤𝜃 𝑞(𝑇−𝜏,𝜃|𝛽,𝑟,𝜌)
1−𝑞(𝑇−𝜏,𝜃|𝛽,𝑟,𝜌) строго возрастает по 𝜏 в силу Леммы

1.15. Положив 𝑇 > 𝜏0, видим, что

𝐷 (0) = 𝑘0 − 𝑤𝜃
𝑞 (𝑇, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌)

1− 𝑞 (𝑇, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌)
> 0,

𝐷 (𝜏0) = 𝜅 (𝜏0)− 𝑤𝜃
𝑞 (𝑇 − 𝜏0, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌)

1− 𝑞 (𝑇 − 𝜏0, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌)
< 0,

поэтому по теореме о нуле непрерывной функции существует единственное значение 𝜏 * ∈

(0, 𝜏0), такое что 𝐷 (𝜏 *) = 0. Нам осталось показать, что 𝜏0 ограничена константой, не зави­

сящей от 𝑇 .

𝜅 (𝜏0) = 𝜃

⎛⎝𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︀
𝑘0 +

𝑤
𝑟

)︀
𝑒𝑟𝜏0 + 𝑤𝜃 − 𝑤

𝑟

𝑒
𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏0 − 1 + 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝜃

− 𝑤

⎞⎠ = 0 ⇒

𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︁
𝑘0 +

𝑤

𝑟

)︁
𝑒𝑟𝜏0 = 𝑤𝑒

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏0 +

𝜌− 𝑟

1− 𝛽

𝑤

𝑟
⇒

𝜏0 <
1− 𝛽

𝜌− 𝑟
ln

(︂
1

𝑤

𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︁
𝑘0 +

𝑤

𝑟

)︁)︂
≡ 𝜏+0 .

Заметим, что выполняется неравенство 𝑘0 > 𝑤𝜃 𝑞(𝑇,𝜃|𝛽,𝑟,𝜌)
1−𝑞(𝑇,𝜃|𝛽,𝑟,𝜌) . Функция 𝑞 (𝑇, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌) поло­

жительна и убывает по 𝑇 , поэтому по теореме о монотонной сходимости существует предел

𝑞 (𝛽, 𝜃, 𝑟, 𝜌) = lim
𝑇→+∞

𝑞 (𝑇, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌), являющийся единственным решением уравнения (1.28). То­

гда 𝑘0 > 𝑤𝜃 𝑞(𝛽,𝜃,𝑟,𝜌)
1−𝑞(𝛽,𝜃,𝑟,𝜌)

, то есть, нижняя оценка на 𝑘0 не влияет на ограниченность 𝜏0. Таким

образом, момент перехода 𝜏 * ограничен константой 𝜏+0 , не зависящей от 𝑇 .

Лемма доказана.

Доказательство Теоремы 1.5. В каждом случае по соотношению параметров мы получи­

ли единственную экстремаль Понтрягина, которая является решением задачи оптимального

управления с конечным горизонтом 𝑇 в силу условий 1, 2 Теоремы 1.4 и теоремы Филип­

пова [41, p.314, Theorem 9.3.i]. Переходя к пределу при 𝑇 → +∞, мы получаем экстремаль

Понтрягина на бесконечном горизонте времени. Она является искомым обобщенным решени­

ем, причем в силу Леммы 1.9 и Теоремы 1.4 данная экстремаль оказывается решением при

𝜌 > 𝛽𝑟 в классическом смысле. Нам осталось показать, каким получается управление.

1. 𝜌 ≤ 𝑟. При данном соотношении параметров мы получили по Лемме 1.17 и по пункту

1 Леммы 1.19, что 𝑇 − 𝜏 ≤ 𝐶. Следовательно, 𝜏 * −−−−→
𝑇→+∞

+∞. Тогда из формулы (1.36)

следует, что (︂
𝛽

𝑝 (0)

)︂ 1
1−𝛽

−−−−→
𝑇→+∞

𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︁
𝑘0 +

𝑤

𝑟

)︁
,
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причем этот же результат остается верным и при 𝜌 = 𝑟, 𝑘0 > 0. Управление при этом

принимает вид

𝑢 (𝑘0) =
𝜌− 𝛽𝑟

(1− 𝛽) 𝑟

𝑟𝑘0 + 𝑤
𝑘0
𝜃
+ 𝑤

,

а при 𝜌 = 𝑟

lim
𝑘0→0

𝑢 (𝑘0) = 1,

что подтверждает непрерывность управления в точке 𝑘 = 0.

2. 𝑟 < 𝜌 < 𝛽𝑟+ 1−𝛽
𝜃
, 𝑘0
𝑘0+𝑤𝜃

> 𝑞 (𝑇, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌). В силу пункта 3 Леммы 1.19 момент времени 𝜏 *

ограничен константой, не зависящей от 𝑇 , поэтому 𝑇 − 𝜏 * −−−−→
𝑇→+∞

+∞. Следовательно,

существует предел 𝜏 * = 𝑓 (𝑇,𝑤, 𝑟, 𝜌, 𝛽, 𝜃, 𝑘0) −−−−→
𝑇→+∞

𝑓 (+∞, 𝑤, 𝑟, 𝜌, 𝛽, 𝜃, 𝑘0) = 𝜏∞, и тогда

𝜏∞ определяется решением уравнения (1.27), а 𝑞 (𝜃, 𝛽, 𝑟, 𝜌) – решением уравнения (1.28).

3. 𝑟 < 𝜌 < 𝛽𝑟+ 1−𝛽
𝜃
, 𝑘0

𝑘0+𝑤𝜃
≤ 𝑞 (𝑇, 𝜃| 𝛽, 𝑟, 𝜌). В силу пункта 2 Леммы 1.19 управление равно

единице на всем отрезке [0, 𝑇 ], поэтому в пределе при 𝑇 → +∞ мы имеем 𝑢 (𝑘0) = 1.

4. 𝜌 ≥ 𝛽𝑟 + 1−𝛽
𝜃
. По Лемме 1.16 управление равно единице на всем отрезке [0, 𝑇 ], поэтому

в пределе при 𝑇 → +∞ мы имеем 𝑢 (𝑘0) = 1.

В конечном итоге полученные для управления формулы можно объединить записью

(1.24).

Теорема доказана.
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Глава 2

Принцип Фишера и социальная динамика в системах

нелинейных ОДУ

В настоящей главе мы, используя полученные ранее решения задач оптимального управ­

ления в форме синтеза, опишем модели социальной динамики популяции из 𝐻 домашних хо­

зяйств и докажем для каждой из них справедливость гипотезы Рамсея о социальной страти­

фикации. Используемый подход к построению моделей позволяет интерпретировать гипотезу

Рамсея на языке популяционной динамики и выявить аналогию с принципом естественного

отбора, изложенным в монографии Рональда Фишера (см. [44, Ch. 2]).

Всего мы рассматриваем четыре случая: случай Бьюли, случай Беккера, случай с нелик­

видным капиталом и случай ограниченной ликвидности капитала. В параграфе 2.1 мы даем в

каждом случае определение модели социальной динамики и формулируем основную теорему.

В параграфе 2.2 приводится доказательство вспомогательных результатов. Доказательство

же основной теоремы вынесено в параграф 2.3.

2.1. Основные определения и формулировка теоремы об

асимптотике решений

В стартовый момент времени 𝑡0 = 0 у каждого домашнего хозяйства с индексом ℎ ∈

{1, . . . , 𝐻} имеется в распоряжении сбережений в размере 𝑘ℎ0 ≥ 0, причем суммарные сбере­

жения всех домашних хозяйств положительны: 𝐾0 =
𝐻∑︀

ℎ=1

𝑘ℎ0 > 0.

Положим 𝐾 =
𝐻∑︀

ℎ=1

𝑘ℎ,𝑊 =
𝐻∑︀

ℎ=1

𝑤ℎ, где величина 𝑤ℎ является уровнем заработной платы

домашнего хозяйства с индексом ℎ. Используя синтез оптимального управления, построен­

ный в Теоремах 1.1, 1.2, 1.3, 1.5, будем описывать динамику капитала с помощью задачи

Коши
𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡
= 𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ − 𝑐

(︀
𝑘ℎ, 𝜌ℎ

(︀
𝑘ℎ, 𝐾

)︀)︀
, 𝑘ℎ (0) = 𝑘ℎ0 ,

где функция 𝜌ℎ
(︀
𝑘ℎ, 𝐾

)︀
определяется в соответствии с гипотезой относительного дохода Дж.

Дьюзенберри [42] следующим образом:

𝜌ℎ
(︀
𝑘ℎ, 𝐾

)︀
= 𝑟𝜙

(︂
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

𝑟𝐾 +𝑊

)︂
, (2.1)

а функция 𝜙 (·) удовлетворяет следующему предположению.



62

Предположение 1. Функция 𝜙 : [0, 1] → R+ непрерывна по Липшицу и строго убывает

на отрезке [0, 1], а ее значения удовлетворяют следующей цепочке неравенств: 𝛽 < 𝜙 (1) <

𝜙
(︀

1
𝐻

)︀
≤ 1 < 𝜙 (0).

Дадим четыре следующих определения.

Определение 3. Моделью Рамсея–Бьюли социальной динамики называется задача Ко­

ши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка вида

𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡
=

1− 𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ+𝑤ℎ

𝑟𝐾+𝑊

)︁
1− 𝛽

[︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

]︀
, 𝑘ℎ (0) = 𝑘ℎ0 , ℎ = 1, . . . , 𝐻. (2.2)

Определение 4. Моделью социальной динамики с неликвидным капиталом называет­

ся задача Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка

вида ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡
=

(︁
1− 𝜙

(︁
𝑟𝑘ℎ+𝑤ℎ

𝑟𝐾+𝑊

)︁)︁
+

1− 𝛽

[︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

]︀
𝑘ℎ (0) = 𝑘ℎ0

, ℎ = 1, . . . , 𝐻. (2.3)

Определение 5. Моделью Рамсея–Беккера социальной динамики называется задача

Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка вида

𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡
=

1− 𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
1− 𝛽

[︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

]︀
+

(︁
𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
− 1
)︁
+

1− 𝛽
𝑤

⎛⎝ 𝑤

𝑐2

(︁
𝑘ℎ, 𝑟𝜙

(︁
𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁)︁
⎞⎠

1−𝛽

𝜙

(︂
𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︂
−1

,

𝑘ℎ (0) = 𝑘ℎ0 , ℎ = 1, . . . , 𝐻,

(2.4)

где функция 𝑐2 (𝑘, 𝜌) является решением уравнения (1.10) при 𝑘 = 𝑘ℎ (𝑡) , 𝜌 = 𝑟𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
.

Определение 6. Моделью социальной динамики с ограниченной ликвидностью капи­

тала называется задача Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

первого порядка вида⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡
= max

{︂(︀
𝑟 − 𝑠

(︀
𝜌ℎ, 𝜏ℎ

)︀)︀
𝑘ℎ + 𝑤

(︀
1− 𝑠

(︀
𝜌ℎ, 𝜏ℎ

)︀
𝜂
(︀
𝜏ℎ
)︀)︀
,

(︂
𝑟 − 1

𝜃

)︂
𝑘ℎ
}︂

𝑘ℎ (0) = 𝑘ℎ0

, ℎ = 1, . . . , 𝐻,

(2.5)

где

𝜌ℎ = 𝑟𝜙

(︂
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

𝑟𝐾 + 𝑤𝐻

)︂
,

функции 𝑠, 𝜂 определяются выражениями (1.25) и (1.26) соответственно, а функция 𝜏ℎ имеет

вид

𝜏ℎ = 𝜏
(︀
𝑘ℎ, 𝑟, 𝑤, 𝜌ℎ, 𝛽, 𝜃

)︀
.
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Сформулируем теперь основной результат для четырех моделей в виде следующей тео­

ремы.

Теорема 2.1. Пусть для функции 𝜙 (·) в моделях социальной динамики (2.2), (2.3),

(2.4), (2.5) выполнено Предположение 1. Тогда для любого вектора начальных значений k0

капиталов домашних хозяйств, принадлежащего множеству

𝒦𝑙
0,𝑑 =

{︀
k ∈ R𝐻

+ : 𝑟𝑘1 + 𝑤1 = . . . = 𝑟𝑘𝑙 + 𝑤𝑙 > 𝑟𝑘𝑙+1 + 𝑤𝑙+1 ≥ . . . ≥ 𝑟𝑘𝐻 + 𝑤𝐻
}︀
, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝐻 − 1,

в случае модели (2.2) или (2.3), или множеству

𝒦𝑙
0,𝑐 =

{︀
k ∈ R𝐻

+ : 𝑘1 = . . . = 𝑘𝑙 > 𝑘𝑙+1 ≥ . . . ≥ 𝑘𝐻
}︀
, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝐻 − 1, (2.6)

в случае модели (2.4) или (2.5), выполняются следующие соотношения:

1. Для всех четырех моделей (2.2), (2.3), (2.4), (2.5):

𝑘ℎ (𝑡) −−−−→
𝑡→+∞

+∞, ℎ = 1, . . . , 𝑙;

2. Для моделей (2.2), (2.3):

𝑟𝑘ℎ (𝑡) + 𝑤ℎ

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
−−−−→
𝑡→+∞

⎧⎪⎨⎪⎩
1

𝑙
, ℎ = 1, . . . , 𝑙,

0, ℎ = 𝑙 + 1, . . . , 𝐻;

3. Для моделей (2.4), (2.5):

𝑟𝑘ℎ (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻
−−−−→
𝑡→+∞

⎧⎪⎨⎪⎩
1

𝑙
, ℎ = 1, . . . , 𝑙,

0, ℎ = 𝑙 + 1, . . . , 𝐻;

4. Для модели (2.2):

𝑘ℎ (𝑡) −−−−→
𝑡→+∞

−𝑤
ℎ

𝑟
, ℎ = 𝑙 + 1, . . . , 𝐻;

5. Для модели (2.3) существует константа 𝐶 > 0 такая, что

𝑘ℎ (𝑡) ≤ 𝐶, 𝑡 ∈ [0,+∞) , ℎ = 𝑙 + 1, . . . , 𝐻;

6. Для моделей (2.4), (2.5):

𝑘ℎ (𝑡) −−−−→
𝑡→+∞

0, ℎ = 𝑙 + 1, . . . , 𝐻.



64

Замечание 8. Решение задачи Коши (2.2) можно выразить в следующей форме:

𝑟𝑘ℎ (𝑡) + 𝑤ℎ =
[︀
𝑟𝑘ℎ0 + 𝑤ℎ

]︀
exp

⎧⎨⎩ 𝑟

1− 𝛽

𝑡∫︁
0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘ℎ (𝜏) + 𝑤ℎ

𝑟𝐾 (𝜏) +𝑊

)︂)︂
𝑑𝜏

⎫⎬⎭, ℎ = 1, . . . , 𝐻. (2.7)

Из данного представления следует, что 𝑘ℎ (𝑡) > −𝑤ℎ

𝑟
, 𝑡 ∈ [0,+∞) , ℎ = 1, 𝐻.

Замечание 9. Решение задачи Коши (2.3) может быть выражено в следующей форме:

𝑟𝑘ℎ (𝑡) + 𝑤ℎ =
[︀
𝑟𝑘ℎ0 + 𝑤ℎ

]︀
exp

⎧⎨⎩ 𝑟

1− 𝛽

𝑡∫︁
0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘ℎ (𝜏) + 𝑤ℎ

𝑟𝐾 (𝜏) +𝑊

)︂)︂
+

𝑑𝜏

⎫⎬⎭, ℎ = 1, . . . , 𝐻, (2.8)

откуда следует, что 𝑘ℎ (𝑡) ≥ 𝑘ℎ0 ≥ 0, 𝑡 ∈ [0,+∞) , ℎ = 1, 𝐻, и 𝐾 (𝑡) ≥ 𝐾0 > 0, 𝑡 ∈ [0,+∞).

Лемма 2.1. В задаче Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

первого порядка вида

𝑑𝑦ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑓

(︀
𝑦ℎ (𝑡) , 𝑌 (𝑡)

)︀
, 𝑦ℎ (0) = 𝑦ℎ0 , ℎ = 1, . . . , 𝐻,

где 𝑌 (𝑡) =
𝐻∑︀
𝑗=1

𝑦𝑗 (𝑡), а функция 𝑓 (𝑥, 𝑦) является липшицевой, для любых 𝑖, 𝑗, таких что 1 ≤

𝑖 < 𝑗 ≤ 𝐻, разность 𝑦𝑖 (𝑡)− 𝑦𝑗 (𝑡) неотрицательна (неположительна) для любого 𝑡 ∈ (0,+∞)

тогда и только тогда, когда неотрицательна (неположительна) разность 𝑦𝑖0 − 𝑦𝑗0.

Доказательство. Выберем такие 𝑖, 𝑗, что 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝐻, и распишем разность производных

𝑦𝑖 и 𝑦𝑗, используя формулу конечных приращений:

𝑑𝑦𝑖

𝑑𝑡
− 𝑑𝑦𝑗

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡

(︀
𝑦𝑖 − 𝑦𝑗

)︀
= 𝑓

(︀
𝑦𝑖, 𝑌

)︀
− 𝑓

(︀
𝑦𝑗, 𝑌

)︀
=

=

1∫︁
0

𝜕𝑓

𝜕𝑦

(︀
𝑦𝑗 + 𝜉

(︀
𝑦𝑖 − 𝑦𝑗

)︀
, 𝑌
)︀
𝑑𝜉 ·

(︀
𝑦𝑖 − 𝑦𝑗

)︀
.

Тогда

𝑦𝑖 (𝑡)− 𝑦𝑗 (𝑡) =
(︀
𝑦𝑖0 − 𝑦𝑗0

)︀
exp

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

1∫︁
0

𝜕𝑓

𝜕𝑦

(︀
𝑦𝑗 (𝜏) + 𝜉

(︀
𝑦𝑖 (𝜏)− 𝑦𝑗 (𝜏)

)︀
, 𝑌 (𝜏)

)︀
𝑑𝜉 𝑑𝜏

⎫⎬⎭. (2.9)

Так как экспонента в правой части формулы (2.9) является положительной функцией, то

отсюда следует, что знак разности 𝑦𝑖 (𝑡)− 𝑦𝑗 (𝑡) для любого 𝑡 ∈ (0,+∞) совпадает со знаком

разности 𝑦𝑖0−𝑦
𝑗
0. Наконец, из этой же формулы (2.9) также следует, что разность 𝑦𝑖 (𝑡)−𝑦𝑗 (𝑡)

для любого 𝑡 ∈ (0,+∞) равна нулю тогда и только тогда, когда разность 𝑦𝑖0− 𝑦𝑗0 равна нулю.

Лемма доказана.
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Замечание 10. 1. При выполнении теоремы о существовании и единственности ре­

шения задачи Коши из Леммы 2.1 следует, что для всех четырех моделей (2.2), (2.3),

(2.4), (2.5) все неравенства для величин доходов, задаваемых начальными значения­

ми капиталов для домашних хозяйств, сохраняются, т.е. если 𝑟𝑘𝑖0 + 𝑤𝑖 > 𝑟𝑘𝑗0 + 𝑤𝑗, то

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤𝑖 > 𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤𝑗, 𝑡 ∈ [0,+∞) , 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝐻. Для этого достаточно положить

𝑦ℎ = 𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ, ℎ = 1, . . . , 𝐻 (в случае моделей (2.4) и (2.5) 𝑤ℎ = 𝑤) и убедиться в том,

что производная 𝑖-ой компоненты вектор-функции k задается функцией 𝑓 (𝑦𝑖, 𝑌 ).

2. Из предыдущего пункта следует, что вне зависимости от рассматриваемой задачи Ко­

ши для любого 𝑡 ∈ [0,+∞) выполняется неравенство 𝑟𝑘1(𝑡)+𝑤1

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
> 1

𝐻

(︁
𝑟𝑘1(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

> 1
𝐻

)︁
.

Справедливость этого факта легко доказать от противного. Пусть 𝑟𝑘1(𝑡)+𝑤1

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
≤ 1

𝐻
, тогда

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤ℎ

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
< 1

𝐻
, ℎ = 𝑙 + 1, . . . , 𝐻. Просуммировав все слагаемые 𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤ℎ

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
по ℎ от 1 до 𝐻,

получаем, что 1 =
𝐻∑︀

ℎ=1

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤ℎ

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
<

𝐻∑︀
ℎ=1

1

𝐻
= 1. Следовательно, 𝜙

(︁
𝑟𝑘1(𝑡)+𝑤1

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊

)︁
< 𝜙

(︀
1
𝐻

)︀
≤ 1.

3. В случае разных уровней заработных плат для моделей социальной динамики Рам­

сея-Беккера (2.4) и с ограниченной ликвидностью капитала (2.5) порядок, задаваемый

начальными значениями капиталов домашних хозяйств, для величин доходов может

нарушаться. Примеры с нарушением порядка в моделях (2.4) и (2.5) приведены в При­

ложении А.

Замечание 11. Покажем, что в случае задачи Коши (2.4) для любого 𝑡 ∈ [0,+∞) , ℎ ∈

{1, . . . , 𝐻} выполняются неравенства 𝑘ℎ (𝑡) ≥ 0, 𝐾 (𝑡) > 0. Если для некоторого ℎ ∈ {1, . . . , 𝐻}

выполняется неравенство 𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
≤ 1, то в момент времени 𝑡 ОДУ совпадает с уравне­

нием из модели Рамсея-Бьюли (2.2), и в силу неотрицательности производной капитал 𝑘ℎ (𝑡)

остается неотрицательным. В частности, при ℎ = 1, . . . , 𝑙 в силу замечания 10 неравенство

𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
≤ 1 выполняется для любого 𝑡 ∈ [0,+∞), а значит, капитал 𝑘ℎ (𝑡) остается

положительным на всем бесконечном положительном полуинтервале.

Выберем теперь ℎ ∈ {𝑙 + 1, . . . , 𝐻}, и пусть при выбранном ℎ выполняется неравенство

𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
> 1. Заметим, что уравнение (1.10) можно записать как

𝑓 (𝑐)− 𝑓 (𝑤) =
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽
𝑘,

где функция 𝑓 , записанная формулой (1.13), определяет правую часть уравнения (1.10).

Вторая ее производная

𝑓 ′′ (𝑐) =
𝜌− 𝛽𝑟

𝜌− 𝑟

1

𝑐

(︁𝑤
𝑐

)︁ 𝜌−𝛽𝑟
𝜌−𝑟

при каждом фиксированном 𝜌 > 𝑟 положительна всюду на (0,+∞), откуда следует выпук­

лость функции 𝑓 при каждом фиксированном 𝜌 > 𝑟 на (0,+∞). Следовательно, справедливо
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неравенство
𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽
𝑘 = 𝑓 (𝑐)− 𝑓 (𝑤) ≥ 𝑓 ′ (𝑤) (𝑐− 𝑤) = 0.

Тогда при 𝜌 = 𝑟𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
> 𝑟, 𝑘 = 𝑘ℎ (𝑡) , 𝑐 = 𝑐2

(︁
𝑘ℎ (𝑡) , 𝑟𝜙

(︁
𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁)︁
верно неравенство

𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
− 𝛽

1− 𝛽
𝑟𝑘ℎ (𝑡) ≥ 0,

из которого следует неотрицательность капитала 𝑘ℎ (𝑡) при ℎ ∈ {𝑙 + 1, . . . , 𝐻}.

Таким образом, мы показали, что для любого 𝑡 ∈ [0,+∞) , ℎ ∈ {1, . . . , 𝐻} выполняются

неравенства 𝑘ℎ (𝑡) ≥ 0. Поскольку капиталы самых богатых в начальный момент времени

домашних хозяйств остаются строго положительными, отсюда следует, что𝐾 (𝑡) > 0. Отсюда

также следует, что для любых 𝑡 ∈ [0,+∞) , ℎ = 1, 𝐻 выполняется двойное неравенство 0 <

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

≤ 1.

Замечание 12. В случае задачи Коши (2.5) в силу справедливости неравенства 𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡
≥

−
(︀
1
𝜃
− 𝑟
)︀
𝑘ℎ из леммы Гронуолла-Беллмана следует неравенство 𝑘ℎ (𝑡) ≥ 𝑘ℎ0𝑒

−( 1
𝜃
−𝑟)𝑡 ≥ 0, ∀ 𝑡 ∈

[0,+∞) , ℎ = 1, 𝐻. Следовательно, 𝐾 (𝑡) ≥ 𝐾0𝑒
−( 1

𝜃
−𝑟)𝑡 > 0, ∀ 𝑡 ∈ [0,+∞).

2.2. Вспомогательные результаты

Нам понадобится доказать несколько вспомогательных утверждений.

Предложение 1. Пусть выполняются неравенства 𝑟 < 1
𝜃
и 𝑟 < 𝜌 < 𝛽𝑟 + 1−𝛽

𝜃
. Тогда

справедливы следующие утверждения:

� При каждом фиксированном 𝜌 ∈
(︀
𝑟, 𝛽𝑟 + 1−𝛽

𝜃

)︀
функция 𝑠 (𝜌, 𝜏) строго убывает по 𝜏 на

[0,+∞);

� Для любых 𝜌 ∈
(︀
𝑟, 𝛽𝑟 + 1−𝛽

𝜃

)︀
, 𝜏 ≥ 0 справедливо неравенство 𝑠 (𝜌, 𝜏) 𝜂 (𝜏) ≥ 1.

Доказательство. Для доказательства первого утверждения посчитаем частную производ­

ную функции 𝑠 (𝜌, 𝜏) по 𝜏 :

𝜕𝑠

𝜕𝜏
(𝜌, 𝜏) = −

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽(︁

1−
(︁
1− 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝜃
)︁
𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

)︁2 𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽

(︂
1− 𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽
𝜃

)︂
𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏 =

= − [𝑠 (𝜌, 𝜏)]2
(︂
1− 𝜌− 𝛽𝑟

1− 𝛽
𝜃

)︂
𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏 .

Полученное для частной производной 𝜕𝑠
𝜕𝜏
выражение оказывается отрицательным для любого

𝜏 ≥ 0, откуда следует первое утверждение Предложения.
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Для доказательства второго утверждения Предложения распишем следующее произве­

дение:

𝑠 (𝜌, 𝜏) 𝜂 (𝜏) =

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

1−
(︁
1− 𝜌−𝛽𝑟

1−𝛽
𝜃
)︁
𝑒−

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

·
(︂
1− 𝑒−𝑟𝜏

𝑟
+ 𝜃𝑒−𝑟𝜏

)︂
=

1−(1−𝜃𝑟)𝑒−𝑟𝜏

𝑟

1−(1− 𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜃)𝑒

− 𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽 𝜏

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

.

Покажем, что полученное выражение не меньше единицы. Рассмотрим функцию𝐺 (𝑥) =

1−(1−𝜃𝑥)𝑒−𝑥𝜏

𝑥
на отрезке

[︀
𝑟, 1

𝜃

]︀
и исследуем поведение ее производной:

𝐺′ (𝑥) =
(𝜃𝑒−𝑥𝜏 + 𝜏 (1− 𝜃𝑥) 𝑒−𝑥𝜏 )𝑥− (1− (1− 𝜃𝑥) 𝑒−𝑥𝜏 )

𝑥2
=

=
𝜃𝑥𝑒−𝑥𝜏 + 𝜏𝑥 (1− 𝜃𝑥) 𝑒−𝑥𝜏 − 1 + (1− 𝜃𝑥) 𝑒−𝑥𝜏

𝑥2
=

(1 + 𝜏𝑥 (1− 𝜃𝑥)) 𝑒−𝑥𝜏 − 1

𝑥2
=

= −𝑒
−𝑥𝜏

𝑥2
(︀
𝑒𝑥𝜏 − 1− 𝑥𝜏 + 𝜏𝑥2𝜃

)︀
≤ 0, 𝑥 ∈

[︂
𝑟,
1

𝜃

]︂
, 𝜏 ≥ 0.

Следовательно, при фиксированном 𝜏 > 0 функция 𝐺 (𝑥) строго возрастает на отрезке
[︀
𝑟, 1

𝜃

]︀
,

а при 𝜏 = 0 функция 𝐺 (𝑥) на отрезке
[︀
𝑟, 1

𝜃

]︀
равна константе.

Так как справедливо неравенство 𝜌 > 𝑟, то поскольку 𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

> 𝑟, отсюда следует, что

𝐺
(︁

𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

)︁
≤ 𝐺 (𝑟) при 𝜏 ≥ 0, причем равенство достигается в том и только в том случае,

когда 𝜏 = 0. Следовательно, 𝑠 (𝜌, 𝜏) 𝜂 (𝜏) = 𝐺(𝑟)

𝐺( 𝜌−𝛽𝑟1−𝛽 )
≥ 1. Как нетрудно заметить, 𝑠 (𝜌, 0) 𝜂 (0) =

1
𝜃
· 𝜃 = 1, а lim

𝜏→+∞
𝑠 (𝜌, 𝜏) 𝜂 (𝜏) = 𝜌−𝛽𝑟

(1−𝛽)𝑟
> 1. Предложение доказано.

Лемма 2.2. Пусть вектор-функция k (𝑡) является решением задачи Коши (2.5). Пусть

также для любого 𝑡 ∈ [𝜏 ′, 𝜏 ′′] , 0 ≤ 𝜏 ′ ≤ 𝜏 ′′ ≤ +∞, и для некоторого 𝑗 ∈ {𝑙 + 1, . . . , 𝐻} выпол­

няются неравенства 1 < 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
< 𝛽 + 1−𝛽

𝜃𝑟
, 𝑘𝑗(𝑡)

𝑘𝑗(𝑡)+𝑤𝜃
> 𝑞*

(︁
𝛽, 𝑟, 𝜃, 𝑟𝜙

(︁
𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁)︁
. Тогда

для производной по времени 𝑗-ой компоненты вектор-функции k справедлива следующяя

оценка:

𝑑𝑘𝑗

𝑑𝑡
(𝑡) < −𝑟

𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
− 1

1− 𝛽
𝑘𝑗 (𝑡) , 𝑡 ∈ [𝜏 ′, 𝜏 ′′] . (2.10)

Доказательство. Производная 𝑗-ой компоненты вектор-функции k (𝑡) имеет вид

𝑑𝑘𝑗

𝑑𝑡
(𝑡) = max

{︂(︀
𝑟 − 𝑠

(︀
𝜌𝑗 (𝑡) , 𝜏 𝑗 (𝑡)

)︀)︀
𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

(︀
1− 𝑠

(︀
𝜌𝑗 (𝑡) , 𝜏 𝑗 (𝑡)

)︀
𝜂
(︀
𝜏 𝑗 (𝑡)

)︀)︀
,

(︂
𝑟 − 1

𝜃

)︂
𝑘𝑗 (𝑡)

}︂
.

Оценим 𝑑𝑘𝑗

𝑑𝑡
на отрезке [𝜏 ′, 𝜏 ′′], используя результат Предложения 1. Так как функция

𝑠 (𝜌, 𝜏) строго убывает по 𝜏 , мы можем оценить ее значение снизу пределом lim
𝜏→+∞

𝑠 (𝜌, 𝜏) =

𝑠 (𝜌,+∞) = 𝜌−𝛽𝑟
1−𝛽

. Кроме того, мы знаем по Предложению 1, что справедливо неравенство
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1− 𝑠 (𝜌𝑗, 𝜏 𝑗) 𝜂 (𝜏 𝑗) ≤ 0. Тогда

𝑑𝑘𝑗

𝑑𝑡
< max

{︂(︂
𝑟 − 𝜌𝑗 − 𝛽𝑟

1− 𝛽

)︂
𝑘𝑗,

(︂
𝑟 − 1

𝜃

)︂
𝑘𝑗
}︂

= max

⎧⎨⎩𝑟1− 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑗+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
1− 𝛽

𝑘𝑗,

(︂
𝑟 − 1

𝜃

)︂
𝑘𝑗

⎫⎬⎭ =

= −𝑟
𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑗+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
− 1

1− 𝛽
𝑘𝑗.

Последнее равенство справедливо, так как из неравенства 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑗+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
< 𝛽 + 1−𝛽

𝜃𝑟
следует

неравенство 𝑟
𝜙
(︁
𝑟𝑘𝑗+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
−1

1−𝛽
< 1

𝜃
−𝑟, и мы тем самым вывели оценку (2.10). Лемма доказана.

Лемма 2.3. Пусть k (𝑡) – решение задачи Коши (2.2), (2.3), (2.4) или (2.5). Тогда для

каждого 𝑗 = 𝑙 + 1, 𝐻 существует константа 𝑀𝑗 > 0 такая, что для любого 𝑡 ∈ [0,+∞)

выполняется неравенство

𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
− 𝜙

(︂
𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
> 𝑀𝑗

в случае задач Коши (2.2), (2.3), и неравенство

𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︂
− 𝜙

(︂
𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︂
> 𝑀𝑗

в случае задач Коши (2.4), (2.5).

Доказательство. Пусть 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 < 𝑗 ≤ 𝐻. Докажем сначала, что для любых 𝑖, 𝑗 выполня­

ется неравенство
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤𝑗

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤𝑖
≤ 𝑟𝑘𝑗0 + 𝑤𝑗

𝑟𝑘𝑖0 + 𝑤𝑖

в случае задачи Коши (2.2) или (2.3) (для задач Коши (2.4) или (2.5) неравенство такое же

при 𝑤1 = . . . = 𝑤𝐻 = 𝑤). В самом деле, пусть k (𝑡) – решение задачи Коши (2.2). Тогда

возьмем величины дохода 𝑟𝑘ℎ (𝑡) + 𝑤ℎ при ℎ = 𝑖, 𝑗 и распишем их отношение, применяя

формулу (2.7) из Замечания 8:

𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤𝑗

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤𝑖
=
𝑟𝑘𝑗0 + 𝑤𝑗

𝑟𝑘𝑖0 + 𝑤𝑖
exp

⎧⎨⎩− 𝑟

1− 𝛽

𝑡∫︁
0

(︂
𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝜏) + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 (𝜏) +𝑊

)︂
− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖 (𝜏) + 𝑤𝑖

𝑟𝐾 (𝜏) +𝑊

)︂)︂
𝑑𝜏

⎫⎬⎭.
В силу Замечания 10 подынтегральное выражение неотрицательно, поэтому имеет место

неравенство
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤𝑗

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤𝑖
≤ 𝑟𝑘𝑗0 + 𝑤𝑗

𝑟𝑘𝑖0 + 𝑤𝑖
.
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Пусть теперь k (𝑡) – решение задачи Коши (2.3). Поступим аналогичным образом для величин

доходов 𝑟𝑘ℎ (𝑡) + 𝑤ℎ при ℎ = 𝑖, 𝑗, применив формулу (2.8) из Замечания 9:

𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤𝑗

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤𝑖
=
𝑟𝑘𝑗0 + 𝑤𝑗

𝑟𝑘𝑖0 + 𝑤𝑖
·

· exp

⎧⎨⎩− 𝑟

1− 𝛽

𝑡∫︁
0

min

{︂
𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝜏) + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 (𝜏) +𝑊

)︂
− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖 (𝜏) + 𝑤𝑖

𝑟𝐾 (𝜏) +𝑊

)︂
, 1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖 (𝜏) + 𝑤𝑖

𝑟𝐾 (𝜏) +𝑊

)︂}︂
𝑑𝜏

⎫⎬⎭.
В силу Замечания 10 подынтегральное выражение также неотрицательно, поэтому 𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤𝑗

𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤𝑖
≤

𝑟𝑘𝑗0+𝑤𝑗

𝑟𝑘𝑖0+𝑤𝑖
.

Рассмотрим теперь задачу Коши (2.4). При 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 < 𝑗 ≤ 𝐻 в силу Замечания 10 имеем

𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

> 1
𝐻
, поэтому 𝜙

(︁
𝑟𝑘𝑖+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
< 1, и для 𝑘𝑖 (𝑡) справедлива формула (2.7) из Замечания 8.

Рассмотрим теперь уравнение при ℎ = 𝑗. Так как 𝑐2

(︁
𝑘ℎ, 𝑟𝜙

(︁
𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁)︁
устроено как решение

уравнения (1.10), причем 𝑐2

(︁
𝑘ℎ, 𝑟𝜙

(︁
𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁)︁
≥ 𝑤, то имеем следующую оценку:

𝑑𝑘𝑗

𝑑𝑡
(𝑡) ≤

1− 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
1− 𝛽

𝑟𝑘𝑗 (𝑡) +

(︁
1− 𝜙

(︁
𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁)︁
+

1− 𝛽
𝑤 ≤

≤

(︁
1− 𝜙

(︁
𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁)︁
+

1− 𝛽

[︀
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

]︀
.

Следовательно, по лемме Гронуолла–Беллмана справедливо неравенство

𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤 ≤
[︀
𝑟𝑘𝑗0 + 𝑤

]︀
exp

⎧⎨⎩ 𝑟

1− 𝛽

𝑡∫︁
0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝜏) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝜏) + 𝑤𝐻

)︂)︂
+

𝑑𝜏

⎫⎬⎭,
откуда, используя формулу (2.7) при ℎ = 𝑖, получаем неравенство

𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤
≤ 𝑟𝑘𝑗0 + 𝑤

𝑟𝑘𝑖0 + 𝑤
· 𝑒

− 𝑟
1−𝛽

𝑡∫︀
0

min

{︂
𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗(𝜏)+𝑤
𝑟𝐾(𝜏)+𝑤𝐻

)︂
−𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖(𝜏)+𝑤
𝑟𝐾(𝜏)+𝑤𝐻

)︂
,1−𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖(𝜏)+𝑤
𝑟𝐾(𝜏)+𝑤𝐻

)︂}︂
𝑑𝜏
.

В силу Замечания 10 подынтегральное выражение неотрицательно, вследствие чего справед­

ливо неравенство 𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤

≤ 𝑟𝑘𝑗0+𝑤

𝑟𝑘𝑖0+𝑤
.

Рассмотрим теперь задачу Коши (2.5). В силу Замечания 10 мы имеем справедливость

неравенства 𝜌𝑖 (𝑡) < 𝑟, 𝑖 = 1, . . . , 𝑙, откуда следует, что 𝜏 𝑖 = +∞, 𝑠 (𝜌𝑖,+∞) = 𝜌𝑖−𝛽𝑟
1−𝛽

, 𝜂 (+∞) =

1
𝑟
. Следовательно, 𝑑𝑘𝑖

𝑑𝑡
=

1−𝜙
(︁
𝑟𝑘𝑖+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
1−𝛽

(𝑟𝑘𝑖 + 𝑤) > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑙. Тогда

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤 =
(︀
𝑟𝑘𝑖0 + 𝑤

)︀
𝑒

𝑟
1−𝛽

𝑡∫︀
0

(︂
1−𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖(𝜏)+𝑤
𝑟𝐾(𝜏)+𝑤𝐻

)︂)︂
𝑑𝜏
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑙.

Рассмотрим теперь 𝑑𝑘𝑗

𝑑𝑡
, 𝑗 = 𝑙 + 1, 𝐻. В случае, если выполняется неравенство 𝜌𝑗 (𝑡) ≤ 𝑟, то

есть, 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
≤ 1, то тогда выполняется равенство

𝑑𝑘𝑗

𝑑𝑡
=

1− 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑗+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘𝑗 + 𝑤

)︀
.
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Если же выполняется неравенство 𝜌𝑗 (𝑡) > 𝑟, то есть, 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
> 1, то можно рассмотреть

три случая:

� 1 < 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
< 𝛽 + 1−𝛽

𝜃𝑟
, 𝑘𝑗(𝑡)

𝑘𝑗(𝑡)+𝑤𝜃
> 𝑞*

(︁
𝛽, 𝜃, 𝑟, 𝑟𝜙

(︁
𝑟𝑘𝑗+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁)︁
. В этом случае, согласно

Лемме 2.2, справедлива оценка (2.10), причем из нее следует, что 𝑑𝑘𝑗

𝑑𝑡
(𝑡) < 0.

� 1 < 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
< 𝛽 + 1−𝛽

𝜃𝑟
, 𝑘𝑗(𝑡)

𝑘𝑗(𝑡)+𝑤𝜃
≤ 𝑞*

(︁
𝛽, 𝜃, 𝑟, 𝑟𝜙

(︁
𝑟𝑘𝑗+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁)︁
. В этом случае справед­

ливо равенство

𝑘𝑗 (𝑡) = −
(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘𝑗 (𝑡) < 0.

� 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
≥ 𝛽+ 1−𝛽

𝜃𝑟
. Этот случай может быть, если выполняется неравенство 𝜙 (0) ≥

𝛽 + 1−𝛽
𝜃𝑟
. Тогда справедливо равенство

𝑘𝑗 (𝑡) = −
(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘𝑗 (𝑡) < 0.

Как можем заметить, во всех трех случаях производная 𝑑𝑘𝑗

𝑑𝑡
отрицательна, и ее можно огра­

ничить сверху нулем. С другой стороны, нулю равно выражение

(︁
1−𝜙

(︁
𝑟𝑘𝑗+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁)︁
+

1−𝛽
(𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤).

Тогда в конечном итоге можно вывести следующую оценку:

𝑑𝑘𝑗

𝑑𝑡
≤

(︁
1− 𝜙

(︁
𝑟𝑘𝑗+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁)︁
+

1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘𝑗 + 𝑤

)︀
. (2.11)

Применяя лемму Гронуолла-Беллмана, получаем неравенство

𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤 ≤
(︀
𝑟𝑘𝑗0 + 𝑤

)︀
𝑒

𝑟
1−𝛽

𝑡∫︀
0

(︂
1−𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗(𝜏)+𝑤
𝑟𝐾(𝜏)+𝑤𝐻

)︂)︂
+

𝑑𝜏

.

Разделив обе части полученного неравенства на 𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤, 𝑖 = 1, . . . , 𝑙, имеем

𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤
≤ 𝑟𝑘𝑗0 + 𝑤

𝑟𝑘𝑖0 + 𝑤
· 𝑒

− 𝑟
1−𝛽

𝑡∫︀
0

min

{︂
𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗(𝜏)+𝑤
𝑟𝐾(𝜏)+𝑤𝐻

)︂
−𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖(𝜏)+𝑤
𝑟𝐾(𝜏)+𝑤𝐻

)︂
,1−𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖(𝜏)+𝑤
𝑟𝐾(𝜏)+𝑤𝐻

)︂}︂
𝑑𝜏
.

В силу неотрицательности подынтегрального выражения по Замечанию 10 вновь получаем

оценку 𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤

≤ 𝑟𝑘𝑗0+𝑤

𝑟𝑘𝑖0+𝑤
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 < 𝑗 ≤ 𝐻.

Далее, не акцентируя внимание на то, решением какой задачи Коши – (2.2) или (2.3) –

является функция k (𝑡), преобразуем неравенство, полученное при разных уровнях заработ­

ных плат. Домножив обе части неравенства на множитель 𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤𝑖

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
, получаем неравенство

𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
≤
𝑘𝑗0 +

𝑤𝑗

𝑟

𝑘𝑖0 +
𝑤𝑖

𝑟

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤𝑖

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
.
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В свою очередь, домножив обе части полученного неравенства на −1 и прибавив слагаемое

𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤𝑖

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
, получаем неравенство

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤𝑖

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
− 𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
≥
𝑘𝑖0 − 𝑘𝑗0 +

𝑤𝑖−𝑤𝑗

𝑟

𝑘𝑖0 +
𝑤𝑖

𝑟

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤𝑖

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
.

Наконец, положив 𝑖 = 1 и пользуясь тем, что по Замечанию 10 имеем 𝑟𝑘1(𝑡)+𝑤1

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
> 1

𝐻
, выводим

оценку

𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
− 𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
>
𝑘10 − 𝑘𝑗0 +

𝑤1−𝑤𝑗

𝑟

𝑘10 +
𝑤1

𝑟

1

𝐻
> 0, 𝑗 = 𝑙 + 1, 𝐻. (2.12)

Тогда для каждого 𝑗 = 𝑙 + 1, 𝐻 имеем

𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
− 𝜙

(︂
𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
>

> 𝜙

(︃
𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
−
𝑘10 − 𝑘𝑗0 +

𝑤1−𝑤𝑗

𝑟

𝑘10 +
𝑤1

𝑟

1

𝐻

)︃
− 𝜙

(︂
𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
≥

≥ min
𝑥∈[ 1

𝐻
,1]

[︃
𝜙

(︃
𝑥−

𝑘10 − 𝑘𝑗0 +
𝑤1−𝑤𝑗

𝑟

𝑘10 +
𝑤1

𝑟

1

𝐻

)︃
− 𝜙 (𝑥)

]︃
=𝑀𝑗 > 0.

Полученная константа 𝑀𝑗 является положительной, так как в противном случае найдется

точка 𝑥̃ ∈
[︀
1
𝐻
, 1
]︀
, такая что 𝑀𝑗 = 𝜙

(︂
𝑥̃− 𝑘10−𝑘𝑗0+

𝑤1−𝑤𝑗
𝑟

𝑘10+
𝑤1

𝑟

1
𝐻

)︂
− 𝜙 (𝑥̃) ≤ 0, откуда в силу строгого

убывания функции 𝜙 (·) следует неравенство 𝑟𝑘10 +𝑤1 ≤ 𝑟𝑘𝑗0 +𝑤𝑗, что противоречит условию

𝑟𝑘10 + 𝑤1 > 𝑟𝑘𝑗0 + 𝑤𝑗. Полученное противоречие доказывает лемму.

Случай для задач Коши (2.4) и (2.5) с одинаковой заработной платой повторяет преды­

дущие рассуждения с точностью до замены величин 𝑤ℎ, ℎ = 1, . . . , 𝐻, на 𝑤.

Введем обозначение 𝐾−𝑙 (𝑡) =
𝐻∑︀

ℎ=𝑙+1

𝑘ℎ (𝑡) ,𝑊−𝑙 =
𝐻∑︀

ℎ=𝑙+1

𝑤ℎ. Заметим, что в случае задач

Коши (2.4) и (2.5) величина 𝑊−𝑙 равна 𝑤 (𝐻 − 𝑙).

Напомним формулировку теоремы о дифференциальных неравенствах.

Теорема (Чаплыгина о дифференциальных неравенствах, см. [16; 17]). Если при 𝑡 ∈

[𝑡0, 𝑡1] существует решение задачи Коши 𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑓 (𝑡, 𝑥) , 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0, являющееся однозначной

функцией 𝑡, и если функция 𝑥𝑙 (𝑡) ∈ 𝐶1 [𝑡0, 𝑡1] такова, что
𝑑𝑥𝑙
𝑑𝑡
< 𝑓 (𝑡, 𝑥𝑙) , 𝑥𝑙 (𝑡0) ≤ 𝑥0, то имеет

место неравенство 𝑥 (𝑡) > 𝑥𝑙 (𝑡) ∀ 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1].

Замечание 13. В формулировке теоремы Чаплыгина о дифференциальных неравен­

ствах допускается случай 𝑡1 = +∞, если обе функции 𝑥𝑙, 𝑥 существуют на [𝑡0,+∞) (см. [68,

§5-6, Ch. 2]).

Лемма 2.4. Для любого 𝑡 ∈ (0,+∞) справедлива оценка

𝑟𝐾−𝑙 (𝑡) +𝑊−𝑙

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
< 𝑅

(︂
𝑡,
𝑀𝑙+1𝑟

1− 𝛽

)︂
(2.13)
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в случае, если k (𝑡) – решение задачи Коши (2.2), и оценка

𝑟𝐾−𝑙 (𝑡) +𝑊−𝑙

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
< 𝑅

(︃
𝑡,
𝑀̃𝑙+1𝑟

1− 𝛽

)︃
(2.14)

в случае, если k (𝑡) – решение задачи Коши (2.3), (2.4) или (2.5). Здесь

𝑅 (𝑡, 𝑎) =
1

1 +
(︁

𝑟𝐾0+𝑊
𝑟𝐾−𝑙,0+𝑊−𝑙

− 1
)︁
𝑒𝑎𝑡
, (2.15)

𝐾−𝑙,0 =
𝐻∑︁

ℎ=𝑙+1

𝑘ℎ0 , 𝐾0 = 𝑙𝑘10 +𝐾−𝑙,0, 𝑀̃𝑙+1 = min

{︂
𝑀𝑙+1, 1− 𝜙

(︂
1

𝐻
+ 𝛾

)︂}︂
,

и 𝛾 = 0, если 𝜙
(︀

1
𝐻

)︀
< 1, и ∃𝛾 ∈

(︁
0,

1− 1
𝐻

2

)︁
, если 𝜙

(︀
1
𝐻

)︀
= 1.

Доказательство. Заметим, что так как по Лемме 2.3 для каждого ℎ = 𝑙 + 1, 𝐻 существует

константа 𝑀ℎ > 0 такая, что 𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ+𝑤ℎ

𝑟𝐾+𝑊

)︁
− 𝜙

(︁
𝑟𝑘1+𝑤1

𝑟𝐾+𝑊

)︁
> 𝑀ℎ, а также по Замечанию 10

𝑟𝑘𝑙+1+𝑤𝑙+1

𝑟𝐾+𝑊
≥ 𝑟𝑘ℎ+𝑤ℎ

𝑟𝐾+𝑊
, то для любого ℎ = 𝑙 + 1, 𝐻 справедливо также и неравенство 𝜙

(︁
𝑟𝑘ℎ+𝑤ℎ

𝑟𝐾+𝑊

)︁
−

𝜙
(︁

𝑟𝑘1+𝑤1

𝑟𝐾+𝑊

)︁
> 𝑀𝑙+1.

Вычислим производную

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑟𝐾−𝑙 +𝑊−𝑙

𝑟𝐾 +𝑊

)︂
=

𝑙

(𝑟𝐾 +𝑊 )2

𝐻∑︁
ℎ=𝑙+1

(︃
𝑑
(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀
𝑑𝑡

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀
−
(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀ 𝑑 (𝑟𝑘1 + 𝑤1)

𝑑𝑡

)︃
.

В случае задачи Коши (2.2) имеем

𝑑
(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀
𝑑𝑡

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀
−
(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀ 𝑑 (𝑟𝑘1 + 𝑤1)

𝑑𝑡
=

= 𝑟
1− 𝜙

(︁
𝑟𝑘ℎ+𝑤ℎ

𝑟𝐾+𝑊

)︁
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀ (︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀
− 𝑟

1− 𝜙
(︁

𝑟𝑘1+𝑤1

𝑟𝐾+𝑊

)︁
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀ (︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀
=

= − 𝑟

1− 𝛽

(︂
𝜙

(︂
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

𝑟𝐾 +𝑊

)︂
− 𝜙

(︂
𝑟𝑘1 + 𝑤1

𝑟𝐾 +𝑊

)︂)︂(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀ (︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀
<

< −𝑀𝑙+1𝑟

1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀ (︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀
,

откуда следует, что

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑟𝐾−𝑙 +𝑊−𝑙

𝑟𝐾 +𝑊

)︂
<

𝑙

𝐾2

𝐻∑︁
ℎ=𝑙+1

[︂
−𝑀𝑙+1𝑟

1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀ (︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀]︂
=

= −𝑀𝑙+1𝑟

1− 𝛽
· 𝑟𝐾−𝑙 +𝑊−𝑙

𝑟𝐾 +𝑊

(︂
1− 𝑟𝐾−𝑙 +𝑊−𝑙

𝑟𝐾 +𝑊

)︂
.
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В случае задачи Коши (2.3) имеем

𝑑
(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀
𝑑𝑡

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀
−
(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀ 𝑑 (𝑟𝑘1 + 𝑤1)

𝑑𝑡
=

= 𝑟

(︁
1− 𝜙

(︁
𝑟𝑘ℎ+𝑤ℎ

𝑟𝐾+𝑊

)︁)︁
+

1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀ (︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀
− 𝑟

1− 𝜙
(︁

𝑟𝑘1+𝑤1

𝑟𝐾+𝑊

)︁
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀ (︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀
=

= − 𝑟

1− 𝛽
min

{︂
𝜙

(︂
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

𝑟𝐾 +𝑊

)︂
− 𝜙

(︂
𝑟𝑘1 + 𝑤1

𝑟𝐾 +𝑊

)︂
, 1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘1 + 𝑤1

𝑟𝐾 +𝑊

)︂}︂(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀ (︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀
<

< −𝑀̃𝑙+1𝑟

1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀ (︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀
,

откуда следует, что

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑟𝐾−𝑙 +𝑊−𝑙

𝑟𝐾 +𝑊

)︂
<

𝑙

𝐾2

𝐻∑︁
ℎ=𝑙+1

[︃
−𝑀̃𝑙+1𝑟

1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤ℎ

)︀ (︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀]︃
=

= −𝑀̃𝑙+1𝑟

1− 𝛽
· 𝑟𝐾−𝑙 +𝑊−𝑙

𝑟𝐾 +𝑊

(︂
1− 𝑟𝐾−𝑙 +𝑊−𝑙

𝑟𝐾 +𝑊

)︂
.

В случае задачи Коши (2.4) имеем

𝑑
(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀
𝑑𝑡

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀
−
(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀ 𝑑 (𝑟𝑘1 + 𝑤)

𝑑𝑡
= 𝑟

1− 𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀ (︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀
+

+𝑟

(︁
𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
− 1
)︁
+

1− 𝛽
𝑤
(︁𝑤
𝑐ℎ

)︁ 1−𝛽

𝜙

(︂
𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︂
−1 (︀

𝑟𝑘1 + 𝑤
)︀
− 𝑟

1− 𝜙
(︁

𝑟𝑘1+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀ (︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀
≤

≤ 𝑟
1− 𝜙

(︁
𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀ (︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀
+ 𝑟

(︁
𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
− 1
)︁
+

1− 𝛽
𝑤
(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀
−

−𝑟
1− 𝜙

(︁
𝑟𝑘1+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀ (︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀
= −𝑟

𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
− 𝜙

(︁
𝑟𝑘1+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀ (︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀
+

+𝑟

(︁
𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
− 1
)︁
+

1− 𝛽
𝑤
(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀
<

< −𝑟
min

{︁
𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
− 𝜙

(︁
𝑟𝑘1+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
, 1− 𝜙

(︁
𝑟𝑘1+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁}︁
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀ (︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀
<

< −𝑟𝑀̃𝑙+1

1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀ (︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀
,

откуда получаем, что

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑟𝐾−𝑙 + 𝑤 (𝐻 − 𝑙)

𝑟𝐾 + 𝑤𝐻

)︂
<

𝑙

(𝑟𝐾 + 𝑤𝐻)2

𝐻∑︁
ℎ=𝑙+1

[︃
−𝑟𝑀̃𝑙+1

1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀ (︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀]︃
=

= −𝑟𝑀̃𝑙+1

1− 𝛽
· 𝑟𝐾−𝑙 + 𝑤 (𝐻 − 𝑙)

𝑟𝐾 + 𝑤𝐻

(︂
1− 𝑟𝐾−𝑙 + 𝑤 (𝐻 − 𝑙)

𝑟𝐾 + 𝑤𝐻

)︂
.

Рассмотрим наконец случай задачи Коши (2.5). Здесь мы используем верхнюю оценку
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(2.11) для 𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡
, полученную ранее в ходе доказательства Леммы 2.3:

𝑑
(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀
𝑑𝑡

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀
−
(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀ 𝑑 (𝑟𝑘1 + 𝑤)

𝑑𝑡
≤

≤ 𝑟

(︁
1− 𝜙

(︁
𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁)︁
+

1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀ (︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀
− 𝑟

1− 𝜙
(︁

𝑟𝑘1+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀ (︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀
=

= −𝑟
min

{︁
𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
− 𝜙

(︁
𝑟𝑘1+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁
, 1− 𝜙

(︁
𝑟𝑘1+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︁}︁
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀ (︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀
<

< −𝑀̃𝑙+1𝑟

1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤

)︀ (︀
𝑟𝑘ℎ + 𝑤

)︀
.

Вводя для удобства обозначение 𝑥 (𝑡) = 𝑟𝐾−𝑙(𝑡)+𝑊−𝑙
𝑟𝐾(𝑡)+𝑊

,во всех четырех случаях мы получаем

дифференциальное неравенство вида

𝑑𝑥

𝑑𝑡
(𝑡) ≤ −𝑎𝑥 (𝑡) (1− 𝑥 (𝑡)) .

По теореме Чаплыгина решением этого неравенства является функция, которая удовлетво­

ряет логистическому уравнению 𝑑𝑦
𝑑𝑡

= −𝑎𝑦 (1− 𝑦) с начальным условием 𝑦 (0) =
𝑟𝐾−𝑙,0+𝑊−𝑙

𝑟𝐾0+𝑊
.

Его можно решить, перейдя посредством замены 𝑧 (𝑡) = 1
𝑦(𝑡)

к линейному дифференциаль­

ному уравнению 𝑑𝑧
𝑑𝑡

= 𝑎𝑧 − 𝑎, решение которого, в свою очередь, определяется функцией

𝑧 (𝑡) = (𝑧0 − 1) 𝑒𝑎𝑡 + 1. Так как при 𝑡 = 0 значение константы 𝑧0 определяется выражением

𝑧0 =
1

𝑦(0)
= 𝑟𝐾0+𝑊

𝑟𝐾−𝑙,0+𝑊−𝑙
, получаем, что

𝑦 (𝑡) =
1

1 +
(︁

𝑟𝐾0+𝑊
𝑟𝐾−𝑙,0+𝑊−𝑙

− 1
)︁
𝑒𝑎𝑡

≡ 𝑅 (𝑡, 𝑎) .

Следовательно, по теореме Чаплыгина при 𝑎 = 𝑀𝑙+1𝑟

1−𝛽
для задачи Коши (2.2) справедлива

оценка (2.13), а при 𝑎 = 𝑀̃𝑙+1𝑟

1−𝛽
для задач Коши (2.3), (2.4) и (2.5) – оценка (2.14), что и

требовалось доказать.

Лемма 2.5. Для решений всех четырех задач Коши справедливы соотношения

𝑘ℎ (𝑡) −−−−→
𝑡→+∞

+∞, ℎ = 1, 𝑙, 𝐾 (𝑡) −−−−→
𝑡→+∞

+∞.

Кроме того, для любого 𝑎 > 0

𝑅 (𝑡, 𝑎) −−−−→
𝑡→+∞

0.

Доказательство. Разберем сначала случай задач Коши (2.2) и (2.3) с разными заработными

платами. В силу Замечаний 8, 9, 10 можно вывести неравенство

𝑑

𝑑𝑡

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀
≥ 𝑟

1− 𝜙
(︀

1
𝐻

)︀
1− 𝛽

(︀
𝑟𝑘1 + 𝑤1

)︀
> 0,
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откуда по лемме Гронуолла–Беллмана следует, что при 𝜙
(︀

1
𝐻

)︀
< 1 получим

𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1 ≥
(︀
𝑟𝑘10 + 𝑤1

)︀
exp

{︃
𝑟
1− 𝜙

(︀
1
𝐻

)︀
1− 𝛽

𝑡

}︃
−−−−→
𝑡→+∞

+∞.

Следовательно, 𝑟𝑘1 (𝑡)+𝑤1 −−−−→
𝑡→+∞

+∞. а поскольку в случае задачи Коши (2.2) справедливо

неравенство 𝐾 (𝑡) ≥ 𝑙𝑘1 (𝑡) − 𝑊−𝑙
𝑟
, а в случае задачи Коши (2.3) справедливо неравенство

𝐾 (𝑡) ≥ 𝑙𝑘1 (𝑡), то и 𝐾 (𝑡) −−−−→
𝑡→+∞

+∞. Случай 𝜙
(︀

1
𝐻

)︀
= 1 повторяет предыдущие рассуждения

с точностью до замены значения 𝜙
(︀

1
𝐻

)︀
на 𝜙

(︀
1
𝐻
+ 𝛾
)︀
, где 𝛾 ∈

(︁
0,

1− 1
𝐻

2

)︁
– такая константа,

что 𝑟𝑘1+𝑤1

𝑟𝐾+𝑊
≥ 1

𝐻
+ 𝛾, 𝑡 ∈ [0,+∞). Константа 𝛾 положительна, так как в противном случае

вариант 𝑟𝑘1+𝑤1

𝑟𝐾+𝑊
−−−−→
𝑡→+∞

1
𝐻
возможен тогда и только тогда, когда 𝑟𝑘𝑗+𝑤𝑗

𝑟𝐾+𝑊
−−−−→
𝑡→+∞

1
𝐻
, 𝑗 = 2, 𝐻, т.е.

𝑟𝑘1+𝑤1

𝑟𝐾+𝑊
− 𝑟𝑘𝑗+𝑤𝑗

𝑟𝐾+𝑊
−−−−→
𝑡→+∞

0, что неверно в силу доказанной в Лемме 2.3 оценки (2.12).

Случай задач Коши (2.4) и (2.5) с одинаковым уровнем заработных плат доказывается

абсолютно аналогично с той лишь разницей, что всюду выше 𝑤1 = . . . = 𝑤𝐻 = 𝑤, и что для

задач Коши (2.4), (2.5) для суммарного капитала справедливо неравенство 𝐾 (𝑡) > 𝑙𝑘1 (𝑡).

Наконец, так как 𝑟𝐾0+𝑊
𝑟𝐾−𝑙,0+𝑊−𝑙

> 1, то поскольку 𝑒𝑎𝑡 −−−−→
𝑡→+∞

+∞ при любом 𝑎 > 0, имеем

𝑅 (𝑡, 𝑎) =
1

1 +
(︁

𝑟𝐾0+𝑊
𝑟𝐾−𝑙,0+𝑊−𝑙

− 1
)︁
𝑒𝑎𝑡

−−−−→
𝑡→+∞

0.

Теперь мы готовы доказать основную теорему.

2.3. Доказательство теоремы об асимптотике решений

1. Соотношение 𝑘ℎ (𝑡) −−−−→
𝑡→+∞

+∞, ℎ = 1, 𝑙, следует из Леммы 2.5.

2. Покажем сходимость для величин 𝑟𝑘ℎ+𝑤ℎ

𝑟𝐾+𝑊
, ℎ = 1, . . . , 𝐻 в случае задач Коши (2.2) и

(2.3). В силу Леммы 2.4 и Замечания 8 в случае задачи Коши (2.2) справедливо двойное

неравенство

0 ≤ 𝑟𝐾−𝑙 (𝑡) +𝑊−𝑙

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
≤ 𝑅

(︂
𝑡,
𝑀𝑙+1𝑟

1− 𝛽

)︂
,

а в случае задачи Коши (2.3) – двойное неравенство

0 ≤ 𝑟𝐾−𝑙 (𝑡) +𝑊−𝑙

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
≤ 𝑅

(︃
𝑡,
𝑀̃𝑙+1𝑟

1− 𝛽

)︃
.

Правая часть этих неравенств по Лемме 2.5 сходится к нулю, откуда следует, что

𝑟𝐾−𝑙(𝑡)+𝑊−𝑙
𝑟𝐾(𝑡)+𝑊

−−−−→
𝑡→+∞

0. Так как 𝑟𝑘ℎ (𝑡) + 𝑤ℎ > 0, ℎ = 1, . . . , 𝐻, и 𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊 −−−−→
𝑡→+∞

+∞,
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то тогда и 𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤ℎ

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
−−−−→
𝑡→+∞

0, ℎ = 𝑙 + 1, 𝐻. Следовательно, поскольку
𝐻∑︀

ℎ=1

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤ℎ

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
= 1,

имеем 𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤ℎ

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
−−−−→
𝑡→+∞

1
𝑙
, ℎ = 1, 𝑙.

3. Случай задач Коши (2.4), (2.5) повторяет рассуждения предыдущего пункта с той лишь

разницей, что 𝑤1 = . . . = 𝑤𝐻 = 𝑤 и для рассматриваемых задач Коши выполняется

двойное неравенство

0 ≤ 𝑟𝐾−𝑙 (𝑡) + 𝑤 (𝐻 − 𝑙)

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻
≤ 𝑅

(︃
𝑡,
𝑀̃𝑙+1𝑟

1− 𝛽

)︃
.

4. Нам осталось показать в случае каждой из задач Коши выполнение соответствующих

соотношений для функций 𝑘ℎ (𝑡) , ℎ = 𝑙 + 1, . . . , 𝐻.

Рассмотрим задачу Коши (2.2), тогда так как 𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤ℎ

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
−−−−→
𝑡→+∞

0, ℎ = 𝑙 + 1, 𝐻, то в

силу непрерывности функции 𝜙 (·) имеем 𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤ℎ

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊

)︁
−−−−→
𝑡→+∞

𝜙 (0) > 1. Следовательно,

найдется момент времени 𝜏 ** ∈ [0,+∞) такой, что при 𝑡 > 𝜏 ** выполняется неравенство

1− 𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤ℎ

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊

)︁
< −𝜙(0)−1

2
.

Тогда, пользуясь представлением (2.7), имеем

0 < 𝑟𝑘ℎ (𝑡) + 𝑤ℎ ≤
[︀
𝑟𝑘ℎ0 + 𝑤ℎ

]︀
exp

⎧⎨⎩ 𝑟

1− 𝛽

𝜏**∫︁
0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘ℎ (𝜏) + 𝑤ℎ

𝑟𝐾 (𝜏) +𝑊

)︂)︂
𝑑𝜏

⎫⎬⎭×

× exp

{︂
− 𝑟

1− 𝛽

𝜙 (0)− 1

2
(𝑡− 𝜏 **)

}︂
−−−−→
𝑡→+∞

0,

откуда следует, что 𝑘ℎ (𝑡) −−−−→
𝑡→+∞

−𝑤ℎ

𝑟
, ℎ = 𝑙 + 1, . . . , 𝐻.

5. Рассмотрим теперь задачу Коши (2.3). Так как 𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤ℎ

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
−−−−→
𝑡→+∞

0, ℎ = 𝑙 + 1, 𝐻, то най­

дется такой момент времени 𝜏 ** ∈ [0,+∞), что для любых 𝑡 > 𝜏 ** выполняется сле­

дующее неравенство: 𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤ℎ

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊

)︁
> 1, ℎ = 𝑙 + 1, 𝐻. Но тогда 𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) = 0 ∀ 𝑡 > 𝜏 **,

откуда следует, что 𝑘ℎ (𝑡) ≡ 𝑘ℎ (𝜏 **) , 𝑡 ≥ 𝜏 **, ℎ = 𝑙 + 1, 𝐻. Следовательно, положив

𝐶 = 𝑘𝑙+1 (𝜏 **) +
𝑤𝑙+1− min

ℎ=𝑙+1,𝐻
𝑤ℎ

𝑟
, в силу Замечания 8 получаем, что 𝑘ℎ (𝑡) ≤ 𝐶 ∀ 𝑡 ∈

[0,+∞) , ℎ = 𝑙 + 1, 𝐻.

6. Нам осталось рассмотреть задачи Коши (2.4) и (2.5).

Так как для обеих задач Коши 𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

−−−−→
𝑡→+∞

0, ℎ = 𝑙 + 1, 𝐻, то по непрерывности

функции 𝜙 (·) имеем 𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
−−−−→
𝑡→+∞

𝜙 (0) > 1. Следовательно, для каждой задачи

Коши найдется момент времени 𝜏 ** ∈ [0,+∞) такой, что при 𝑡 > 𝜏 ** выполняется

неравенство 1− 𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
< −𝜙(0)−1

2
.
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Но тогда для задачи Коши (2.4) при 𝑡 > 𝜏 ** справедливо дифференциальное неравен­

ство
𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡
< −𝜙 (0)− 1

2

𝑟

1− 𝛽
𝑘ℎ,

из которого по лемме Гронуолла–Беллмана следует, что

0 ≤ 𝑘ℎ (𝑡) ≤ 𝑘ℎ (𝜏 **) exp

{︂
− 𝑟

1− 𝛽

𝜙 (0)− 1

2
(𝑡− 𝜏 **)

}︂
−−−−→
𝑡→+∞

0,

откуда получаем, что в случае задачи Коши (2.4) 𝑘ℎ (𝑡) −−−−→
𝑡→+∞

0.

В случае задачи Коши (2.5) для каждого ℎ = 𝑙+1, . . . , 𝐻 в момент времени 𝑡 ∈ [𝜏 **,+∞)

либо выполняется оценка (2.10) из Леммы 2.2, причем

𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) < −

𝜙
(︁

𝑟𝑘ℎ(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
− 1

1− 𝛽
𝑟𝑘ℎ (𝑡) < −𝑟𝜙 (0)− 1

2 (1− 𝛽)
𝑘ℎ (𝑡) ,

либо выполняется равенство

𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) = −

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘ℎ (𝑡) .

Тогда для каждого ℎ = 𝑙 + 1, . . . , 𝐻 достаточно ограничиться оценкой производной 𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡

на промежутке [𝜏 **,+∞) вида

𝑑𝑘ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) ≤ max

{︂
−𝜙 (0)− 1

2 (1− 𝛽)
𝑟𝑘ℎ (𝑡) ,−

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂
𝑘ℎ (𝑡)

}︂
= −min

{︂
𝜙 (0)− 1

2 (1− 𝛽)
𝑟,
1

𝜃
− 𝑟

}︂
𝑘ℎ (𝑡) .

Следовательно, применяя лемму Гронуолла-Беллмана, получаем, что

0 ≤ 𝑘ℎ (𝑡) < 𝑘ℎ (𝜏 **) 𝑒−min{𝜙(0)−1
2(1−𝛽) 𝑟,

1
𝜃
−𝑟}(𝑡−𝜏**) −−−−→

𝑡→+∞
0, ℎ = 𝑙 + 1, . . . , 𝐻,

откуда следует, что 𝑘ℎ (𝑡) −−−−→
𝑡→+∞

0, ℎ = 𝑙 + 1, . . . , 𝐻.

Теорема доказана.

Замечание 14. Результат, полученный для модели с ограниченной ликвидностью ка­

питала, совпадает с тем, что был выведен для модели Рамсея-Беккера, и может быть про­

интерпретирован следующим образом: домашние хозяйства делятся на два класса – класс

собственников и класс работников. Данное разделение качественно отличается от того, что

получается в модели Рамсея-Бьюли, где вторая группа домохозяйств представляет собой

группу должников, а также от результата для модели с неликвидным капиталом при 𝜃 = 1
𝑟
,

где все домохозяйства оказываются собственниками, однако первая группа неограниченно

накапливает капитал, в то время как второй группе удается накопить лишь ограниченное

количество капитала.
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Глава 3

Смешанная задача для интегро-дифференциального

уравнения, моделирующего перераспределение доходов

государством

Данную главу можно логически разделить на две части. В первой части, а именно в

параграфе 3.1, мы приводим начальные сведения, касающиеся таких основных понятий, как

кривая Лоренца, мажоризация по Лоренцу, передачи Пигу-Дальтона и индекс неравенства.

Кроме того, мы устанавливаем в параграфе 3.2, что для ранее рассмотренных в прошлой

главе трех моделей социальной динамики, а именно: модели Рамсея-Бьюли, модели Рамсея­

Беккера и модели с неликвидным капиталом, существует связь между индексом неравенства

Джини и функцией Ляпунова.

Во второй части главы мы поговорим о том, как исследовать влияние государственной

политики налогообложения и субсидирования на социальную динамику. Идея заключается

в переходе к континуальному аналогу модели Рамсея-Бьюли, по которому мы составляем

модель эволюции кривой Лоренца, описывающей распределение доходов между экономиче­

скими агентами. О переходе к континуальной модели Рамсея-Бьюли рассказывается в па­

раграфе 3.3. Там же доказывается, что решение уравнения модели удовлетворяет свойству

межвременной мажоризации по Лоренцу, т.е. если взять кривую Лоренца в два разных мо­

мента времени, то более поздняя кривая Лоренца мажорирует по Лоренцу более раннюю

кривую.

Для уравнения динамики кривой Лоренца мы вводим в параграфе 3.4 функцию перерас­

пределения доходов, реализующую систему налогов и субсидий и порождающую выбранное

социальным государством стационарное распределение доходов. Модифицированное уравне­

ние динамики в совокупности с начально-краевыми условиями образует смешанную задачу

для интегро-дифференциального уравнения. В параграфе 3.5 исследуем такие вопросы, как

существование и единственность решения задачи, глобальное сохранение решением свойств

кривой Лоренца, а также единственность стационарного решения основного уравнения и его

асимптотическую устойчивость.

В параграфе 3.6 приводятся численные эксперименты.
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3.1. Индекс неравенства Джини и кривая Лоренца

Проблемы расслоения населения по доходам обсуждаются в экономической литературе

с начала XX века. В 1905 г. американский статистик М. Лоренц разработал подход к изме­

рению неравенства в распределении доходов между домашними хозяйствами, который поз­

волял анализировать изменение неравенства в динамике и сравнивать уровень неравенства

в разных экономических сообществах. Для этого измерение неравенства не должно зависеть

от абсолютных величин доходов, поскольку в разных экономических сообществах доходы

могут измеряться в различных денежных единицах и в разные моменты времени покупа­

тельная способность денег также различна. Кроме того, неравенство должно определяться

распределением доходов между домашними хозяйствами и не изменяться при перестановке

доходов между ними. Следуя М. Лоренцу, рассмотрим сообщество из 𝐻 домашних хозяйств.

Обозначим через 𝑦𝑖 доход 𝑖-го домашнего хозяйства. Вектор 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝐻) задает рас­

пределение совокупного дохода
𝐻∑︀
𝑖=1

𝑦𝑖 между домашними хозяйствами. Поскольку измерение

неравенства не зависит от перестановки доходов, т.е. компонент вектора 𝑦, построим пере­

становку 𝜎, такую, что 𝑦𝜎(1) ≤ . . . ≤ 𝑦𝜎(𝐻). Рассмотрим на плоскости точки с координатами(︀
𝑚
𝐻
, 𝑢𝑚

)︀
, 𝑚 = 0, . . . , 𝐻, где 𝑢0 = 0, 𝑢𝑚 =

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑦𝜎(𝑖)

⧸︃
𝐻∑︀
𝑗=1

𝑦𝑗 ,𝑚 = 1, . . . , 𝐻. Все эти точки лежат

внутри единичного квадрата {(𝑥1, 𝑥2) |𝑥1 ∈ [0, 1] , 𝑥2 ∈ [0, 1]}. Соединяя соседние построенные

точки отрезками, получим кривую Лоренца.

На множестве распределений доходов вводится следующее отношение частичного по­

рядка.

Определение 7. Будем говорить, что распределение доходов 𝑦1 = (𝑦11, . . . , 𝑦
1
𝐻) ≥ 0

мажорирует по Лоренцу распределение доходов 𝑦2 = (𝑦21, . . . , 𝑦
2
𝐻) ≥ 0, если выполняются

следующие условия:

1.
𝐻∑︀
𝑗=1

𝑦1𝑗 =
𝐻∑︀
𝑗=1

𝑦2𝑗 ,

2. 𝑦1𝜎(1) ≤ . . . ≤ 𝑦1𝜎(𝐻),

𝑦2𝜋(1) ≤ . . . ≤ 𝑦2𝜋(𝐻),

3.
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑦1𝜎(𝑗) ≤
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑦2𝜋(𝑗), 𝑚 = 1, . . . , 𝐻.

Мажоризация по Лоренцу также допускает возможность геометрической интерпрета­

ции: так, распределение доходов 𝑦1 мажорирует по Лоренцу распределение доходов 𝑦2 (𝑦1 ≻

𝑦2), если кривая Лоренца, построенная по распределению доходов 𝑦1, находится не выше

кривой Лоренца, построенной по распределению доходов 𝑦2 (𝐿 (𝑦1) ≤ 𝐿 (𝑦2)).



80

Равномерное распределение доходов, при котором

𝑦𝑖 =
1

𝐻

𝐻∑︁
𝑗=1

𝑦𝑗, 𝑖 = 1, . . . , 𝐻,

мажорируется любым другим распределением доходов. Ему соответствует кривая Лоренца,

совпадающая с диагональю квадрата, соединяющей вершины (0, 0) , (1, 1). Распределение

𝑦𝜎(1) = . . . = 𝑦𝜎(𝐻−1) = 0, 𝑦𝜎(𝐻) =
𝐻∑︁
𝑗=1

𝑦𝑗 > 0,

при котором весь совокупный доход принадлежит самому богатому домашнему хозяйству,

мажорирует любое другое распределение доходов.

Кривые Лоренца используются для измерения неравенства в распределении доходов

статистическими службами многих стран. В первой трети XX века была разработана ма­

тематическая теория, связавшая мажоризацию по Лоренцу с перераспределением доходов,

стохастическим доминированием и «отвращением к риску» (см. подробнее [55]). Так, с точки

зрения вопроса перераспределения доходов проблема неравенства изучалась в кембриджской

экономической школе. Представитель этой школы А. Пигу высказал идею, которая была

впоследствии развита британским экономистом Х. Дальтоном и заключается в том, что при

наличии двух получателей дохода передача дохода от более богатого к более бедному может

сокращать неравенство. Эта идея была формализована в виде передачи Пигу-Дальтона.

Определение 8. Будем говорить, что вектор 𝑦′ = (𝑦′1, . . . , 𝑦
′
𝐻) ≥ 0 получен из вектора

𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝐻) ≥ 0 с помощью передачи Пигу-Дальтона, если ∃ 1 ≤ 𝑘, 𝑙 ≤ 𝐻: 𝑦𝑘 = 𝜌+ 𝜏, 𝑦𝑙 =

𝜌− 𝜏, 𝑦′𝑘 = 𝜌+ 𝜎, 𝑦′𝑙 = 𝜌− 𝜎, где 0 ≤ 𝜎 < 𝜏 ≤ 𝜌, и 𝑦′𝑗 = 𝑦𝑗 при 𝑗 ̸= 𝑘, 𝑙.

Сформулируем теорему мажоризации.

Теорема (см. [55]). Пусть 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝐻) ≥ 0, 𝑦′ = (𝑦′1, . . . , 𝑦
′
𝐻) ≥ 0. Тогда следующие

утверждения эквивалентны:

1. 𝑦 мажорирует по Лоренцу 𝑦′;

2. ∀ 𝑎1 > 0, . . . , 𝑎𝐻 > 0 справедливо неравенство

𝐹𝑦 (𝑎1, . . . , 𝑎𝐻) ≥ 𝐹𝑦′ (𝑎1, . . . , 𝑎𝐻) ,

где 𝐹𝑦 (𝑎1, . . . , 𝑎𝐻) =
1
𝐻!

∑︀
𝜋

𝑎
𝑦𝜋(1)
1 𝑎

𝑦𝜋(2)
2 . . . 𝑎

𝑦𝜋(𝐻)

𝐻 ;

3. 𝑦′ может быть получен из 𝑦 с помощью конечного числа передач Пигу-Дальтона и

перестановки компонент;
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4. 𝑦 стохастически доминирует 𝑦′, т.е. существует такая неотрицательная матрица 𝑃 ∈

R𝐻×𝐻
+ , удовлетворяющая соотношениям 𝑃 𝑇 𝑒 = 𝑒, 𝑃𝑒 = 𝑒, где 𝑒 = (1, . . . , 1)𝑇 ∈ R𝐻 , что

выполняется равенство 𝑦′ = 𝑃𝑦;

5. для любой выпуклой непрерывной функции 𝜙 (𝑥) справедливо неравенство

𝐻∑︁
𝑖=1

𝜙 (𝑦′𝑖) ≤
𝐻∑︁
𝑖=1

𝜙 (𝑦𝑖) .

Утверждение 2 в теореме мажоризации предлагает альтернативный способ сравнения

распределений доходов с помощью функций 𝐹𝑦 (𝑎1, . . . , 𝑎𝐻), которые согласованы с мажори­

зацией по Лоренцу, так что у мажорирующего распределения доходов значение функции

должно быть не меньшим. Такие функции используются для численного измерения неравен­

ства и называются индексами неравенства. Одним из наиболее распространенных индексов

неравенства является индекс Джини, который равняется удвоенной площади между кривой

Лоренца и диагональю единичного квадрата, соединяющей его вершины (0, 0) и (1, 1). Для

распределения доходов 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝐻) индекс Джини равен

𝐺 (𝑦1, . . . , 𝑦𝐻) =

𝐻∑︀
𝑖=1

𝐻∑︀
𝑗=1

|𝑦𝑖 − 𝑦𝑗|

2𝐻2𝑦
, 𝑦 =

1

𝐻

𝐻∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖.

Если перестановка 𝜎 такая, что 𝑦𝜎(1) ≤ 𝑦𝜎(2) ≤ . . . 𝑦𝜎(𝐻), то выражение для индекса имеет вид

𝐺 (𝑦1, . . . , 𝑦𝐻) =
1

𝐻

𝐻∑︁
𝑖=1

(2𝑖−𝐻 − 1)
𝑦𝜎(𝑖)
𝑦
, 𝑦 =

𝐻∑︁
𝑗=1

𝑦𝑗.

Индекс Джини равномерного распределения доходов равен нулю. Для распределения дохо­

дов 𝑦* = (𝑦*1, . . . , 𝑦
*
𝐻), при котором весь доход достается самому богатому домашнему хозяй­

ству, индекс Джини принимает максимальное значение 𝐺* = 𝐺 (𝑦*1, . . . , 𝑦
*
𝐻) =

𝐻−1
𝐻

.

3.2. Связь индекса неравенства Джини и функции Ляпунова

Положим

𝑦𝑖 =
𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 + 𝑤𝐻+1−𝑖

𝑟𝐾 +𝑊
≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝐻.

Заметим, что 𝑦 =
𝐻∑︀
𝑗=1

𝑦𝑗 = 1. Согласно Замечанию 10 область

Γ =
{︀(︀
𝑘1, . . . , 𝑘𝐻

)︀ ⃒⃒
𝑟𝑘1 + 𝑤1 = 𝑟𝑘2 + 𝑤2 = . . . = 𝑟𝑘𝑙 + 𝑤𝑙 > 𝑟𝑘𝑙+1 + 𝑤𝑙+1 ≥ . . . ≥ 𝑟𝑘𝐻 + 𝑤𝐻

}︀
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является «ловушкой» для задач Коши (2.2), (2.3) и задачи Коши (2.4) при 𝑤1 = . . . = 𝑤𝐻 = 𝑤,

т.е. если
(︀
𝑘10, . . . , 𝑘

𝐻
0

)︀
∈ Γ, то

(︀
𝑘1 (𝑡) , . . . , 𝑘𝐻 (𝑡)

)︀
∈ Γ при 𝑡 ∈ [0,+∞). Положим

Λ =

{︂
(𝑦1, . . . , 𝑦𝐻)

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑖 =

𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 + 𝑤𝐻+1−𝑖

𝑟𝐾 +𝑊
≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝐻,

(︀
𝑘1, . . . , 𝑘𝐻

)︀
∈ Γ

}︂
.

Динамической траектории
(︀
𝑘1 (𝑡) , . . . , 𝑘𝐻 (𝑡)

)︀
∈ Γ будем ставить в соответствие траекторию

(𝑦1 (𝑡) , . . . , 𝑦𝐻 (𝑡)) ∈ Λ, по которой строится динамика кривых Лоренца. Всем трем системам

(2.2), (2.3) и (2.4) соответствует единственная стационарная траектория 𝑦* = (𝑦*1, . . . , 𝑦
*
𝐻),

где 𝑦*𝐻 = . . . = 𝑦*𝐻−𝑙+1 = 1
𝑙
, 𝑦*𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝐻 − 𝑙, в области Λ. Индекс Джини принимает

максимальное в области Λ значение на распределении 𝑦*, равное 𝐺̂* = 𝐻−𝑙
𝐻
.

Рассмотрим в области Λ функцию

𝑉 (𝑦1, . . . , 𝑦𝐻) = 𝐺̂* −𝐺 (𝑦1, . . . , 𝑦𝐻) = 𝐺̂* − 1

𝐻

𝐻∑︁
𝑖=1

(2𝑖−𝐻 − 1) 𝑦𝑖.

Функция 𝑉 (𝑦1, . . . , 𝑦𝐻) > 0 при (𝑦1, . . . , 𝑦𝐻) ∈ Λ ∖ {𝑦*}, 𝑉 (𝑦*) = 0, и непрерывно дифферен­

цируема в области Λ.

Сформулируем следующее предположение.

Предположение 2. Функция 𝜙 (𝑥) вогнута на отрезке [0, 1].

Теорема 3.1. Пусть
(︀
𝑘1 (𝑡) , . . . , 𝑘𝐻 (𝑡)

)︀
∈ Γ является решением либо задачи Коши (2.2)

(модель Рамсея–Бьюли), либо задачи Коши (2.3) (модель с неликвидным капиталом), ли­

бо задачи Коши (2.4) (модель Рамсея–Беккера). Пусть также для функции 𝜙 (·) выполнено

Предположение 1, а в случае модели Рамсея–Беккера дополнительно выполнено Предполо­

жение 2. Тогда

𝑑

𝑑𝑡
𝑉

(︂
𝑟𝑘𝐻 (𝑡) + 𝑤𝐻

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 (𝑡) + 𝑤𝐻+1−𝑖

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
< 0.

Замечание 15. Положение равновесия 𝑦* является глобально асимптотически устой­

чивым по Ляпунову в области Λ, а построенная по индексу Джини функция

𝑉 (𝑦1, . . . , 𝑦𝐻) = 𝐺̂* −𝐺 (𝑦1, . . . , 𝑦𝐻)

является функцией Ляпунова в области Λ.

Доказательство Теоремы 3.1. Пусть(︂
𝑟𝑘𝐻0 + 𝑤𝐻

𝑟𝐾0 +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘𝐻+1−𝑖
0 + 𝑤𝐻+1−𝑖

𝑟𝐾0 +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘10 + 𝑤1

𝑟𝐾0 +𝑊

)︂
∈ Γ.

Тогда имеем (︂
𝑟𝑘𝐻 (𝑡) + 𝑤𝐻

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 (𝑡) + 𝑤𝐻+1−𝑖

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
∈ Γ.
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Вычислим производную

𝑑

𝑑𝑡
𝑉

(︂
𝑟𝑘𝐻 (𝑡) + 𝑤𝐻

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 (𝑡) + 𝑤𝐻+1−𝑖

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
=

= − 1

𝐻

𝐻∑︁
𝑖=1

(𝐻 + 1− 2𝑖)
1

(𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊 )2
×

×
(︂
𝑑 (𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤𝑖)

𝑑𝑡
(𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊 )− 𝑑 (𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊 )

𝑑𝑡

(︀
𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤𝑖

)︀)︂
.

В случае модели Рамсея–Бьюли, т.е. задачи Коши (2.2) имеем, что

𝑑

𝑑𝑡
𝑉

(︂
𝑟𝑘𝐻 + 𝑤𝐻

𝑟𝐾 +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 + 𝑤𝐻+1−𝑖

𝑟𝐾 +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘1 + 𝑤1

𝑟𝐾 +𝑊

)︂
=

= − 𝑟

𝐻 (1− 𝛽)

𝐻∑︁
𝑖=1

(𝐻 + 1− 2𝑖)
𝑟𝑘𝑖 + 𝑤𝑖

𝑟𝐾 +𝑊
×

×

(︃(︂
1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖 + 𝑤𝑖

𝑟𝐾 +𝑊

)︂)︂
−

𝐻∑︁
𝑗=1

(︂
1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 +𝑊

)︂)︂
𝑟𝑘𝑗 + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 +𝑊

)︃
.

В случае модели с неликвидным капиталом, т.е. задачи Коши (2.3), имеем, что

𝑑

𝑑𝑡
𝑉

(︂
𝑟𝑘𝐻 + 𝑤𝐻

𝑟𝐾 +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 + 𝑤𝐻+1−𝑖

𝑟𝐾 +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘1 + 𝑤1

𝑟𝐾 +𝑊

)︂
=

= − 𝑟

𝐻 (1− 𝛽)

𝐻∑︁
𝑖=1

(𝐻 + 1− 2𝑖)
𝑟𝑘𝑖 + 𝑤𝑖

𝑟𝐾 +𝑊
×

×

(︃(︂
1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖 + 𝑤𝑖

𝑟𝐾 +𝑊

)︂)︂
+

−
𝐻∑︁
𝑗=1

(︂
1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 +𝑊

)︂)︂
+

𝑟𝑘𝑗 + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 +𝑊

)︃
.

В случае модели Рамсея–Беккера, т.е. задачи Коши (2.4), имеем, что

𝑑

𝑑𝑡
𝑉

(︂
𝑟𝑘𝐻 + 𝑤

𝑟𝐾 +𝐻𝑤
, . . . ,

𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 + 𝑤

𝑟𝐾 +𝐻𝑤
, . . . ,

𝑟𝑘1 + 𝑤

𝑟𝐾 +𝐻𝑤

)︂
=

= − 𝑟

𝐻 (1− 𝛽)

𝐻∑︁
𝑖=1

(𝐻 + 1− 2𝑖)
𝑟𝑘𝑖 + 𝑤

𝑟𝐾 +𝐻𝑤
×

⎧⎨⎩1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖 + 𝑤

𝑟𝐾 + 𝑤𝐻

)︂
+

+

(︂
𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖 + 𝑤

𝑟𝐾 + 𝑤𝐻

)︂
− 1

)︂
+

𝑤

𝑟𝑘𝑖 + 𝑤

(︃
𝑤

𝑐2
(︀
𝑘𝑖, 𝑟𝜙

(︀
𝑟𝑘𝑖+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︀)︀)︃ 1−𝛽

𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︂
−1

−

−
𝐻∑︁
𝑗=1

𝑟𝑘𝑗 + 𝑤

𝑟𝐾 + 𝑤𝐻

⎛⎝1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 + 𝑤

𝑟𝐾 + 𝑤𝐻

)︂
+

+

(︂
𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 + 𝑤

𝑟𝐾 + 𝑤𝐻

)︂
− 1

)︂
+

𝑤

𝑟𝑘𝑗 + 𝑤

(︃
𝑤

𝑐2
(︀
𝑘𝑗, 𝑟𝜙

(︀
𝑟𝑘𝑗+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︀)︀)︃ 1−𝛽

𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗+𝑤
𝑟𝐾+𝑤𝐻

)︂
−1

⎞⎠⎫⎬⎭ .

Пусть 𝛼𝑖 (𝑡) =
𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤𝑖

𝑟𝐾(𝑡)+𝑊
, 𝑖 = 1, . . . , 𝐻. Поскольку(︂

𝑟𝑘𝐻 (𝑡) + 𝑤𝐻

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 (𝑡) + 𝑤𝐻+1−𝑖

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
∈ Γ,
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имеем 𝛼1 (𝑡) = 𝛼2 (𝑡) = . . . = 𝛼𝑙 (𝑡) > 𝛼𝑙+1 (𝑡) ≥ . . . ≥ 𝛼𝐻 (𝑡) ≥ 0, кроме того,
𝐻∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖 (𝑡) = 1.

Положим в случае модели Рамсея–Бьюли

𝑓𝑖 (𝑡) = 1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
, 𝑗 = 1, . . . , 𝐻,

в случае неликвидного капитала

𝑓𝑖 (𝑡) =

(︂
1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤𝑗

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂)︂
+

, 𝑗 = 1, . . . , 𝐻,

а в случае модели Рамсея–Беккера имеем

𝑓𝑖 (𝑡) = 1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︂
+

(︂
𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︂
− 1

)︂
+

×

× 𝑤

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤

⎛⎝ 𝑤

𝑐2

(︁
𝑘𝑖 (𝑡) , 𝑟𝜙

(︁
𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁)︁
⎞⎠

1−𝛽

𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︂
−1

, 𝑖 = 1, . . . , 𝐻.

Тогда во всех трех случаях справедливо следующее равенство:

𝑑

𝑑𝑡
𝑉

(︂
𝑟𝑘𝐻 (𝑡) + 𝑤𝐻

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 (𝑡) + 𝑤𝐻+1−𝑖

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
=

= − 𝑟

𝐻 (1− 𝛽)

𝐻∑︁
𝑖=1

(𝐻 + 1− 2𝑖)𝛼𝑖 (𝑡)

(︃
𝑓𝑖 (𝑡)−

𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡)

)︃
.

Заметим, что
𝐻∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 (𝑡)

(︃
𝑓𝑖 (𝑡)−

𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡)

)︃
= 0.

Следовательно,

𝑑

𝑑𝑡
𝑉

(︂
𝑟𝑘𝐻 (𝑡) + 𝑤𝐻

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 (𝑡) + 𝑤𝐻+1−𝑖

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
=

=
2𝑟

𝐻 (1− 𝛽)

𝐻∑︁
𝑖=1

𝑖𝛼𝑖 (𝑡)

(︃
𝑓𝑖 (𝑡)−

𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡)

)︃
.

В силу Предположения 1 для моделей Рамсея–Бьюли и с неликвидным капиталом имеем,

что

𝑓1 (𝑡) = 𝑓2 (𝑡) = . . . = 𝑓𝑙 (𝑡) > 𝑓𝑙+1 (𝑡) ≥ . . . ≥ 𝑓𝐻 (𝑡) ,

𝑓1 (𝑡) >
𝐻∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 (𝑡) 𝑓𝑖 (𝑡) > 𝑓𝐻 (𝑡) ,

откуда получаем, что 𝑓1 (𝑡)−
𝐻∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) > 0, 𝑓𝐻 (𝑡)−
𝐻∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) < 0. Кроме того,

𝑓1 (𝑡)−
𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) = 𝑓2 (𝑡)−
𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) = . . . = 𝑓𝑙 (𝑡)−
𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) >

> 𝑓𝑙+1 (𝑡)−
𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) ≥ . . . ≥ 𝑓𝐻 (𝑡)−
𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) .
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Таким образом, для каждой из двух моделей существует такое 𝑗* = 𝑗* (𝑡), что

𝑓𝑖 (𝑡)−
𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) ≥ 0, 𝑖 ≤ 𝑗*; 𝑓𝑖 (𝑡)−
𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) < 0, 𝑖 > 𝑗*.

Для модели Рамсея–Беккера распишем сумму
𝐻∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡):

𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) =
𝐻∑︁
𝑗=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓1
𝑗 (𝑡)⏞  ⏟  (︂

1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︂)︂
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻
+

+

(︂
𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︂
− 1

)︂
+

𝑤

⎛⎝ 𝑤

𝑐2

(︁
𝑘𝑗 (𝑡) , 𝑟𝜙

(︁
𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁)︁
⎞⎠

1−𝛽

𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︂
−1 1

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻⏟  ⏞  
𝑓2
𝑗 (𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Докажем, что она неотрицательна. Ясно, что слагаемое 𝑓 2
𝑗 (𝑡) внутри суммы неотрицательно,

поэтому рассмотрим сумму из слагаемых 𝑓 1
𝑗 (𝑡). Так как функция 1 − 𝜙 (𝑥) выпукла в силу

Предположения 2, то применяя сначала неравенство Иенсена, а затем неравенство Коши­

Буняковского, получаем следующую цепочку неравенств:

𝐻∑︁
𝑗=1

𝑓 1
𝑗 (𝑡) =

𝐻∑︁
𝑗=1

(︂
1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︂)︂
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻
≥ 1− 𝜙

(︃
𝐻∑︁
𝑗=1

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︂2
)︃

≥

≥

⎧⎨⎩
𝐻∑︁
𝑗=1

(︂
𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︂2

≥ 1

𝐻

(︃
𝐻∑︁
𝑗=1

𝑟𝑘𝑗 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︃2

=
1

𝐻

⎫⎬⎭ ≥ 1− 𝜙

(︂
1

𝐻

)︂
.

Так как в силу Предположения 1 справедливо неравенство 𝜙
(︀

1
𝐻

)︀
≤ 1, получаем, что сумма

𝐻∑︀
𝑗=1

𝑓 1
𝑗 (𝑡) неотрицательна. Следовательно, для модели Рамсея–Беккера сумма

𝐻∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡)

неотрицательна.

Далее, если выбрано такое 𝑖 ∈ {𝑙 + 1, . . . , 𝐻}, что 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
> 1, то справедливо

неравенство

𝑓𝑖 (𝑡) =
1

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤

⎛⎜⎝(︂1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︂)︂(︀
𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤

)︀
+

+

(︂
𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︂
− 1

)︂
+

𝑤

⎛⎝ 𝑤

𝑐2

(︁
𝑘𝑖 (𝑡) , 𝑟𝜙

(︁
𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁)︁
⎞⎠

1−𝛽

𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︂
−1

⎞⎟⎠ ≤

≤ 1

𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤

(︂
1− 𝜙

(︂
𝑟𝑘𝑖 (𝑡) + 𝑤

𝑟𝐾 (𝑡) + 𝑤𝐻

)︂)︂
𝑟𝑘𝑖 (𝑡) < 0.
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Следовательно, если 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
> 1, то 𝑓𝑖 (𝑡) −

𝐻∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) < 0. С другой стороны, из

Предположения 1 следует, что если 𝜙
(︁

𝑟𝑘𝑖(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
≤ 1, 𝑘𝑠 (𝑡) ≥ 𝑘𝑖 (𝑡), то 𝑓𝑠 (𝑡)−

𝐻∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) ≥

𝑓𝑖 (𝑡)−
𝐻∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡). Кроме того, поскольку
𝑟𝑘1(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

> 1
𝐻
, имеем, что 𝜙

(︁
𝑟𝑘1(𝑡)+𝑤
𝑟𝐾(𝑡)+𝑤𝐻

)︁
< 𝜙

(︀
1
𝐻

)︀
≤

1, 𝑓1 (𝑡) −
𝐻∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) > 0. Таким образом, в случае модели Рамсея–Беккера также суще­

ствует такое 𝑗*, что

𝑓𝑖 (𝑡)−
𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) ≥ 0, 𝑖 ≤ 𝑗*; 𝑓𝑖 (𝑡)−
𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡) < 0, 𝑖 > 𝑗*.

Тогда, объединяя все три случая (в случае модели Рамсея-Беккера 𝑤1 = . . . = 𝑤𝐻 = 𝑤),

получаем следующую оценку:

𝑑

𝑑𝑡
𝑉

(︂
𝑟𝑘𝐻 (𝑡) + 𝑤𝐻

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 (𝑡) + 𝑤𝐻+1−𝑖

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊
, . . . ,

𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1

𝑟𝐾 (𝑡) +𝑊

)︂
=

=
2𝑟

𝐻 (1− 𝛽)

𝐻∑︁
𝑖=1

𝑖𝛼𝑖 (𝑡)

(︃
𝑓𝑖 (𝑡)−

𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡)

)︃
=

=
2𝑟

𝐻 (1− 𝛽)

{︃
𝑗*∑︁
𝑖=1

𝑖𝛼𝑖 (𝑡)

(︃
𝑓𝑖 (𝑡)−

𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡)

)︃
+

+
𝐻∑︁

𝑖=𝑗*+1

𝑖𝛼𝑖 (𝑡)

(︃
𝑓𝑖 (𝑡)−

𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡)

)︃}︃
≤

≤ 2𝑟

𝐻 (1− 𝛽)

{︃
𝑗*

𝑗*∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 (𝑡)

(︃
𝑓𝑖 (𝑡)−

𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡)

)︃
+

+(𝑗* + 1)
𝐻∑︁

𝑖=𝑗*+1

𝛼𝑖 (𝑡)

(︃
𝑓𝑖 (𝑡)−

𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡)

)︃}︃
=

=
2𝑟

𝐻 (1− 𝛽)

𝐻∑︁
𝑖=𝑗*+1

𝛼𝑖 (𝑡)

(︃
𝑓𝑖 (𝑡)−

𝐻∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 (𝑡) 𝑓𝑗 (𝑡)

)︃
< 0.

Теорема доказана.

В завершение параграфа мы приводим численные расчеты того, как эволюционируют

кривая Лоренца и индекс неравенства Джини, построенные для моделей Рамсея-Бьюли, Рам­

сея-Беккера и с неликвидным капиталом. На рис. 3.1 приведена эволюция с течением времени

кривой Лоренца для всех трех моделей. На рис. 3.2 показана динамика индекса неравенства

Джини. Отметим, что сходимость распределения доходов к двухклассовому сообществу в

модели Рамсея–Бьюли происходит быстрее, чем в двух других моделях.
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(а) Модель Рамсея–Бьюли

t = 0.96

t = 2.84

t = 7.0025

t = 29.6575

t = 50.955

t = 309.5425

t = 370.74

t = 1000

(б ) Модель Рамсея–Беккера

t = 0.96

t = 2.84

t = 7.0025

t = 29.6575

t = 50.955

t = 309.5425

t = 370.74

t = 1000

(в) Модель с неликвидным капиталом

Рис. 3.1. Кривая Лоренца для популяции из𝐻 = 20 домашних хозяйств. Подсчитана при следующих

функциях и значениях параметров: 𝑇 = 1000, 𝛽 = 0.1, 𝜙 (𝑥) = 𝜙max − (𝜙max − 𝜙min)𝑥
2, 𝜙max =

1.001, 𝜙min = 𝛽, 𝑟 = 0.1, 𝑤 = 5 · 103,𝐾0 = 105.

3.3. Континуальный аналог задачи Коши в случае Бьюли

При статистическом анализе распределений доходов домашних хозяйств оказывается

так, что число домохозяйств достаточно велико. В связи с данным обстоятельством нам

будет удобнее перейти от дискретной динамике к непрерывной, рассмотрев континуальный

аналог модели Рамсея-Бьюли. Стоит при этом отметить, что кривую Лоренца, которая в дис­

кретном случае является ломаной, мы аппроксимируем гладкой кривой, обладающей теми

же свойствами, что и ломаная. Введем обозначение 𝑀 = [0, 1] × [0,+∞). Также обозначим

через запись 𝐶𝑝,𝑞 (𝑀) пространство непрерывных функций, у которых существуют и непре­
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Рис. 3.2. Индекс неравенства Джини в зависимости от времени 𝑡 для популяции из 𝐻 = 20 до­

машних хозяйств в моделях Рамсея–Бьюли, Рамсея–Беккера и с неликвидным капиталом. Под­

считан при следующих функциях и значениях параметров: 𝑇 = 1000, 𝛽 = 0.1, 𝜙 (𝑥) = 𝜙max −

(𝜙max − 𝜙min)𝑥
2, 𝜙max = 1.001, 𝜙min = 𝛽, 𝑟 = 0.1, 𝑤 = 5 · 103,𝐾0 = 105.

рывны частные производные по первому аргументу до 𝑝-го порядка и по второму аргументу

до 𝑞-го порядка, т.е.

𝐶𝑝,𝑞 (𝑀) =

{︂
𝑓 :𝑀 → R

⃒⃒⃒⃒
𝑓,
𝜕𝑓

𝜕𝑥
, . . . ,

𝜕𝑝𝑓

𝜕𝑥𝑝
,
𝜕𝑓

𝜕𝑡
, . . .

𝜕𝑞𝑓

𝜕𝑡𝑞
∈ 𝐶 (𝑀)

}︂
.

Дадим следующее определение.

Определение 9. Будем называть кривой Лоренца функцию 𝑦 : 𝑀 → [0, 1], обладаю­

щую следующими свойствами:

1. 𝑦 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,1 (𝑀);

2. функция 𝑦 (𝑥, 𝑡) выпукла по 𝑥 на отрезке [0, 1] для любого 𝑡 ∈ [0,+∞);

3. функция 𝑦 (𝑥, 𝑡) строго возрастает по 𝑥 на отрезке [0, 1] для любого 𝑡 ∈ [0,+∞);

4. для каждого 𝑡 ∈ [0,+∞) выполняются краевые условия вида 𝑦 (0, 𝑡) = 0, 𝑦 (1, 𝑡) = 1.
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Рассмотрим модель Рамсея-Бьюли в континуальной форме:

𝜕𝛼 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=

1− 𝜙

⎛⎝ 𝛼(𝑥,𝑡)
1∫︀
0

𝛼(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

⎞⎠
1− 𝛽

𝑟𝛼 (𝑥, 𝑡) , 𝛼 (𝑥, 0) = 𝛼0 (𝑥) ≥ 0,

где 𝛼 (𝑥, 𝑡) = 𝑟𝑘 (𝑥, 𝑡) + 𝑤 (𝑥).

В представленной модели функция 𝜙 (·) отличается от той, что была рассмотрена ранее,

и имеет вид 𝜙 (𝑥) = 𝜙old

(︀
𝑥
𝐻

)︀
, где величина 𝑥 ∈ [0, 𝐻] является отношением дохода домохозяй­

ства к среднему доходу, а величина 1
𝐻
– отношением среднего дохода к суммарному доходу

домохозяйств. В континуальной модели аргументом функции 𝜙 (·) является величина, рав­

ная 𝛼(𝑥,𝑡)
1∫︀
0

𝛼(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

и принадлежащая отрезку [0, 𝐻 (𝑡)], где 𝐻 (𝑡) = 𝐴(𝑡)
1∫︀
0

𝛼(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

, а 𝐴 (𝑡) – экзогенно

заданный суммарный доход домохозяйств.

Определим функцию распределения доходов домашних хозяйств из дискретной модели

Рамсея-Бьюли:

𝐴 (𝛼, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝑟𝑘𝐻 (𝑡) + 𝑤𝐻 ,

𝑖

𝐻
, 𝑟𝑘𝐻+1−𝑖 (𝑡) + 𝑤𝐻+1−𝑖 < 𝛼 ≤ 𝑟𝑘𝐻−𝑖 (𝑡) + 𝑤𝐻−𝑖, 𝑖 = 1, 𝐻 − 1,

1, 𝛼 > 𝑟𝑘1 (𝑡) + 𝑤1.

Тогда обратная к ней функция 𝛼̃ (𝑥, 𝑡) = inf
{︁
𝛼 ≥ 0 : 𝐴 (𝛼, 𝑡) = ⌊𝐻𝑥⌋

𝐻

}︁
представляет собой ку­

сочно-постоянную по 𝑥 функцию на отрезке [0, 1], каждая «ступенька» которой соответствует

значению дохода каждого домохозяйства.

Докажем следующее утверждение.

Предложение 2. Пусть существует такое 𝜀 ∈ (0, 1), что для любого 𝑡 ∈ [0,+∞) спра­

ведливо неравенство max
𝑥∈[0,1]

⃒⃒⃒
𝛼(𝑥,𝑡)
𝛼̃(𝑥,𝑡)

− 1
⃒⃒⃒
≤ 𝜀. Тогда для любого 𝑡 ∈ [0,+∞) справедлива оценка

max
𝑥∈[0,1]

𝛼 (𝑥, 𝑡)
1∫︀
0

𝛼 (𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠

≤ 𝑈 (𝐻, 𝜀) , (3.1)

где 𝑈 (𝐻, 𝜀) =
(︀
1 + 2𝜀

1−𝜀

)︀
𝐻.

Доказательство. Так как для любого 𝑥 ∈ [0, 1] и 𝑡 ∈ [0,+∞) выполнено двойное неравенство

(1− 𝜀) 𝛼̃ (𝑥, 𝑡) ≤ 𝛼 (𝑥, 𝑡) ≤ (1 + 𝜀) 𝛼̃ (𝑥, 𝑡), то интегрированием по частям этого неравенства по
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𝑥 от 0 до 1 можно вывести неравенство вида

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︀
0

𝛼(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

1∫︀
0

𝛼̃(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝜀. Тогда

𝛼(𝑥,𝑡)
1∫︀
0

𝛼(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

𝛼̃(𝑥,𝑡)
1∫︀
0

𝛼̃(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

=
𝛼 (𝑥, 𝑡)

𝛼̃ (𝑥, 𝑡)

1∫︀
0

𝛼̃ (𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠

1∫︀
0

𝛼 (𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠

≤ 1 + 𝜀

1− 𝜀
= 1 +

2𝜀

1− 𝜀
.

Так как 𝛼̃(𝑥,𝑡)
1∫︀
0

𝛼̃(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

≤ 𝐻, мы получаем оценку (3.1).

Далее будем считать, что 𝜀 = 1
3
. Тогда 𝑈

(︀
𝐻, 1

3

)︀
= 2𝐻, и тем самым можно получить

оценку сверху для функции 𝐻 (𝑡) ≤ 2𝐻. Следовательно, будем считать, что функция 𝜙 (·)

определена на отрезке [0, 2𝐻].

Сделаем дополнительное предположение.

Предположение 3. Функция 𝜙 (𝛾) непрерывно дифференцируема на отрезке [0, 2𝐻].

В силу теоремы о гладкой зависимости по параметру (см. [46]) справедливо следующее

утверждение.

Предложение 3. Пусть выполнено Предположение 3, и 𝛼0 (𝑥) является неотрицатель­

ной строго возрастающей непрерывно дифференцируемой функцией на отрезке [0, 1]. Тогда

функция 𝛼 (𝑥, 𝑡) является непрерывно дифференцируемой по совокупности переменных (𝑥, 𝑡).

Нетрудно тогда проверить, что функция 𝑦 (𝑥, 𝑡), введенная соотношением 𝑦 (𝑥, 𝑡) =
𝑥∫︀
0

𝛼(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

1∫︀
0

𝛼(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

, удовлетворяет Определению 9 и является кривой Лоренца.

Продифференцируем функцию 𝑦 (𝑥, 𝑡) по 𝑡:

𝜕𝑦 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝑥∫︀
0

𝜕𝛼(𝑤,𝑡)
𝜕𝑡

𝑑𝑤 ·
1∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤 −
𝑥∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤 ·
1∫︀
0

𝜕𝛼(𝑤,𝑡)
𝜕𝑡

𝑑𝑤(︂
1∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

)︂2 =

=
𝑟

1− 𝛽

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥∫︁

0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂)︂
𝛼 (𝑤, 𝑡)

1∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

𝑑𝑤−

−

𝑥∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

1∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

·
1∫︁

0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂)︂
𝛼 (𝑤, 𝑡)

1∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

𝑑𝑤

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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Замечая, что 𝛼(𝑥,𝑡)
1∫︀
0

𝛼(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

= 𝜕𝑦(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥

, и вводя обозначение

𝑦𝜙 (𝑥, 𝑡) =

𝑥∫︁
0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂)︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤
𝑑𝑤,

выводим для кривой Лоренца следующее уравнение динамики:

𝜕𝑦 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝑟

1− 𝛽
[𝑦𝜙 (𝑥, 𝑡)− 𝑦 (𝑥, 𝑡) 𝑦𝜙 (1, 𝑡)] . (3.2)

Теорема 3.2. Пусть для кривой Лоренца 𝑦 (𝑥, 𝑡) справедливо уравнение динамики (3.2).

Тогда для любых 𝑡′, 𝑡′′ ∈ [0,+∞), таких что 𝑡′ > 𝑡′′, кривая 𝑦 (𝑥, 𝑡′) мажорирует по Лоренцу

кривую 𝑦 (𝑥, 𝑡′′).

Доказательство. Для справедливости утверждения нам достаточно доказать, что 𝜕𝑦(𝑥,𝑡)
𝜕𝑡

<

0 ∀𝑥 ∈ (0, 1). Для этого рассмотрим на интервале (0, 1) функцию

𝐺 (𝑥, 𝑡) =
1− 𝛽

𝑟

𝜕𝑦(𝑥,𝑡)
𝜕𝑡

𝑦 (𝑥, 𝑡)
=
𝑦𝜙 (𝑥, 𝑡)

𝑦 (𝑥, 𝑡)
− 𝑦𝜙 (1, 𝑡) .

Заметим, что функцию 𝐺 (𝑥, 𝑡) можно доопределить в нуле. Для этого рассмотрим пре­

дел функции 𝑦𝜙(𝑥,𝑡)

𝑦(𝑥,𝑡)
в нуле справа:

lim
𝑥→0+0

𝑦𝜙 (𝑥, 𝑡)

𝑦 (𝑥, 𝑡)
= lim

𝑥→0+0

𝑥∫︀
0

(︁
1− 𝜙

(︁
𝜕𝑦(𝑤,𝑡)

𝜕𝑤

)︁)︁
𝜕𝑦(𝑤,𝑡)

𝜕𝑤
𝑑𝑤

𝑦 (𝑥, 𝑡)
= lim

𝑥→0+0

(︁
1− 𝜙

(︁
𝜕𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

)︁)︁
𝜕𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

𝜕𝑦(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥

=

= 1− 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (0, 𝑡)

𝜕𝑥

)︂
.

Следовательно, 𝐺 (0, 𝑡) = 1−𝜙
(︁

𝜕𝑦(0,𝑡)
𝜕𝑥

)︁
− 𝑦𝜙 (1, 𝑡). Исследуем теперь поведение данной функ­

ции, взяв ее частную производную по 𝑥:

𝜕𝐺 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
=

𝜕𝑦𝜙(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
𝑦 (𝑥, 𝑡)− 𝜕𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
𝑦𝜙 (𝑥, 𝑡)

(𝑦 (𝑥, 𝑡))2
=

=
𝜕𝑦 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

(︁
1− 𝜙

(︁
𝜕𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

)︁)︁
𝑦 (𝑥, 𝑡)−

𝑥∫︀
0

(︁
1− 𝜙

(︁
𝜕𝑦(𝑤,𝑡)

𝜕𝑤

)︁)︁
𝜕𝑦(𝑤,𝑡)

𝜕𝑤
𝑑𝑤

(𝑦 (𝑥, 𝑡))2
=

= −
𝜕𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

(𝑦 (𝑥, 𝑡))2

⎛⎝𝜙(︂𝜕𝑦 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥

)︂
𝑦 (𝑥, 𝑡)−

𝑥∫︁
0

𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤
𝑑𝑤

⎞⎠ .

Величина 𝜕𝑦(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥

положительна для любого 𝑥 ∈ (0, 1], поэтому знак определяется выражением,

стоящим в скобках. Кроме того, так как функция 𝜙 (·) убывает, а функция 𝜕𝑦(·,𝑡)
𝜕𝑥

возрастает
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по 𝑥 при любом 𝑡 ∈ [0,+∞), справедливы следующие неравенства:

1∫︁
0

𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤
𝑑𝑤 < 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (0, 𝑡)

𝜕𝑥

)︂
·

1∫︁
0

𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤
𝑑𝑤 = 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (0, 𝑡)

𝜕𝑥

)︂
,

𝑥∫︁
0

𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤
𝑑𝑤 > 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

)︂
·

𝑥∫︁
0

𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤
𝑑𝑤 = 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

)︂
𝑦 (𝑥, 𝑡) ,

из которых можно заключить, что 𝐺 (0, 𝑡) < 0 и 𝜕𝐺(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥

> 0 ∀𝑥 ∈ (0, 1). Интегрируя последнее

неравенство относительно 𝜕𝐺
𝜕𝑥

в пределах от 𝑥 до 1, получаем, что

1∫︁
𝑥

𝜕𝐺 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑑𝑥 = 𝐺 (1, 𝑡)−𝐺 (𝑥, 𝑡) > 0,

откуда следует, что 1−𝛽
𝑟

𝜕𝑦(𝑥,𝑡)
𝜕𝑡

𝑦(𝑥,𝑡)
= 𝐺 (𝑥, 𝑡) < 𝐺 (1, 𝑡) = 0 ∀𝑥 ∈ (0, 1).

Таким образом, мы показали, что 𝜕𝑦(𝑥,𝑡)
𝜕𝑡

< 0, 𝑥 ∈ (0, 1). Проинтегрировав данное нера­

венство в пределах от 𝑡′′ до 𝑡′ > 𝑡′′ для любого 𝑥 ∈ (0, 1), выводим неравенство

𝑦 (𝑥, 𝑡′)− 𝑦 (𝑥, 𝑡′′) =

𝑡′∫︁
𝑡′′

𝜕𝑦 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡 < 0,

то есть 𝑦 (𝑥, 𝑡′) < 𝑦 (𝑥, 𝑡′′) для любого 𝑥 ∈ (0, 1), что и требовалось.

3.4. Передачи Пигу-Дальтона и государство всеобщего

благосостояния

Как уже ранее было отмечено, в модели социальной динамики Рамсея-Бьюли в пределе

на бесконечном полуинтервале времени устанавливается распределение доходов, соответству­

ющее двухклассовой структуре общества. Нам представляется интересным вопрос о том, как

следует перестроить динамику кривой Лоренца таким образом, чтобы вывести распределе­

ние доходов, отличающееся от того, что соответствует двухклассовому обществу. В текущем

параграфе предлагается решение данного вопроса, достигаемое за счет перераспределения

доходов, например, за счет введения налогов для более богатых слоев населения и выделения

субсидий для поддержки более бедных слоев.

Дадим следующее определение.

Определение 10. Пусть функция 𝑦 (𝑥, 𝑡) – кривая Лоренца в смысле Определения

9. Будем говорить, что функция 𝜓0 (𝛾) ∈ 𝐶1 [0, 2𝐻] задает для функции 𝑦 (𝑥, 𝑡) передачу

Пигу-Дальтона, если она удовлетворяет следующим условиям:
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1. 𝜓′
0 (𝛾) > 0, ∀ 𝛾 ≥ 0;

2. справедливо равенство

1∫︁
0

𝜓0

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤 =

1∫︁
0

𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤
𝑑𝑤 = 1 ∀ 𝑡 ∈ [0,+∞) . (3.3)

Введем 𝑧 (𝑥, 𝑡) = 𝜓0

⎛⎝ 𝛼(𝑥,𝑡)
1∫︀
0

𝛼(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

⎞⎠ 1∫︀
0

𝛼 (𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 – величину дохода, полученную агентом 𝑥

в момент времени 𝑡 после перераспределения. Тогда модифицируем модель Рамсея-Бьюли,

заменив в правой части доход 𝛼 (𝑥, 𝑡) на перераспределенный доход 𝑧 (𝑥, 𝑡):

𝜕𝛼 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑟

1− 𝜙
(︁

𝜕𝑦(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥

)︁
1− 𝛽

𝑧 (𝑥, 𝑡) . (3.4)

Как и в предыдущем параграфе, в качестве кривой Лоренца положим функцию

𝑦 (𝑥, 𝑡) =

𝑥∫︀
0

𝛼 (𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠

1∫︀
0

𝛼 (𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠

,

где доход 𝛼 (𝑥, 𝑡) удовлетворяет уравнению (3.4).

Продифференцируем 𝑦 (𝑥, 𝑡) по 𝑡:

𝜕𝑦 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝑥∫︀
0

𝜕𝛼(𝑤,𝑡)
𝜕𝑡

𝑑𝑤 ·
1∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤 −
𝑥∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤 ·
1∫︀
0

𝜕𝛼(𝑤,𝑡)
𝜕𝑡

𝑑𝑤(︂
1∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

)︂2 =

=
𝑟

1− 𝛽

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥∫︁

0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂)︂
𝑧 (𝑤, 𝑡)

1∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

𝑑𝑤−

−

𝑥∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

1∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

·
1∫︁

0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂)︂
𝑧 (𝑤, 𝑡)

1∫︀
0

𝛼 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

𝑑𝑤

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Поскольку 𝑧(𝑥,𝑡)
1∫︀
0

𝛼(𝑠,𝑡) 𝑑𝑠

= 𝜓0

(︁
𝜕𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

)︁
, то в силу уравнения (3.4) мы получаем следующее уравне­

ние динамики кривой Лоренца:

𝜕𝑦 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝑟

1− 𝛽

⎡⎣ 𝑥∫︁
0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂)︂
𝜓0

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤−

−𝑦 (𝑥, 𝑡)
1∫︁

0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂)︂
𝜓0

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤

⎤⎦ .
(3.5)
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Передачу Пигу-Дальтона 𝜓0 (·), удовлетворяющую Определению 10, мы построим по­

средством следующей леммы.

Лемма 3.1. Пусть 𝑦 (𝑥) – произвольное стационарное решение уравнения (3.5), явля­

ющееся дважды непрерывно дифференцируемой выпуклой строго возрастающей функцией

на отрезке [0, 1] и удовлетворяющее условиям 𝑦 (0) = 0, 𝑦 (1) = 1. Пусть также справедливо

неравенство

𝛾𝜙′ (𝛾) > 𝜙 (𝛾)− 1, 𝛾 ∈ [0, 2𝐻] . (3.6)

Тогда функция, задающая для функции 𝑦 (𝑥) передачу Пигу-Дальтона, имеет вид 𝜓0 (𝛾) =

𝐶𝛾
1−𝜙(𝛾)

, где константа 𝐶 = 𝐶 (𝑦 (·)) удовлетворяет соотношению

1

𝐶
=

1∫︁
0

𝑑𝑦(𝑥)
𝑑𝑥

1− 𝜙
(︁

𝑑𝑦(𝑥)
𝑑𝑥

)︁ 𝑑𝑥. (3.7)

Замечание 16. Из неравенства (3.6) следует, что справедливо неравенство 𝜙 (0) < 1 и

функция 𝛾
1−𝜙(𝛾)

возрастает по 𝛾. Тогда, в свою очередь, неравенство (3.6) следует из неравен­

ства

𝛾𝜙′ (𝛾) > 𝜙 (𝛾)− 𝜙 (0) ,

которое справедливо в предположении, что функция 𝜙 (·) выпукла на отрезке [0, 2𝐻]. Для

этого достаточно воспользоваться неравенством

𝜙 (𝛾1) ≥ 𝜙 (𝛾2) + 𝜙′ (𝛾2) (𝛾1 − 𝛾2) , 𝛾1, 𝛾2 ∈ [0, 2𝐻] ,

и положить в нем 𝛾1 = 0, 𝛾2 = 𝛾.

Доказательство. Подставив 𝑦 (𝑥, 𝑡) = 𝑦 (𝑥) в уравнение (3.5), имеем

0 =
𝑟

1− 𝛽

⎡⎣ 𝑥∫︁
0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝑑𝑦 (𝑤)

𝑑𝑤

)︂)︂
𝜓0

(︂
𝑑𝑦 (𝑤)

𝑑𝑤

)︂
𝑑𝑤−

−𝑦 (𝑥)
1∫︁

0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝑑𝑦 (𝑤)

𝑑𝑤

)︂)︂
𝜓0

(︂
𝑑𝑦 (𝑤)

𝑑𝑤

)︂
𝑑𝑤

⎤⎦ .
Проводя арифметические преобразования, получаем уравнение на стационарное реше­

ние:

𝑦 (𝑥) =

𝑥∫︀
0

(︁
1− 𝜙

(︁
𝑑𝑦(𝑤)
𝑑𝑤

)︁)︁
𝜓0

(︁
𝑑𝑦(𝑤)
𝑑𝑤

)︁
𝑑𝑤

1∫︀
0

(︁
1− 𝜙

(︁
𝑑𝑦(𝑤)
𝑑𝑤

)︁)︁
𝜓0

(︁
𝑑𝑦(𝑤)
𝑑𝑤

)︁
𝑑𝑤

.
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Дифференцируя обе части по 𝑥, имеем

𝑑𝑦 (𝑥)

𝑑𝑥
=

(︁
1− 𝜙

(︁
𝑑𝑦(𝑥)
𝑑𝑥

)︁)︁
𝜓0

(︁
𝑑𝑦(𝑥)
𝑑𝑥

)︁
1∫︀
0

(︁
1− 𝜙

(︁
𝑑𝑦(𝑤)
𝑑𝑤

)︁)︁
𝜓0

(︁
𝑑𝑦(𝑤)
𝑑𝑤

)︁
𝑑𝑤

.

Обозначив через 𝐶 (𝜓0 (·) , 𝑦 (·)) =
1∫︀
0

(︁
1− 𝜙

(︁
𝑑𝑦(𝑤)
𝑑𝑤

)︁)︁
𝜓0

(︁
𝑑𝑦(𝑤)
𝑑𝑤

)︁
𝑑𝑤, получаем, что 𝜓0 (𝛾) =

𝐶𝜓0𝛾

1−𝜙(𝛾)
.

Покажем, что 𝐶 (𝜓0 (·) , 𝑦 (·)) не зависит от функции 𝜓0 (·). В самом деле, разделив обе

части ранее полученного выражения на 1−𝜙
(︁

𝑑𝑦(𝑥)
𝑑𝑥

)︁
, проинтегрировав их от 0 до 1 и применив

также условие (3.3), получаем следующее равенство:

1∫︁
0

𝑑𝑦(𝑥)
𝑑𝑥

1− 𝜙
(︁

𝑑𝑦(𝑥)
𝑑𝑥

)︁ 𝑑𝑥 =

1∫︀
0

𝜓0

(︁
𝑑𝑦(𝑥)
𝑑𝑥

)︁
𝑑𝑥

𝐶
=

1∫︀
0

𝑑𝑦(𝑥)
𝑑𝑥

𝑑𝑥

𝐶
=

1

𝐶
.

Отсутствие функции 𝜓0 (·) в левой части тождества, оказывающегося соотношением (3.7),

доказывает, что 𝐶 не зависит от 𝜓0 (·). Осталось убедиться в том, что производная функции

𝜓0 (𝛾) по 𝛾 положительна:

𝜓′
0 (𝛾) = 𝐶

1− 𝜙 (𝛾) + 𝛾𝜙′ (𝛾)

(1− 𝜙 (𝛾))2
> 0, ∀ 𝛾 ≥ 0.

Лемма доказана.

Пусть 𝑦 (𝑥) – некоторая кривая Лоренца, которая удовлетворяет условиям Леммы 3.1 и

выражает общественный договор. В силу строгого возрастания и непрерывности функции 𝑦

можно построить обратную к ней функцию 𝑥 = 𝑦−1 (𝑦), которая по величине относительного

дохода 𝑦 определяет позицию в распределении доходов, соответствующем кривой Лоренца

𝑦 (·). В свою очередь, функция 𝑑𝑦(𝑥)
𝑑𝑥

выражает величину дохода агента 𝑥, деленную на средний

доход населения.

Определим функцию перераспределения доходов следующим образом:

𝜓 (𝑦) = 𝜓0 (𝜉 (𝑦)) ,

где 𝜉 (𝑦) = 𝑑𝑦(𝑥)
𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝑦−1(𝑦)

.

Заменив функцию 𝜓0

(︁
𝜕𝑦(𝑤,𝑡)

𝜕𝑤

)︁
на функцию 𝜓 (𝑦 (𝑤, 𝑡)) в уравнении (3.5), можно рассмот­

реть динамику кривой Лоренца с данным принципом налогообложения и субсидирования:
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𝜕𝑦 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝑟

1− 𝛽

⎡⎣ 𝑥∫︁
0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂)︂
𝜓 (𝑦 (𝑤, 𝑡)) 𝑑𝑤−

−𝑦 (𝑥, 𝑡)
1∫︁

0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂)︂
𝜓 (𝑦 (𝑤, 𝑡)) 𝑑𝑤

⎤⎦ , (𝑥, 𝑡) ∈𝑀,

𝑦 (𝑥, 0) = 𝑦0 (𝑥) , 𝑥 ∈ [0, 1] ,

𝑦 (0, 𝑡) = 0, 𝑦 (1, 𝑡) = 1, 𝑡 ∈ [0,+∞) .

(3.8a)

(3.8b)

(3.8c)

Полученная нами задача (3.8) является смешанной задачей для интегро-дифференци­

ального уравнения (3.8a), так как содержит начальное условие (3.8b) и краевые условия

(3.8c). Задачу (3.8) будем также называть моделью государства всеобщего благосостояния.

3.5. Исследование смешанной задачи для

интегро-дифференциального уравнения

Заметим, что переход к задаче (3.8) является неэквивалентным в том смысле, что реше­

ние 𝑦 (𝑥, 𝑡) более не связано с функцией 𝛼 (𝑥, 𝑡).

В связи с этим возникают следующие вопросы:

� Является ли решение 𝑦 (𝑥, 𝑡) задачи (3.8) кривой Лоренца?

� Существует ли решение задачи (3.8), и, если существует, является ли оно единствен­

ным?

� Единственно ли стационарное решение уравнения (3.8a)?

� Является ли стационарное решение 𝑦 уравнения (3.8a) асимптотически устойчивым?

В данном параграфе даются ответы на эти вопросы. Всюду далее для удобства, если не

оговорено иное, мы обозначим 𝐹 (𝑎, 𝑏) = (1− 𝜙 (𝑏))𝜓 (𝑎).

3.5.1. Глобальное сохранение свойств кривой Лоренца

Положительный ответ на первый вопрос дает следующая теорема.

Теорема 3.3. Пусть существует решение 𝑦 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,1 (𝑀) задачи (3.8), при этом сме­

шанные частные производные 𝑦𝑥𝑡 и 𝑦𝑡𝑥 определены и непрерывны на𝑀 . Пусть также 𝑦0 (𝑥) –

кривая Лоренца и пусть 𝜙 (0) < 1.

Тогда 𝑦 (𝑥, 𝑡) является кривой Лоренца.
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Доказательство. Сначала докажем, что для уравнения динамики (3.8a) выполнение двой­

ного неравенства 0 ≤ 𝑦 (𝑥, 𝑡) ≤ 1 для любых (𝑥, 𝑡) ∈𝑀 возможно в том и только в том случае,

когда для любых (𝑥, 𝑡) ∈𝑀 выполняется неравенство 𝜕𝑦
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡) ≥ 0.

Пусть для любого (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 выполняется неравенство 0 ≤ 𝑦 (𝑥, 𝑡) ≤ 1. Докажем то­

гда, что нарушение неравенства 𝜕𝑦
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡) ≥ 0 невозможно. Предположим противное, то есть

найдутся такие момент времени 𝑡*, точка 𝑥* ∈ (0, 1) и число 𝛿 > 0, что 𝜕𝑦
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡*) < 0,∀𝑥 ∈

(𝑥* − 𝛿, 𝑥* + 𝛿). Очевидно, что тогда найдутся такие момент времени 𝑡 < 𝑡* и точка 𝑥̃ ∈ [0, 1],

что 𝜕𝑦
𝜕𝑥

(︀
𝑥̃, 𝑡
)︀
= 0, при этом для любого 𝑥 ∈ [0, 1] ∖ {𝑥̃} выполняется неравенство 𝜕𝑦

𝜕𝑥

(︀
𝑥, 𝑡
)︀
≥ 0.

Тогда, продифференцировав уравнение динамики (3.8a) по 𝑥 и воспользовавшись тем, что

𝜕2𝑦
𝜕𝑥𝜕𝑡

(𝑥, 𝑡) = 𝜕2𝑦
𝜕𝑡𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡), имеем

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

)︂
=

𝑟

1− 𝛽

⎛⎝𝐹 (︂𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝜕𝑦
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡)

)︂
− 𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝑑𝑤

⎞⎠ .

(3.9)

Положив в соотношении (3.9) 𝑥 = 𝑥̃, 𝑡 = 𝑡, получаем, что

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥̃,
𝑡=𝑡

=
𝑟

1− 𝛽
𝐹

(︂
𝑦
(︀
𝑥̃, 𝑡
)︀
,
𝜕𝑦

𝜕𝑥

(︀
𝑥̃, 𝑡
)︀)︂

=

=
𝑟

1− 𝛽
(1− 𝜙 (0))𝐶

𝑦′
(︀
𝑦−1

(︀
𝑦
(︀
𝑥̃, 𝑡
)︀)︀)︀

1− 𝜙
(︀
𝑦′
(︀
𝑦−1

(︀
𝑦
(︀
𝑥̃, 𝑡
)︀)︀)︀)︀ ≥ 0,

причем 𝜕2𝑦
𝜕𝑡𝜕𝑥

(︀
𝑥̃, 𝑡
)︀
равняется нулю в том и только в том случае, когда 𝑦′ (0) = 0 и 𝑦

(︀
𝑥̃, 𝑡
)︀
= 0.

Покажем, что единственно возможным вариантом является точка 𝑥̃ = 0. В самом деле,

тогда в противном случае либо в силу непрерывности функции 𝑦 по 𝑥 при фиксированном

𝑡 = 𝑡 𝑦
(︀
𝑥, 𝑡
)︀
убывает, что противоречит выбранному моменту времени 𝑡, либо же 𝑦

(︀
𝑥, 𝑡
)︀
=

0, ∀𝑥 ∈ [0, 𝑥̃]. С другой стороны, решая уравнение (3.9) как ОДУ относительно функции 𝜕𝑦
𝜕𝑥

с фиксированным моментом времени 𝑡, имеем

𝜕𝑦

𝜕𝑥

(︀
𝑥, 𝑡
)︀
= 𝑦′0 (𝑥) 𝑒

− 𝑟
1−𝛽

𝑡∫︀
0

1∫︀
0

𝐹(𝑦(𝑤,𝜏), 𝜕𝑦
𝜕𝑤

(𝑤,𝜏)) 𝑑𝑤 𝑑𝜏
+

+
𝑟

1− 𝛽

𝑡∫︁
0

𝐹

(︂
𝑦 (𝑥, 𝑠) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑠)

)︂
𝑒
− 𝑟

1−𝛽

𝑡∫︀
𝑠

1∫︀
0

𝐹(𝑦(𝑤,𝜏), 𝜕𝑦
𝜕𝑤

(𝑤,𝜏)) 𝑑𝑤 𝑑𝜏
𝑑𝑠.

(3.10)

Так как для любого 𝑥 ∈ [0, 𝑥̃] функция 𝑦
(︀
𝑥, 𝑡
)︀
равна нулю, то и ее частная производная по

𝑥 также равна нулю. Но тогда в силу неотрицательности второго слагаемого мы получаем,

что 𝑦′0 (𝑥) ≤ 0, что противоречит определению функции 𝑦0 (𝑥) как кривой Лоренца. Следова­

тельно, 𝜕2𝑦
𝜕𝑡𝜕𝑥

(︀
𝑥̃, 𝑡
)︀
равна нулю в том и только в том случае, когда 𝑥̃ = 0. Однако, этот случай

тривиален в силу краевых условий (3.8c). Но тогда 𝜕2𝑦
𝜕𝑡𝜕𝑥

(︀
𝑥̃, 𝑡
)︀
> 0 при любом 𝑥̃ > 0, что
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приводит к противоречию с предположением о том, что производная 𝜕𝑦
𝜕𝑥

в момент времени

𝑡* отрицательна в 𝛿-окрестности точки 𝑥*. Необходимость доказана.

Достаточность устанавливается за счет следующих неравенств:

𝑦 (𝑥, 𝑡) = 𝑦 (0, 𝑡) +

𝑥∫︁
0

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤 ≥ 𝑦 (0, 𝑡) = 0,

𝑦 (𝑥, 𝑡) = 𝑦 (1, 𝑡)−
1∫︁

𝑥

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤 ≤ 𝑦 (1, 𝑡) = 1.

Покажем теперь, что и 𝜕2𝑦
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡) ≥ 0. Для этого в формуле (3.10) мы последовательно

возьмем частные производные по 𝑥 и по 𝑡. Получим

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑡)

)︂
= − 𝑟

1− 𝛽

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑡)

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝑑𝑤+

+
𝑟

1− 𝛽

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑎

(︂
𝑦 (𝑥, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

)︂
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) +

𝜕𝐹

𝜕𝑏

(︂
𝑦 (𝑥, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

)︂
𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑡)

)︂
.

Видим, что в правой части есть еще одно слагаемое, содержащее вторую частную произ­

водную по 𝑥. Сгруппировав слагаемые и разрешив ОДУ при фиксированном 𝑥, получаем

формулу
𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑡) = 𝑦′′0 (𝑥)𝐸 (𝑥, 0, 𝑡)+

+
𝑟

1− 𝛽

𝑡∫︁
0

𝜕𝐹

𝜕𝑎

(︂
𝑦 (𝑥, 𝑠) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑠)

)︂
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑠)𝐸 (𝑥, 𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠,

где

𝐸 (𝑥, 𝑠, 𝑡) = exp

⎧⎨⎩ 𝑟

1− 𝛽

𝑡∫︁
𝑠

⎡⎣𝜕𝐹
𝜕𝑏

(︂
𝑦 (𝑥, 𝜏) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝜏)

)︂
−

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑦 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝜏)

)︂
𝑑𝑤

⎤⎦ 𝑑𝜏

⎫⎬⎭.
Так как функция 𝐸 (𝑥, 𝑠, 𝑡) и частная производная 𝜕𝐹

𝜕𝑎
(𝑎, 𝑏) положительны, а функция 𝑦′′0 (𝑥) и

частная производная 𝜕𝑦
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡) неотрицательны, то в силу полученной формулы получаем, что

и вторая частная производная функции 𝑦 (𝑥, 𝑡) неотрицательна, что является достаточным

условием выпуклости функции по 𝑥 при фиксированном 𝑡.

Осталось заметить, что функция 𝑦 (𝑥, 𝑡) никогда не окажется равной 0 или 1 в какой­

либо промежуточной точке отрезка [0, 1] в любой момент времени 𝑡 ∈ (0,+∞), так как в

противном случае в силу краевых условий (3.8c), непрерывности функции 𝑦 (𝑥, 𝑡) и ее част­

ной производной 𝜕𝑦
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡) найдется непустой интервал, в котором частная производная 𝜕𝑦
𝜕𝑥

отрицательна, что невозможно в силу ранее доказанного.
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Таким образом, помимо выполнения краевых условий (3.8c) мы доказали, что для лю­

бых (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 справедливо двойное неравенство 0 ≤ 𝑦 (𝑥, 𝑡) ≤ 1, функция 𝑦 (𝑥, 𝑡) строго

возрастает по 𝑥 и выпукла по 𝑥 при любом 𝑡 ∈ (0,+∞). Следовательно, функция 𝑦 (𝑥, 𝑡)

удовлетворяет Определению 9, что и требовалось доказать.

Замечание 17. Всюду далее в текущем параграфе предполагается, что выполнено

условие 𝜙 (0) < 1. Благодаря нему справедлива Теорема 3.3, что позволяет нам говорить

о функции 𝑦 (𝑥, 𝑡), являющейся решением задачи (3.8), как о кривой Лоренца.

3.5.2. Существование и единственность решения

Положительный ответ на второй вопрос дает следующая теорема.

Теорема 3.4. Существует и единственно решение 𝑦 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,1 (𝑀) задачи (3.8).

Для доказательства мы будем рассматривать эквивалентное уравнению (3.8) интеграль­

ное уравнение вида

𝑦 (𝑥, 𝑡) = 𝑦0 (𝑥)+

+
𝑟

1− 𝛽

𝑡∫︁
0

⎧⎨⎩
𝑥∫︁

0

𝐹

(︂
𝑦 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑦 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤 − 𝑦 (𝑥, 𝜏)

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑦 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑦 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤

⎫⎬⎭ 𝑑𝜏.
(3.11)

Тогда, обозначив правую часть уравнения через 𝑇𝑦 (𝑥, 𝑡), нам требуется доказать, что

у оператора 𝑇 существует и единственна неподвижная точка 𝑦* (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0 (𝑀) такая, что

𝑇𝑦* = 𝑦*.

Рассмотрим теперь метрическое пространство (𝐶1,0 (𝑀) , 𝑑𝑆) с метрикой вида

𝑑𝑆 (𝑓, 𝑔) = sup
(𝑥,𝑡)∈𝑀

{︂(︂
|𝑓 (𝑥, 𝑡)− 𝑔 (𝑥, 𝑡)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜕𝑔 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑒−𝑆𝑡

}︂
.

Докажем следующую лемму.

Лемма 3.2. Пусть для функций 𝛼 (𝑥, 𝑡) , 𝛽 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝑀) , 𝑓 (𝑥, 𝑡) , 𝑔 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0 (𝑀)

существуют такие константы 𝐷,𝑅, 𝑌max > 0, что |𝛼 (𝑥, 𝑡)| < 𝐷, |𝛽 (𝑥, 𝑡)| < 𝐷, |𝑓 (𝑥, 𝑡)| <

𝑅, |𝑔 (𝑥, 𝑡)| < 𝑅,
⃒⃒⃒
𝜕𝑓(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
< 𝑌max,

⃒⃒⃒
𝜕𝑔(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
< 𝑌max, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 . Пусть также функция 𝐹 (𝑎, 𝑏)

непрерывна вместе со своими частными производными 𝜕𝐹
𝜕𝑎

(𝑎, 𝑏) , 𝜕𝐹
𝜕𝑏

(𝑎, 𝑏) на множестве [0, 𝑅]×

[0, 𝑌max], при этом существуют константы 𝐵𝑖 > 0, 𝑖 = 0, 2, такие что

|𝐹 (𝑎, 𝑏)| < 𝐵0,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹

𝜕𝑎
(𝑎, 𝑏)

⃒⃒⃒⃒
< 𝐵1,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹

𝜕𝑏
(𝑎, 𝑏)

⃒⃒⃒⃒
< 𝐵2, (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 𝑅]× [0, 𝑌max] .

Тогда справедливы следующие неравенства:⃒⃒⃒⃒
𝐹

(︂
𝑓 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
− 𝐹

(︂
𝑔 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐵1 |𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)|+𝐵2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒
,

(3.12)
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⃒⃒𝛼 (𝑥, 𝜏)

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑓 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤 − 𝛽 (𝑥, 𝜏)

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑔 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ 𝐷

⎛⎝𝐵1

1∫︁
0

|𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)| 𝑑𝑤 +𝐵2

1∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑤

⎞⎠+

+𝐵0 |𝛼 (𝑥, 𝜏)− 𝛽 (𝑥, 𝜏)| .

(3.13)

Доказательство. Выведем сначала оценку (3.12), воспользовавшись формулой Тейлора с

остаточным членом в форме Лагранжа:⃒⃒⃒⃒
𝐹

(︂
𝑓 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
− 𝐹

(︂
𝑔 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂⃒⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹

𝜕𝑎
(𝜉1 (𝑤, 𝜏) , 𝜉2 (𝑤, 𝜏)) (𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏))+

+
𝜕𝐹

𝜕𝑏
(𝜉1 (𝑤, 𝜏) , 𝜉2 (𝑤, 𝜏))

(︂
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐵1 |𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)|+𝐵2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒
,

где

𝜉1 (𝑤, 𝜏) = 𝑔 (𝑤, 𝜏) + 𝜃1 (𝑤, 𝜏) (𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)) ,

𝜉2 (𝑤, 𝜏) =
𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
+ 𝜃2 (𝑤, 𝜏)

(︂
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
,

0 ≤ 𝜃𝑖 (𝑤, 𝜏) ≤ 1, 𝑖 = 1, 2.

Теперь выведем оценку (3.13):⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝛼 (𝑥, 𝜏)

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑓 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤 − 𝛽 (𝑥, 𝜏)

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑔 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒(𝛼 (𝑥, 𝜏)− 𝛽 (𝑥, 𝜏))

1∫︁
0

𝐹 (𝜉4 (𝑤, 𝜏) , 𝜉5 (𝑤, 𝜏)) 𝑑𝑤+

+𝜉3 (𝑥, 𝜏)

1∫︁
0

𝜕𝐹

𝜕𝑎
(𝜉4 (𝑤, 𝜏) , 𝜉5 (𝑤, 𝜏)) (𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)) 𝑑𝑤+

+𝜉3 (𝑥, 𝜏)

1∫︁
0

𝜕𝐹

𝜕𝑏
(𝜉4 (𝑤, 𝜏) , 𝜉5 (𝑤, 𝜏))

(︂
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ 𝐵0 |𝛼 (𝑥, 𝜏)− 𝛽 (𝑥, 𝜏)|+𝐷𝐵1

1∫︁
0

|𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)| 𝑑𝑤 +𝐷𝐵2

1∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑤,
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где

𝜉3 (𝑥, 𝜏) = 𝛽 (𝑥, 𝜏) + 𝜃3 (𝑥, 𝜏) (𝛼 (𝑥, 𝜏)− 𝛽 (𝑥, 𝜏)) ,

𝜉4 (𝑥, 𝜏) = 𝑔 (𝑤, 𝜏) + 𝜃4 (𝑤, 𝜏) (𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)) ,

𝜉5 (𝑥, 𝜏) =
𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
+ 𝜃5 (𝑤, 𝜏)

(︂
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
,

0 ≤ 𝜃𝑖 (𝑥, 𝜏) ≤ 1, 𝑖 = 3, 4, 5.

Лемма 3.3. Пусть выполнены условия Леммы 3.2. Тогда справедлива оценка

𝑑𝑆 (𝑇𝑓, 𝑇𝑔) ≤
𝑟

1− 𝛽

𝐵0 + (𝑌max +𝑅 + 2)max {𝐵1, 𝐵2}
𝑆

𝑑𝑆 (𝑓, 𝑔) . (3.14)

Доказательство. Мы оценим сначала разность |(𝑇𝑓) (𝑥, 𝑡)− (𝑇𝑔) (𝑥, 𝑡)|:

|(𝑇𝑓) (𝑥, 𝑡)− (𝑇𝑔) (𝑥, 𝑡)| =

=
𝑟

1− 𝛽

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
0

𝑥∫︁
0

[︂
𝐹

(︂
𝑓 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
− 𝐹

(︂
𝑔 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂]︂
𝑑𝑤𝑑𝜏−

−
𝑡∫︁

0

⎡⎣𝑓 (𝑥, 𝜏) 1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑓 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤 − 𝑔 (𝑥, 𝜏)

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑔 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤

⎤⎦ 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ 𝑟

1− 𝛽

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑡∫︁

0

𝑥∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝐹

(︂
𝑓 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
− 𝐹

(︂
𝑔 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑤𝑑𝜏

⏟  ⏞  
𝒟1(𝑥,𝑡)

+

+

𝑡∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑓 (𝑥, 𝜏)

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑓 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤 − 𝑔 (𝑥, 𝜏)

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑔 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝜏⏟  ⏞  

𝒟2(𝑥,𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Применяя к подынтегральному выражению функции 𝒟1 (𝑥, 𝑡) выведенную в Лемме 3.2 оцен­

ку (3.12), получим следующее неравенство:

𝒟1 (𝑥, 𝑡) ≤ 𝐵1

𝑡∫︁
0

𝑥∫︁
0

|𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)| 𝑑𝑤𝑑𝜏 +𝐵2

𝑡∫︁
0

𝑥∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑤𝑑𝜏.

Теперь применим оценку (3.13) из Леммы 3.2 к подынтегральному выражению функции

𝒟2 (𝑥, 𝑡), положив 𝛼 = 𝑓, 𝛽 = 𝑔,𝐷 = 𝑅:

𝒟2 (𝑥, 𝑡) ≤ 𝐵0

𝑡∫︁
0

|𝑓 (𝑥, 𝜏)− 𝑔 (𝑥, 𝜏)| 𝑑𝜏 +𝑅𝐵1

𝑡∫︁
0

1∫︁
0

|𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)| 𝑑𝑤𝑑𝜏+

+𝑅𝐵2

𝑡∫︁
0

1∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑤𝑑𝜏.
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Тогда

|(𝑇𝑓) (𝑥, 𝑡)− (𝑇𝑔) (𝑥, 𝑡)| ≤

≤ 𝑟

1− 𝛽

⎛⎝(𝑅 + 1)max {𝐵1, 𝐵2}
𝑡∫︁

0

1∫︁
0

(︂
|𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑑𝑤𝑑𝜏+

+𝐵0

𝑡∫︁
0

|𝑓 (𝑥, 𝜏)− 𝑔 (𝑥, 𝜏)| 𝑑𝜏

⎞⎠ .

Займемся теперь вторым слагаемым:⃒⃒⃒⃒
𝜕 (𝑇𝑓) (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜕 (𝑇𝑔) (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
=

=
𝑟

1− 𝛽

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
0

[︂
𝐹

(︂
𝑓 (𝑥, 𝜏) ,

𝜕𝑓 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥

)︂
− 𝐹

(︂
𝑔 (𝑥, 𝜏) ,

𝜕𝑔 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥

)︂]︂
𝑑𝜏−

−
𝑡∫︁

0

⎡⎣𝜕𝑓 (𝑥, 𝜏)
𝜕𝑥

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑓 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤 − 𝜕𝑔 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑔 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤

⎤⎦ 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ 𝑟

1− 𝛽

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑡∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
𝐹

(︂
𝑓 (𝑥, 𝜏) ,

𝜕𝑓 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥

)︂
− 𝐹

(︂
𝑔 (𝑥, 𝜏) ,

𝜕𝑔 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜏

⏟  ⏞  
𝒟3(𝑥,𝑡)

+

+

𝑡∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝑓 (𝑥, 𝜏)𝜕𝑥

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑓 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤 − 𝜕𝑔 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥

1∫︁
0

𝐹

(︂
𝑔 (𝑤, 𝜏) ,

𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

)︂
𝑑𝑤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝜏⏟  ⏞  

𝒟4(𝑥,𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Используя оценку (3.12) для функции 𝒟3 (𝑥, 𝑡), имеем

𝒟3 (𝑥, 𝑡) ≤ 𝐵1

𝑡∫︁
0

|𝑓 (𝑥, 𝜏)− 𝑔 (𝑥, 𝜏)| 𝑑𝜏 +𝐵2

𝑡∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥
− 𝜕𝑔 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜏.

Для функции 𝒟4 (𝑥, 𝑡) мы используем неравенство (3.13), на этот раз положив 𝛼 = 𝜕𝑓
𝜕𝑥
, 𝛽 =

𝜕𝑔
𝜕𝑥
, 𝐷 = 𝑌max:

𝒟4 (𝑥, 𝑡) ≤ 𝐵0

𝑡∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥
− 𝜕𝑔 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜏 + 𝑌max𝐵1

𝑡∫︁
0

1∫︁
0

|𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)| 𝑑𝑤𝑑𝜏+

+𝑌max𝐵2

𝑡∫︁
0

1∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑤𝑑𝜏.
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Следовательно, ⃒⃒⃒⃒
𝜕 (𝑇𝑓) (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜕 (𝑇𝑔) (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑟

1− 𝛽
(𝑌max + 1)max {𝐵1, 𝐵2}

𝑡∫︁
0

1∫︁
0

(︂
|𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑑𝑤𝑑𝜏+

+
𝑟

1− 𝛽
𝐵0

𝑡∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥
− 𝜕𝑔 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜏.

Складывая два неравенства, получаем

|(𝑇𝑓) (𝑥, 𝑡)− (𝑇𝑔) (𝑥, 𝑡)|+
⃒⃒⃒⃒
𝜕 (𝑇𝑓) (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜕 (𝑇𝑔) (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑟

1− 𝛽
(𝑌max +𝑅 + 2)max {𝐵1, 𝐵2}·

·
𝑡∫︁

0

1∫︁
0

(︂
|𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑑𝑤𝑑𝜏+

+
𝑟

1− 𝛽
𝐵0

𝑡∫︁
0

(︂
|𝑓 (𝑥, 𝜏)− 𝑔 (𝑥, 𝜏)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥
− 𝜕𝑔 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑑𝜏.

Выведем оценку при любых 𝑤 ∈ [0, 1] , 𝑡 ∈ [0,+∞) для следующего выражения:

𝑡∫︁
0

(︂
|𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑒−𝑆𝜏𝑒𝑆𝜏𝑑𝜏 ≤

≤ sup
(𝑤,𝜏)∈[0,1]×[0,𝑡]

{︂(︂
|𝑓 (𝑤, 𝜏)− 𝑔 (𝑤, 𝜏)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
− 𝜕𝑔 (𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑒−𝑆𝜏

}︂ 𝑡∫︁
0

1∫︁
0

𝑒𝑆𝜏 𝑑𝑤𝑑𝜏 ≤

≤ 𝑑𝑆 (𝑓, 𝑔)
𝑒𝑆𝑡 − 1

𝑆
.

Тогда (︂
|(𝑇𝑓) (𝑥, 𝑡)− (𝑇𝑔) (𝑥, 𝑡)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕 (𝑇𝑓) (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜕 (𝑇𝑔) (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑒−𝑆𝑡 ≤

≤ 𝑟

1− 𝛽
(𝐵0 + (𝑌max +𝑅 + 2)max {𝐵1, 𝐵2})

1− 𝑒−𝑆𝑡

𝑆
𝑑𝑆 (𝑓, 𝑔) ≤

≤ 𝑟

1− 𝛽

𝐵0 + (𝑌max +𝑅 + 2)max {𝐵1, 𝐵2}
𝑆

𝑑𝑆 (𝑓, 𝑔) , (𝑥, 𝑡) ∈𝑀.

Взяв супремум в левой части последнего неравенства по (𝑥, 𝑡) ∈𝑀 , окончательно выво­

дим неравенство (3.14), что и требовалось.

Напомним следующее определение.
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Определение 11. Пусть (𝑋, 𝑑) – полное метрическое пространство. Отображение 𝑇 :

𝑋 → 𝑋 называется сжимающим, если существует такое 𝑘 > 1, что для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋

выполняется неравенство

𝑑 (𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑 (𝑥, 𝑦) .

Также напомним формулировку принципа сжимающих отображений.

Теорема (Принцип сжимающих отображений). Пусть (𝑋, 𝑑) – полное метрическое про­

странство и отображение 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 является сжимающим. Тогда у отображения 𝑇 суще­

ствует и единственна неподвижная точка 𝑥* ∈ 𝑋.

Доказательство Теоремы 3.4. Воспользуемся доказанной в Лемме 3.3 оценкой (3.14), поло­

жив 𝑆 > 𝑟
1−𝛽

(𝐵0 + (𝑌max +𝑅 + 2)max {𝐵1, 𝐵2}). Тогда 𝑘 = 𝑟
1−𝛽

𝐵0+(𝑌max+𝑅+2)max {𝐵1,𝐵2}
𝑆

< 1, и в

силу Определения 11 отображение 𝑇 является сжимающим. Так как метрика 𝑑𝑆 образует пол­

ное метрическое пространство (𝐶1,0 (𝑀) , 𝑑𝑆), то в силу принципа сжимающих отображений

у отображения 𝑇 существует единственная неподвижная точка 𝑦* (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0 (𝑀). Следова­

тельно, функция 𝑦* (𝑥, 𝑡) является единственным решением интегрального уравнения (3.11),

а следовательно, и задачи (3.8), причем 𝑦* (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,1 (𝑀). Теорема доказана.

3.5.3. Единственность стационарного решения

Докажем следующую теорему.

Теорема 3.5. Функция 𝑦 (𝑥) является единственным стационарным гладким решением

уравнения (3.8a).

Доказательство. Стационарность и гладкость функции 𝑦 (𝑥) очевидно следуют по построе­

нию уравнения (3.8a).

Докажем теперь единственность. Предположим противное, т.е. существует такая функ­

ция 𝑦 (𝑥) ̸≡ 𝑦 (𝑥), удовлетворяющая Определению 9, что для нее справедливо равенство

𝑦 (𝑥) =

𝑥∫︀
0

(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤)))𝜓 (𝑦 (𝑤)) 𝑑𝑤

1∫︀
0

(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤)))𝜓 (𝑦 (𝑤)) 𝑑𝑤

. (3.15)

Изучим поведение функции

𝑓 (𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥

[︀
𝑦−1 (𝑦 (𝑥))

]︀
− 1.

Ясно, что 𝑓 (𝑥) ̸≡ 0 ∀𝑥 ∈ [0, 1], так как в противном случае отсюда следует, что

𝑥∫︁
0

𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 ≡ 0 ⇒ 𝑦−1 (𝑦 (𝑥)) = 𝑥⇔ 𝑦 (𝑥) ≡ 𝑦 (𝑥) ∀𝑥 ∈ [0, 1] .
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Заметим, что
1∫︀
0

𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑦−1 (𝑦 (1)) − 1 = 0, поэтому функция 𝑓 (𝑠) не может быть

знакопостоянной. Следовательно, функция 𝑓 (𝑠) меняет знак хотя бы один раз на отрезке

[0, 1]. Тогда существуют такие 𝛿𝑖 > 0, 𝑥𝑖 ∈ (0, 1) , 𝑖 = 1, 2, что выполняются неравенства

0 ≤ 𝑥1 − 𝛿1 < 𝑥1 + 𝛿1 ≤ 𝑥2 − 𝛿2 < 𝑥2 + 𝛿2 ≤ 1,

𝑓 (𝑥) < 0 ∀𝑥 ∈ (𝑥1 − 𝛿1, 𝑥1 + 𝛿1) ,

𝑓 (𝑥) > 0 ∀𝑥 ∈ (𝑥2 − 𝛿2, 𝑥2 + 𝛿2) .

По теореме о производной сложной функции имеем

𝑓 (𝑥) =
(︀
𝑦−1
)︀′
(𝑦 (𝑥)) 𝑦′ (𝑥)− 1.

Так как по теореме о дифференцировании обратной функции (𝑦−1)
′
(𝑦 (𝑥)) = 1

𝑦′(𝑦−1(𝑦(𝑥)))
=

1
𝜉(𝑦(𝑥))

, то два приведенных выше неравенства можно записать в эквивалентном виде:

𝜉 (𝑦 (𝑥)) > 𝑦′ (𝑥) ∀𝑥 ∈ (𝑥1 − 𝛿1, 𝑥1 + 𝛿1) ,

𝜉 (𝑦 (𝑥)) < 𝑦′ (𝑥) ∀𝑥 ∈ (𝑥2 − 𝛿2, 𝑥2 + 𝛿2) .

Применив к обоим неравенствам функцию 𝜓0 (·) и домножив обе части каждого нера­

венства на 1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥)), получаем

(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥)))𝜓0 (𝜉 (𝑦 (𝑥))) > (1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥)))𝜓0 (𝑦
′ (𝑥)) = 𝐶𝑦′ (𝑥) , 𝑥 ∈ (𝑥1 − 𝛿1, 𝑥1 + 𝛿1) ,

(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥)))𝜓0 (𝜉 (𝑦 (𝑥))) < (1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥)))𝜓0 (𝑦
′ (𝑥)) = 𝐶𝑦′ (𝑥) , 𝑥 ∈ (𝑥2 − 𝛿2, 𝑥2 + 𝛿2) .

Дифференцированием по 𝑥 равенства (3.15) получаем, что производная функции 𝑦 (𝑥) имеет

вид

𝑦′ (𝑥) =
(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥)))𝜓 (𝑦 (𝑥))

1∫︀
0

(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤)))𝜓 (𝑦 (𝑤)) 𝑑𝑤

∀𝑥 ∈ [0, 1] .

Но тогда из первого неравенства следует, что

(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥)))𝜓 (𝑦 (𝑥)) > 𝐶
(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥)))𝜓 (𝑦 (𝑥))

1∫︀
0

(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤)))𝜓 (𝑦 (𝑤)) 𝑑𝑤

⇒

⇒
1∫︁

0

(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤)))𝜓 (𝑦 (𝑤)) 𝑑𝑤 > 𝐶,

в то время как из второго неравенства следует, что

(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥)))𝜓 (𝑦 (𝑥)) < 𝐶
(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥)))𝜓 (𝑦 (𝑥))

1∫︀
0

(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤)))𝜓 (𝑦 (𝑤)) 𝑑𝑤

⇒

⇒
1∫︁

0

(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤)))𝜓 (𝑦 (𝑤)) 𝑑𝑤 < 𝐶.



106

Получаем пару противоречащих друг другу неравенств. Таким образом, от противного мы

показали единственность стационарного гладкого решения. Теорема доказана.

3.5.4. Асимптотическая устойчивость стационарного решения

Теорема 3.6. Пусть функции 𝑦 (·) и 𝜙 (·) дважды непрерывно дифференцируемы на

отрезках [0, 1] и [0, 2𝐻] соответственно. Пусть также справедлива одна из следующих альтер­

натив:

1. либо 𝑦′ (0) ≥ 𝑦′ (1) 𝑒−𝜋;

2. либо 0 < 𝑦′ (0) < 𝑦′ (1) 𝑒−𝜋, при этом 𝑦′

𝑦′′
∈ 𝐶1 [0, 1], и производная функции 𝑦′(𝑥)

𝑦′′(𝑥)
неотри­

цательна всюду на отрезке [0, 1].

Тогда стационарное решение 𝑦 (·) уравнения (3.8a) является асимптотически устойчивым.

Обозначим теперь правую часть уравнения (3.8a) следующим образом:

𝒜 (𝑦 (𝑥, 𝑡)) =
𝑟

1− 𝛽

⎡⎣ 𝑥∫︁
0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂)︂
𝜓 (𝑦 (𝑤, 𝑡)) 𝑑𝑤−

−𝑦 (𝑥, 𝑡)
1∫︁

0

(︂
1− 𝜙

(︂
𝜕𝑦 (𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂)︂
𝜓 (𝑦 (𝑤, 𝑡)) 𝑑𝑤

⎤⎦ .
Тогда 𝒜 является нелинейным интегро-дифференциальным оператором.

Обозначив через ℒ (𝑋, 𝑌 ) пространство всех линейных непрерывных операторов, дей­

ствующих из 𝑋 в 𝑌 , напомним определение производной по Фреше.

Определение 12 (см. [6]). Пусть оператор 𝑃 переводит открытое множество Ω про­

странства 𝑋 во множество ∆ пространства 𝑌 . Если при фиксированном 𝑥0 ∈ Ω существует

такой линейный непрерывный оператор 𝑈 ∈ ℒ (𝑋, 𝑌 ), что при любом 𝑥 ∈ 𝑋 выполняется

lim
𝑡→0

𝑃 (𝑥0 + 𝑡𝑥)− 𝑃 (𝑥0)

𝑡
= 𝑈 (𝑥) , (3.16)

то говорят, что линейный оператор 𝑈 является производной оператора 𝑃 в точке 𝑥0, а про­

изводную 𝑃 ′
𝑥0
называют производной по Гато.

Если предельное соотношение (3.16) выполняется равномерно относительно 𝑥 ∈ 𝐾 =

{𝑥 ∈ 𝑋 | ‖𝑥‖ = 1}, то говорят, что оператор 𝑃 дифференцируем в точке 𝑥0, а производную

𝑃 ′
𝑥0
называют производной по Фреше.

Мы линеаризуем оператор 𝒜. Для этого требуется найти производную по Фреше опера­

тора 𝒜 в точке 𝑦 = 𝑦 (𝑥). Результат дает следующая лемма.
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Лемма 3.4. Пусть функция 𝐹 (𝑎, 𝑏) дважды непрерывно дифференцируема по (𝑎, 𝑏) на

множестве [0, 1] × [0, 2𝐻], при этом относительно частных производных первого и второго

порядков функции 𝐹 для любых (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 1]× [0, 2𝐻] справедливы следующие неравенства:⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝐹

𝜕𝑎2
(𝑎, 𝑏)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐹0,

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝐹

𝜕𝑎𝜕𝑏
(𝑎, 𝑏)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐹1,

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝐹

𝜕𝑏2
(𝑎, 𝑏)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐹2,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹

𝜕𝑎
(𝑎, 𝑏)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐹3,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹

𝜕𝑏
(𝑎, 𝑏)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐹4.

Тогда оператор 𝒜 переводит 𝐶1,0 (𝑀) в 𝐶1,0 (𝑀) и является дифференцируемым в каждой

внутренней точке множества 𝐵0 (𝑞) =
{︁
𝑦 (𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒
‖𝑦‖𝐶1,0(𝑀) ≤ 𝑞

}︁
, 𝑞 > 0, причем его производ­

ная по Фреше в точке 𝑦 = 𝑦 (𝑥, 𝑡) вычисляется по формуле(︀
𝒜′

𝑦𝑦
)︀
(𝑥, 𝑡) =

=
𝑟

1− 𝛽

𝑥∫︁
0

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑎

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) +

𝜕𝐹

𝜕𝑏

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝑑𝑤−

− 𝑟

1− 𝛽

1∫︁
0

[︂
𝑦 (𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑎

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) +

𝜕𝐹

𝜕𝑏

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
+

+ 𝑦 (𝑥, 𝑡)𝐹

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂]︂
𝑑𝑤.

(3.17)

Доказательство. Перевод оператором 𝒜 множества 𝐶1,0 (𝑀) в 𝐶1,0 (𝑀) следует из Теоремы

3.4. Мы теперь докажем, что оператор 𝒜 дифференцируем, и его производная определяется

формулой (3.17). Пусть 𝑌𝜀 =
𝒜(𝑦+𝜀𝑦)−𝒜(𝑦)

𝜀
, тогда рассмотрим разность 𝑌𝜀 −𝒫𝑦, имеющую вид

𝑌𝜀 − 𝒫𝑦 =
𝑟

1− 𝛽

𝑥∫︁
0

ℐ1

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂
𝑑𝑤−

− 𝑟

1− 𝛽

1∫︁
0

ℐ2

(︂
𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂
𝑑𝑤,

где

ℐ1

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂
=

=
𝐹
(︀
𝑦 (𝑤, 𝑡) + 𝜀𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) + 𝜀 𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︀
− 𝐹

(︀
𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︀
𝜀

−

−
(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑎

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) +

𝜕𝐹

𝜕𝑏

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
,
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ℐ2

(︂
𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂
=

=
1

𝜀

(︂
(𝑦 (𝑥, 𝑡) + 𝜀𝑦 (𝑥, 𝑡))𝐹

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) + 𝜀𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) + 𝜀

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
−

−𝑦 (𝑥, 𝑡)𝐹
(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂)︂
−
(︂
𝑦 (𝑥, 𝑡)𝐹

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
+

+𝑦 (𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑎

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) +

𝜕𝐹

𝜕𝑏

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂)︂
.

Оценим выражения ℐ𝑖, 𝑖 = 1, 2, используя формулу Тейлора второго порядка с остаточ­

ным членом в форме Лагранжа:⃒⃒⃒⃒
ℐ1

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂⃒⃒⃒⃒
=

=
|𝜀|
2

⃒⃒⃒⃒
ℱ2

(︂
𝜃1, 𝜃2, 𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ |𝜀|
2

max
𝑖=0,2

𝐹𝑖

(︂
|𝑦 (𝑤, 𝑡)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒)︂2

,

⃒⃒⃒⃒
ℐ2

(︂
𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂⃒⃒⃒⃒
=

=
|𝜀|
2

⃒⃒⃒⃒
(𝑦 (𝑥, 𝑡) + 𝜃3𝜀𝑦 (𝑥, 𝑡))ℱ2

(︂
𝜃4, 𝜃5, 𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
+

+2𝑦 (𝑥, 𝑡)

[︂
𝜕𝐹

𝜕𝑎

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) +

𝜕𝐹

𝜕𝑏

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

]︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ |𝜀|
2

{︃
max
𝑖=0,2

𝐹𝑖 (|𝑦 (𝑥, 𝑡)|+ |𝜀| |𝑦 (𝑥, 𝑡)|)
(︂
|𝑦 (𝑤, 𝑡)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒)︂2

+

+2max {𝐹3, 𝐹4} |𝑦 (𝑥, 𝑡)|
(︂
|𝑦 (𝑤, 𝑡)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒)︂}︂
,

где

ℱ2

(︂
𝜉1, 𝜉2, 𝑦, 𝑦,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
,
𝜕𝑦

𝜕𝑤

)︂
=
𝜕2𝐹

𝜕𝑎2

(︂
𝑦 + 𝜉1𝜀𝑦,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
+ 𝜉2𝜀

𝜕𝑦

𝜕𝑤

)︂
𝑦2+

+
𝜕2𝐹

𝜕𝑎𝜕𝑏

(︂
𝑦 + 𝜉1𝜀𝑦,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
+ 𝜉2𝜀

𝜕𝑦

𝜕𝑤

)︂
· 2𝑦 𝜕𝑦

𝜕𝑤
+
𝜕2𝐹

𝜕𝑏2

(︂
𝑦 + 𝜉1𝜀𝑦,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
+ 𝜉2𝜀

𝜕𝑦

𝜕𝑤

)︂(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑤

)︂2

.

Тогда

|𝑌𝜀 (𝑥, 𝑡)− (𝒫𝑦) (𝑥, 𝑡)| ≤

≤ 𝑟

1− 𝛽

𝑥∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
ℐ1

(︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑤+

+
𝑟

1− 𝛽

1∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
ℐ2

(︂
𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑤 ≤

≤ |𝜀|
2

𝑟

1− 𝛽

{︂
max
𝑖=0,2

𝐹𝑖 ‖𝑦‖2𝐶1,0(𝑀) (1 + |𝑦 (𝑥, 𝑡)|+ |𝜀| |𝑦 (𝑥, 𝑡)|)+

+2max {𝐹3, 𝐹4} |𝑦 (𝑥, 𝑡)| ‖𝑦‖𝐶1,0(𝑀)

}︁
.
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Рассмотрим теперь разность 𝜕𝑌𝜀
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡)− 𝜕(𝒫𝑦)
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡). Для начала заметим, что в силу ли­

нейности функции ℐ2 по первым двум аргументам справедливо соотношение

𝑑

𝑑𝑥
ℐ2

(︂
𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂
=

= ℐ2

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂
,

поэтому

𝜕𝑌𝜀
𝜕𝑥

− 𝜕 (𝒫𝑦)
𝜕𝑥

=
𝑟

1− 𝛽
ℐ1

(︂
𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑥, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) , 𝜀

)︂
−

− 𝑟

1− 𝛽

1∫︁
0

ℐ2

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂
𝑑𝑤.

Оценка первого слагаемого сводится к оценке функции ℐ1, в то время как подынтеграль­

ное выражение во втором слагаемом оценивается следующим образом:⃒⃒⃒⃒
ℐ2

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ |𝜀|
2

{︃
max
𝑖=0,2

𝐹𝑖

(︂⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
+ |𝜀|

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒)︂(︂
|𝑦 (𝑤, 𝑡)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒)︂2

+

+2max {𝐹3, 𝐹4}
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒ (︂
|𝑦 (𝑤, 𝑡)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒)︂}︂
.

Тогда ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑌𝜀
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡)− 𝜕 (𝒫𝑦)
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑟

1− 𝛽

⃒⃒⃒⃒
ℐ1

(︂
𝑦 (𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑥, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) , 𝜀

)︂⃒⃒⃒⃒
+

+
𝑟

1− 𝛽

1∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
ℐ2

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) , 𝑦 (𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) , 𝜀

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑤 ≤

≤ |𝜀|
2

𝑟

1− 𝛽

{︂
max
𝑖=0,2

𝐹𝑖

(︂
1 +

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
+ |𝜀|

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒)︂
‖𝑦‖2𝐶1,0(𝑀) +

+2max {𝐹3, 𝐹4}
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
‖𝑦‖𝐶1,0(𝑀)

}︂
.

Наконец, складывая оценки, получаем

|𝑌𝜀 (𝑥, 𝑡)− (𝒫𝑦) (𝑥, 𝑡)|+
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑌𝜀
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡)− 𝜕 (𝒫𝑦)
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
≤ |𝜀|

2

𝑟

1− 𝛽
·

·
{︂
max
𝑖=0,2

𝐹𝑖

(︂
2 +

(︂
|𝑦 (𝑥, 𝑡)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒)︂
+ |𝜀|

(︂
|𝑦 (𝑥, 𝑡)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒)︂)︂
‖𝑦‖2𝐶1,0(𝑀)+

+2max {𝐹3, 𝐹4}
(︂
|𝑦 (𝑥, 𝑡)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑦

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒)︂
‖𝑦‖𝐶1,0(𝑀)

}︂
≤

≤ |𝜀|
2

𝑟

1− 𝛽

{︂
max
𝑖=0,2

𝐹𝑖

(︁
2 + ‖𝑦‖𝐶1,0(𝑀) + |𝜀| ‖𝑦‖𝐶1,0(𝑀)

)︁
‖𝑦‖2𝐶1,0(𝑀) +

+2max {𝐹3, 𝐹4} ‖𝑦‖2𝐶1,0(𝑀)

}︁
.
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Таким образом, окончательно выводим, что

‖𝑌𝜀 − 𝒫𝑦‖𝐶1,0(𝑀) ≤

≤ |𝜀|
2

𝑟

1− 𝛽
‖𝑦‖2𝐶1,0(𝑀)

{︂
max
𝑖=0,2

𝐹𝑖

(︁
2 + 𝑞 + |𝜀| ‖𝑦‖𝐶1,0(𝑀)

)︁
+ 2max {𝐹3, 𝐹4}

}︂
−−→
𝜀→0

0

равномерно относительно 𝑦 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0 (𝑀) с ‖𝑦‖𝐶1,0(𝑀) = 1, что доказывает дифференциру­

емость по Фреше оператора 𝒜 в точке 𝑦 ∈ 𝐵0 (𝑞), при этом 𝒜′ (𝑦) = 𝒫 .

Лемма 3.5. Пусть функция 𝜙 (·) дважды непрерывно дифференцируема на отрезке

[0, 2𝐻]. Тогда производная по Фреше оператора 𝒜 в точке 𝑦 = 𝑦 (𝑥) по направлению 𝑦 (𝑥, 𝑡),

удовлетворяющему условиям 𝑦 (0, 𝑡) = 𝑦 (1, 𝑡) = 0, принимает следующий вид:

(︀
𝒜′

𝑦𝑦
)︀
(𝑥, 𝑡) =

𝑟𝐶

1− 𝛽

⎡⎣−𝑀 (𝑥) 𝑦 (𝑥, 𝑡) +

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤−

−𝑦 (𝑥)
1∫︁

0

𝒦 (𝑤) 𝑦 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

⎤⎦ ,
(3.18)

где

𝑀 (𝑥) = 1 +
𝜙′ (𝑦′ (𝑥)) 𝑦′ (𝑥)

1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥))
, (3.19)

𝒦 (𝑥) =
𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)
𝑀 (𝑥) +𝑀 ′ (𝑥) . (3.20)

Доказательство. Применим Лемму 3.4. Тогда по формуле (3.17) производная по Фреше

оператора 𝒜 имеет вид

(︀
𝒜′

𝑦𝑦
)︀
(𝑥, 𝑡) =

𝑑

𝑑𝜀
[𝒜 (𝑦 (𝑥) + 𝜀𝑦 (𝑥, 𝑡))]

⃒⃒⃒⃒
𝜀=0

=

=
𝑟

1− 𝛽

𝑥∫︁
0

(︂
(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤)))𝜓′ (𝑦 (𝑤)) 𝑦 (𝑤, 𝑡)− 𝜙′ (𝑦′ (𝑤))𝜓 (𝑦 (𝑤))

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
𝑑𝑤−

− 𝑟

1− 𝛽

1∫︁
0

[︂
𝑦 (𝑥)

(︂
(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤)))𝜓′ (𝑦 (𝑤)) 𝑦 (𝑤, 𝑡)− 𝜙′ (𝑦′ (𝑤))𝜓 (𝑦 (𝑤))

𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂
+

+ 𝑦 (𝑥, 𝑡) (1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤)))𝜓 (𝑦 (𝑤))

]︂
𝑑𝑤.

Нам будет удобно представить производную в виде следующего выражения:

𝒜′ =
𝑟

1− 𝛽
(𝒜11 −𝒜12) ,

где

𝒜11 =

𝑥∫︁
0

𝑌𝜙 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤,
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𝒜12 = 𝑦 (𝑥, 𝑡)

1∫︁
0

[1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤))]𝜓 (𝑦 (𝑤)) 𝑑𝑤 + 𝑦 (𝑥)

1∫︁
0

𝑌𝜙 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤,

а под записью 𝑌𝜙 (𝑤, 𝑡) понимается выражение вида

𝑌𝜙 (𝑤, 𝑡) = (1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤)))𝜓′ (𝑦 (𝑤)) 𝑦 (𝑤, 𝑡)− 𝜙′ (𝑦′ (𝑤))𝜓 (𝑦 (𝑤))
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) .

Так как 𝜓 (𝑦) = 𝜓0 (𝜉 (𝑦)), то при 𝑦 = 𝑦 (𝑥) имеем

𝜓 (𝑦 (𝑥)) = 𝜓0 (𝑦
′ (𝑥)) = 𝐶

𝑦′ (𝑥)

1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥))
.

Найдем теперь производную 𝜓′ (𝑦):

𝜓′ (𝑦) = 𝜓′
0 (𝜉 (𝑦)) · 𝜉′ (𝑦) = 𝐶

1− 𝜙 (𝜉 (𝑦)) + 𝜉 (𝑦)𝜙′ (𝜉 (𝑦))

(1− 𝜙 (𝜉 (𝑦)))2
· 𝜉′ (𝑦) ,

𝜉′ (𝑦) =

(︃
𝑑𝑦

𝑑𝑥
(𝜒)

⃒⃒⃒⃒
𝜒=𝑦−1(𝑦)

)︃′

𝑦

=
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
(𝜒)

⃒⃒⃒⃒
𝜒=𝑦−1(𝑦)

(︀
𝑦−1
)︀′
(𝑦) =

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 (𝜒)

⃒⃒⃒
𝜒=𝑦−1(𝑦)

𝑑𝑦
𝑑𝑥

(𝜒)
⃒⃒
𝜒=𝑦−1(𝑦)

.

Тогда 𝜉′ (𝑦 (𝑥)) = 𝑦′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

, и

𝜓′ (𝑦 (𝑥)) = 𝐶 · 𝑦
′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥)) + 𝑦′ (𝑥)𝜙′ (𝑦′ (𝑥))

(1− 𝜙 (𝑦′ (𝑥)))2
.

Подставляя выведенные выражения в формулу для 𝑌𝜙 (𝑤, 𝑡), получаем

𝑌𝜙 (𝑤, 𝑡) = 𝐶

[︂
− 𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

𝜙′ (𝑦′ (𝑤)) 𝑦′ (𝑤)

1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤))
+

+𝑦 (𝑤, 𝑡)

(︂
1 +

𝜙′ (𝑦′ (𝑤)) 𝑦′ (𝑤)

1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤))

)︂
𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)

]︂
=

= 𝐶

[︂
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) +

(︂
1 +

𝜙′ (𝑦′ (𝑤)) 𝑦′ (𝑤)

1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤))

)︂(︂
𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)
𝑦 (𝑤, 𝑡)− 𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂]︂
.

Используя формулу (3.19) для функции 𝑀 (𝑥), окончательно выводим

𝑌𝜙 (𝑤, 𝑡) = 𝐶

[︂
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) +𝑀 (𝑤)

(︂
𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)
𝑦 (𝑤, 𝑡)− 𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂]︂
.

Интегрируя функцию 𝑌𝜙 (𝑤, 𝑡) по 𝑤 в пределах от 0 до 𝑥 ∈ [0, 1] и применив операцию инте­

грирования по частям к подынтегральному слагаемому −𝑀 (𝑤) 𝜕𝑦
𝜕𝑤

(𝑤, 𝑡), получаем равенство

𝑥∫︁
0

𝑌𝜙 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤 = 𝐶

𝑥∫︁
0

[︂
𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡) +𝑀 (𝑤)

(︂
𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)
𝑦 (𝑤, 𝑡)− 𝜕𝑦

𝜕𝑤
(𝑤, 𝑡)

)︂]︂
𝑑𝑤 =

= 𝐶

⎡⎣𝑦 (𝑥, 𝑡)− 𝑦 (0, 𝑡)− (𝑀 (𝑥) 𝑦 (𝑥, 𝑡)−𝑀 (0) 𝑦 (0, 𝑡))+

+

𝑥∫︁
0

(︂
𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)
𝑀 (𝑤) +𝑀 ′ (𝑤)

)︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

⎤⎦ .
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Тогда заметив, что первое слагаемое у оператора 𝒜12 имеет вид

𝑦 (𝑥, 𝑡)

1∫︁
0

[1− 𝜙 (𝑦′ (𝑤))]𝜓 (𝑦 (𝑤)) 𝑑𝑤 = 𝐶𝑦 (𝑥, 𝑡)

1∫︁
0

𝑦′ (𝑤) 𝑑𝑤 = 𝐶𝑦 (𝑥, 𝑡) ,

можем вывести выражения для операторов 𝒜1𝑖, 𝑖 = 1, 2:

𝒜11 = 𝐶

⎡⎣𝑦 (𝑥, 𝑡)− 𝑦 (0, 𝑡)− (𝑀 (𝑥) 𝑦 (𝑥, 𝑡)−𝑀 (0) 𝑦 (0, 𝑡))+

+

𝑥∫︁
0

(︂
𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)
𝑀 (𝑤) +𝑀 ′ (𝑤)

)︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

⎤⎦ ,
𝒜12 = 𝐶𝑦 (𝑥, 𝑡) + 𝐶𝑦 (𝑥)

⎡⎣𝑦 (1, 𝑡)− 𝑦 (0, 𝑡)− (𝑀 (1) 𝑦 (1, 𝑡)−𝑀 (0) 𝑦 (0, 𝑡))+

+

1∫︁
0

(︂
𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)
𝑀 (𝑤) +𝑀 ′ (𝑤)

)︂
𝑦 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

⎤⎦ .
Следовательно, применяя формулу (3.20) для функции 𝒦 (𝑤), мы можем окончательно найти

выражение для производной 𝒜′:

𝒜′ =
𝑟𝐶

1− 𝛽

⎡⎣ (𝑀 (0)− 1) 𝑦 (0, 𝑡)−𝑀 (𝑥) 𝑦 (𝑥, 𝑡)+

+𝑦 (𝑥)

⎛⎝(𝑀 (1)− 1) 𝑦 (1, 𝑡)− (𝑀 (0)− 1) 𝑦 (0, 𝑡)−
1∫︁

0

𝒦 (𝑤) 𝑦 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

⎞⎠+

+

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦 (𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤

⎤⎦ .
Так как функция 𝑦 (𝑥) + 𝜀𝑦 (𝑥, 𝑡) является кривой Лоренца для любого 𝜀 > 0, для функ­

ции 𝑦 (𝑥, 𝑡) должны выполняться краевые условия вида 𝑦 (0, 𝑡) = 𝑦 (1, 𝑡) = 0. Тогда оператор

𝒜′ обретает вид (3.18), что завершает доказательство леммы.

Мы заинтересованы в определении спектра оператора 𝒜′. Для этого необходимо рас­

смотреть уравнение вида
(︁
𝒜′ − 𝜆̃𝐼

)︁
𝑦 = 𝑧 при 𝜆̃ ∈ C и определить, при каких 𝜆̃ ∈ C оператор

𝒜′− 𝜆̃𝐼 является непрерывно обратимым. Не ограничивая общности рассуждений, будем счи­

тать, что мы рассматриваем задачу вида (𝒜′ − 𝜆𝐼) 𝑦 = 𝑧, 𝜆 ∈ C, где 𝜆̃ = 𝑟𝐶
1−𝛽

𝜆, 𝑧 = 𝑟𝐶
1−𝛽

𝑧,𝒜′ :=

1−𝛽
𝑟𝐶

𝒜′.

Тогда мы приходим к следующей краевой задаче:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−𝑀 (𝑥) 𝑦 (𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦 (𝑤) 𝑑𝑤 − 𝑦 (𝑥)

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦 (𝑤) 𝑑𝑤 − 𝜆𝑦 (𝑥) = 𝑧, 𝑥 ∈ [0, 1] ,

𝑦 (0) = 𝑦 (1) = 0.

(3.21)
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Введем следующие обозначения: 𝜆1 = Re𝜆, 𝜆2 = Im𝜆, 𝑦1 (𝑥) = Re 𝑦 (𝑥), 𝑦2 (𝑥) = Im 𝑦 (𝑥).

Используя алгебраическое представление комплексных чисел и правило их умножения, выра­

женное формулой 𝜆𝑦 = 𝜆1𝑦1−𝜆2𝑦2+ 𝑖 (𝜆1𝑦2 + 𝜆2𝑦1), мы можем переписать уравнение краевой

задачи (3.21) следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑀 (𝑥) 𝑦1 (𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦1 (𝑤) 𝑑𝑤 − 𝑦 (𝑥)

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦1 (𝑤) 𝑑𝑤 − 𝜆1𝑦1 (𝑥) + 𝜆2𝑦2 (𝑥) = 𝑧1 (𝑥) ,

−𝑀 (𝑥) 𝑦2 (𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦2 (𝑤) 𝑑𝑤 − 𝑦 (𝑥)

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦2 (𝑤) 𝑑𝑤 − 𝜆1𝑦2 (𝑥)− 𝜆2𝑦1 (𝑥) = 𝑧2 (𝑥) .

Обозначив 𝜇𝑖 =
1∫︀
0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤, 𝑖 = 1, 2, рассмотрим вместо задачи (3.21) следующую

краевую задачу:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑀 (𝑥) 𝑦1 (𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦1 (𝑤) 𝑑𝑤 − 𝜇1𝑦 (𝑥)− 𝜆1𝑦1 (𝑥) + 𝜆2𝑦2 (𝑥) = 𝑧1 (𝑥) ,

−𝑀 (𝑥) 𝑦2 (𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦2 (𝑤) 𝑑𝑤 − 𝜇2𝑦 (𝑥)− 𝜆1𝑦2 (𝑥)− 𝜆2𝑦1 (𝑥) = 𝑧2 (𝑥) ,

𝑦𝑖 (0) = 𝑦𝑖 (1) = 0, 𝑖 = 1, 2,

𝜇𝑖 =

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤, 𝑖 = 1, 2.

(3.22)

Получена система из двух интегральных уравнений типа Вольтерра с параметрами

𝜇𝑖, 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2. Для решения задачи (3.22) нам будет удобно продифференцировать каждое

уравнение системы по 𝑥 и перейти к системе линейных обыкновенных дифференциальных

уравнений первого порядка вида⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1) 𝑦
′
1 (𝑥)− 𝜆2𝑦

′
2 (𝑥) =

𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)
𝑀 (𝑥) 𝑦1 (𝑥)− 𝜇1𝑦

′ (𝑥)− 𝑧′1 (𝑥) ,

𝜆2𝑦
′
1 (𝑥) + (𝑀 (𝑥) + 𝜆1) 𝑦

′
2 (𝑥) =

𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)
𝑀 (𝑥) 𝑦2 (𝑥)− 𝜇2𝑦

′ (𝑥)− 𝑧′2 (𝑥) ,

𝑦𝑖 (0) = 𝑦𝑖 (1) = 0, 𝑖 = 1, 2,

𝜇𝑖 =

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤, 𝑖 = 1, 2.

(3.23)

В обозначениях

𝐴 (𝑥) =

⎡⎣𝑀 (𝑥) + 𝜆1 −𝜆2
𝜆2 𝑀 (𝑥) + 𝜆1

⎤⎦ , Λ (𝑥) =

⎡⎣𝑦′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥) 0

0 𝑦′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥)

⎤⎦ ,
𝑓 (𝑥) =

⎛⎝−𝜇1𝑦
′ (𝑥)

−𝜇2𝑦
′ (𝑥)

⎞⎠
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система задачи (3.23) может быть записана в матричной форме как

𝐴 (𝑥) 𝑦′ (𝑥) = Λ (𝑥) 𝑦 (𝑥) + 𝑓 (𝑥)− 𝑧′ (𝑥) .

Пусть 𝑀− = min
𝑥∈[0,1]

𝑀 (𝑥), 𝑀+ = max
𝑥∈[0,1]

𝑀 (𝑥). Тогда det𝐴 = (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22 > 0 для любого

𝑥 ∈ [0, 1] тогда и только тогда, когда выполняется условие

𝜆1 /∈ [−𝑀+,−𝑀−] , 𝜆2 ̸= 0. (3.24)

В этом случае матрица 𝐴 обратима, и ее обратная матрица имеет вид

𝐴−1 (𝑥) =
1

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

⎡⎣𝑀 (𝑥) + 𝜆1 𝜆2

−𝜆2 𝑀 (𝑥) + 𝜆1

⎤⎦ .
Таким образом, мы можем перейти к системе вида

𝑦′ (𝑥) = 𝐴−1 (𝑥) Λ (𝑥) 𝑦 (𝑥) + 𝐴−1 (𝑥) 𝑓 (𝑥)− 𝐴−1 (𝑥) 𝑧′ (𝑥) ≡ 𝐵 (𝑥) 𝑦 (𝑥) + 𝑔 (𝑥)− 𝐴−1 (𝑥) 𝑧′ (𝑥) ,

где

𝐵 (𝑥) =

𝑦′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥)

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

⎛⎝𝑀 (𝑥) + 𝜆1 𝜆2

−𝜆2 𝑀 (𝑥) + 𝜆1

⎞⎠ ,

𝑔 (𝑥) =
1

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

⎛⎝ −𝑦′ (𝑥) (𝜇1 (𝑀 (𝑥) + 𝜆1) + 𝜇2𝜆2)

−𝑦′ (𝑥) (−𝜇1𝜆2 + 𝜇2 (𝑀 (𝑥) + 𝜆1))

⎞⎠ .

Введем функцию 𝐺 (𝑥), такую что

cos𝐺 (𝑥) =
𝑀 (𝑥) + 𝜆1√︁

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

, sin𝐺 (𝑥) =
𝜆2√︁

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

.

Для полученной линейной неавтономной системы ОДУ первого порядка удается постро­

ить решение в явном виде.

Лемма 3.6. Фундаментальная матрица однородной системы имеет вид

𝑌 (𝑥) =

⎛⎝ 𝑆 (𝑥) cos𝑇 (𝑥) 𝑆 (𝑥) sin𝑇 (𝑥)

−𝑆 (𝑥) sin𝑇 (𝑥) 𝑆 (𝑥) cos𝑇 (𝑥)

⎞⎠ , (3.25)

где

𝑆 (𝑥) = exp

⎧⎨⎩
𝑥∫︁

0

𝑦′′ (𝑠)

𝑦′ (𝑠)

𝑀 (𝑠)√︁
(𝑀 (𝑠) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

cos𝐺 (𝑠) 𝑑𝑠

⎫⎬⎭, (3.26)

𝑇 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑦′′ (𝑠)

𝑦′ (𝑠)

𝑀 (𝑠)√︁
(𝑀 (𝑠) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

sin𝐺 (𝑠) 𝑑𝑠. (3.27)
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Доказательство. Будем искать решение, допускающее полярное представление вида

𝑦1 (𝑥) = 𝑟 (𝑥) cos𝜙 (𝑥), 𝑦2 (𝑥) = 𝑟 (𝑥) sin𝜙 (𝑥), 𝑟 (𝑥) > 0.

Тогда

𝑦′ =

⎛⎝cos𝜙 −𝑟 sin𝜙

sin𝜙 𝑟 cos𝜙

⎞⎠⎛⎝𝑟′
𝜙′

⎞⎠ = 𝐵

⎛⎝𝑟 cos𝜙
𝑟 sin𝜙

⎞⎠ .

Матрица Φ =

⎛⎝cos𝜙 −𝑟 sin𝜙

sin𝜙 𝑟 cos𝜙

⎞⎠ обратима при detΦ = 𝑟 > 0. При этом обратная матрица

имеет вид Φ−1 = 1
𝑟

⎛⎝𝑟 cos𝜙 𝑟 sin𝜙

− sin𝜙 cos𝜙

⎞⎠, и тогда
⎛⎝𝑟′
𝜙′

⎞⎠ = Φ−1𝐵

⎛⎝𝑟 cos𝜙
𝑟 sin𝜙

⎞⎠ .

Вычислим правую часть:

Φ−1𝐵

⎛⎝𝑟 cos𝜙
𝑟 sin𝜙

⎞⎠ =
1

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

⎛⎝𝑟 cos𝜙 𝑟 sin𝜙

− sin𝜙 cos𝜙

⎞⎠ ·

·

⎡⎣(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
𝑦′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥) 𝜆2
𝑦′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥)

−𝜆2 𝑦
′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥) (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
𝑦′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥)

⎤⎦⎛⎝cos𝜙

sin𝜙

⎞⎠ =

=
1

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

⎛⎝𝑟 cos𝜙 𝑟 sin𝜙

− sin𝜙 cos𝜙

⎞⎠ ·

·

⎡⎣ (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
𝑦′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥) cos𝜙+ 𝜆2
𝑦′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥) sin𝜙

−𝜆2 𝑦
′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥) cos𝜙+ (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
𝑦′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥) sin𝜙

⎤⎦ =

=
1

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

⎡⎣(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
𝑦′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥) 𝑟

−𝜆2 𝑦
′′(𝑥)
𝑦′(𝑥)

𝑀 (𝑥)

⎤⎦ .
Следовательно, мы получаем систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑟′

𝑟
=
𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥)√︁
(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

cos𝐺 (𝑥),

𝜙′ = −𝑦
′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥)√︁
(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

sin𝐺 (𝑥),

⇒

⎧⎨⎩𝑟 (𝑥) = 𝐶1𝑆 (𝑥) ,

𝜙 (𝑥) = 𝐶2 − 𝑇 (𝑥) .

Тогда решением однородной системы является матрица

𝑌 (𝑥) =
(︁
𝑌1 (𝑥) |𝑌2 (𝑥)

)︁
=

⎛⎝𝐶11𝑆 (𝑥) cos (𝐶12 − 𝑇 (𝑥)) 𝐶21𝑆 (𝑥) cos (𝐶22 − 𝑇 (𝑥))

𝐶11𝑆 (𝑥) sin (𝐶12 − 𝑇 (𝑥)) 𝐶21𝑆 (𝑥) sin (𝐶22 − 𝑇 (𝑥))

⎞⎠ .
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Из условия 𝑌 (0) = 𝐼 можно найти значения констант:

𝑌1 (0) =

⎛⎝1

0

⎞⎠ =

⎛⎝𝐶11 cos𝐶12

𝐶11 sin𝐶12

⎞⎠⇒ 𝐶11 = 1, 𝐶12 = 0,

𝑌2 (0) =

⎛⎝0

1

⎞⎠ =

⎛⎝𝐶21 cos𝐶22

𝐶21 sin𝐶22

⎞⎠⇒ 𝐶21 = 1, 𝐶22 =
𝜋

2
.

Тогда фундаментальная матрица принимает вид (3.25).

Представим следующие обозначения:

𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) =
𝑆 (𝑥)

𝑆 (𝜉)

𝑦′ (𝜉)√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉)), (3.28)

𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) =
𝑆 (𝑥)

𝑆 (𝜉)

𝑦′ (𝜉)√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉)), (3.29)

𝑏1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) =
𝑆 (𝑥)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

[𝑧′1 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))+

+𝑧′2 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))] ,

(3.30)

𝑏2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) =
𝑆 (𝑥)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

[−𝑧′1 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))+

+𝑧′2 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))] .

(3.31)

Лемма 3.7. Вектор-функция

−

⎛⎜⎜⎝
𝑥∫︀
0

(𝑏1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)) 𝑑𝜉

𝑥∫︀
0

(𝑏2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)− 𝜇1𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)) 𝑑𝜉

⎞⎟⎟⎠
является решением неоднородной системы 𝑦′ = 𝐵𝑦 + 𝑔 − 𝐴−1𝑧′, 𝑦 (0) = 0.

Доказательство. Решение линейной неоднородной системы определяется формулой

𝑦 (𝑥) = 𝑌 (𝑥)𝑌 −1 (0) 𝑦 (0) +

𝑥∫︁
0

𝑌 (𝑥)𝑌 −1 (𝜉)
(︀
𝑔 (𝜉)− 𝐴−1 (𝜉) 𝑧′ (𝜉)

)︀
𝑑𝜉.

Так как 𝑦 (0) = 0, первое слагаемое обращается в нулевой вектор. Остается посчитать подын­

тегральное выражение во втором слагаемом. Так как фундаментальная матрица обратима,

то существует обратная к ней матрица, которая вычисляется по формуле

𝑌 −1 (𝜉) =
1

𝑆 (𝜉)

⎛⎝cos𝑇 (𝜉) − sin𝑇 (𝜉)

sin𝑇 (𝜉) cos𝑇 (𝜉)

⎞⎠ .
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Тогда 𝑌 (𝑥)𝑌 −1 (𝜉) = 𝑆(𝑥)
𝑆(𝜉)

⎛⎝ cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))

− sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))

⎞⎠ , и

𝑌 (𝑥)𝑌 −1 (𝜉)
(︀
𝑔 (𝜉)− 𝐴−1 (𝜉) 𝑧′ (𝜉)

)︀
= −𝑆 (𝑥)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

×

×

⎡⎣⎛⎝ 𝑧′1 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉)) + 𝑧′2 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))

−𝑧′1 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉)) + 𝑧′2 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))

⎞⎠+

+𝑦′ (𝜉)

⎛⎝ 𝜇1 cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉)) + 𝜇2 sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))

−𝜇1 sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉)) + 𝜇2 cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))

⎞⎠⎤⎦ =

= −

⎛⎝𝑏1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

𝑏2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)− 𝜇1𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

⎞⎠ .

Интегрирование полученной функции от 0 до 𝑥 по 𝜉 приводит к утверждению леммы.

Теперь нам необходимо найти значения параметров 𝜇1 и 𝜇2, а также комплексных 𝜆,

при которых выполняются краевые условия задачи. Условия 𝑦𝑖 (0) = 0, 𝑖 = 1, 2, учтены по

Лемме 3.7.

Из условий 𝑦𝑖 (1) = 0, 𝑖 = 1, 2, мы получаем следующую систему:

𝜇1

1∫︁
0

𝑎1 (1, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 + 𝜇2

1∫︁
0

𝑎2 (1, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 = −
1∫︁

0

𝑏1 (1, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉,

−𝜇1

1∫︁
0

𝑎2 (1, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 + 𝜇2

1∫︁
0

𝑎1 (1, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 = −
1∫︁

0

𝑏2 (1, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉.

Итак, получена линейная неоднородная система уравнений, зависящая от значений парамет­

ров 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, 2. Обозначим

𝐴𝑖 (𝜆1, 𝜆2) =

1∫︁
0

𝑎𝑖 (1, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉, 𝑖 = 1, 2,

𝐵𝑖 (𝜆1, 𝜆2) =

1∫︁
0

𝑏𝑖 (1, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉, 𝑖 = 1, 2.

Система однозначно разрешима в том и только в том случае, когда определитель матрицы,

составленной из коэффициентов при 𝜇𝑖, не обращается в нуль, то есть когда выполняется

неравенство

(𝐴1 (𝜆1, 𝜆2))
2 + (𝐴2 (𝜆1, 𝜆2))

2 > 0. (3.32)

Тогда ⎛⎝𝜇1

𝜇2

⎞⎠ = − 1

𝐴2
1 + 𝐴2

2

⎛⎝𝐴1 −𝐴2

𝐴2 𝐴1

⎞⎠⎛⎝𝐵1

𝐵2

⎞⎠ = − 1

𝐴2
1 + 𝐴2

2

⎛⎝𝐴1𝐵1 − 𝐴2𝐵2

𝐴2𝐵1 + 𝐴1𝐵2

⎞⎠ . (3.33)
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Выпишем теперь условия на значения параметров 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, 2:

𝜇1

⎛⎝1 +

1∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑎1 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤

⎞⎠+

+𝜇2

1∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑎2 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 = −
1∫︁

0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑏1 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤,

𝜇1

1∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑎2 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤−

−𝜇2

⎛⎝1 +

1∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑎1 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤

⎞⎠ = −
1∫︁

0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑏2 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤.

Нами вновь получена линейная неоднородная система уравнений, зависящая от значений

параметров. Обозначим

𝐴𝑖+2 (𝜆1, 𝜆2) =

1∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑎𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤, 𝑖 = 1, 2,

𝐵𝑖+2 (𝜆1, 𝜆2) =

1∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑏𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤, 𝑖 = 1, 2.

Тогда система однозначно разрешима тогда и только тогда, когда выполняется условие:

(1 + 𝐴3 (𝜆1, 𝜆2))
2 + (𝐴4 (𝜆1, 𝜆2))

2 > 0. (3.34)

Следовательно,

⎛⎝𝜇1

𝜇2

⎞⎠ = − 1

(1 + 𝐴3)
2 + 𝐴2

4

⎛⎝1 + 𝐴3 −𝐴4

𝐴4 1 + 𝐴3

⎞⎠⎛⎝𝐵3

𝐵4

⎞⎠ =

= − 1

(1 + 𝐴3)
2 + 𝐴2

4

⎛⎝(1 + 𝐴3)𝐵3 − 𝐴4𝐵4

𝐴4𝐵3 + (1 + 𝐴3)𝐵4

⎞⎠ .

(3.35)

Далее мы покажем, однако, что полученные по формуле (3.35) соотношения для значе­

ний параметров 𝜇1 и 𝜇2 оказываются такими же, что и соотношения в формуле (3.33). Для

начала докажем следующую лемму.

Лемма 3.8. Для функции

Υ𝑖 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) =

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤, 𝑖 = 1, 2, (3.36)
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где

𝜐1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) = 𝜐 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2, 𝛾1 (𝜉) , 𝛾2 (𝜉)) , (3.37)

𝜐2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) = 𝜐 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2, 𝛾2 (𝜉) ,−𝛾1 (𝜉)) , (3.38)

𝜐 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2, ℎ1 (𝜉) , ℎ2 (𝜉)) =
𝑆 (𝑥)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

·

· [ℎ1 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉)) + ℎ2 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))] ,

(3.39)

справедливо следующее тождество:

Υ𝑖 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) = (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉+

+(−1)𝑖 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 −
𝑥∫︁

0

𝛾𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤, 𝑖 = 1, 2.

(3.40)

Доказательство. Представим выражения Υ𝑖 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) , 𝑖 = 1, 2, в следующем виде:

Υ𝑖 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) = Υ𝑖,1 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) + Υ𝑖,2 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) ,

Υ𝑖,1 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) =

𝑥∫︁
0

𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)
𝑀 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤, 𝑖 = 1, 2,

Υ𝑖,2 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) =

𝑥∫︁
0

𝑀 ′ (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤, 𝑖 = 1, 2.

Зафиксировав 𝑖 ∈ {1, 2}, рассмотрим теперь выражение Υ𝑖,2 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) и применим к нему

операцию интегрирования по частям:

Υ𝑖,2 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) =

𝑥∫︁
0

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑 (𝑀 (𝑤) + 𝜆1) =

= (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 −
𝑥∫︁

0

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1) 𝜐𝑖 (𝑤,𝑤;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝑤−

−
𝑥∫︁

0

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜕𝜐𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

𝜕𝑤
𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤.

Найдем теперь частную производную 𝜕𝜐𝑖
𝜕𝑤

(𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2):

𝜕𝜐𝑖
𝜕𝑤

(𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) =
𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)

𝑀 (𝑤) (𝑀 (𝑤) + 𝜆1)

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

𝜐𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)+

+
𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)

𝑀 (𝑤)𝜆2

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

· (−1)𝑖−1 𝜐3−𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) .

(3.41)
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Тогда последнее слагаемое в выражении Υ𝑖,2 имеет вид

𝑥∫︁
0

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜕𝜐𝑖
𝜕𝑤

(𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 =

=

𝑥∫︁
0

𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)

𝑀 (𝑤) (𝑀 (𝑤) + 𝜆1)
2

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤+

+(−1)𝑖−1 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)

𝑀 (𝑤) (𝑀 (𝑤) + 𝜆1)

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤.

Учитывая тот факт, что 𝑆 ′ (𝑤) = 𝑦′′(𝑤)
𝑦′(𝑤)

𝑀(𝑤)(𝑀(𝑤)+𝜆1)

(𝑀(𝑤)+𝜆1)
2+𝜆2

2

𝑆 (𝑤), мы применим операцию интегриро­

вания по частям к интегралу во втором слагаемом:

(−1)𝑖−1 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)

𝑀 (𝑤) (𝑀 (𝑤) + 𝜆1)

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 =

= (−1)𝑖−1 𝜆2

𝑥∫︁
0

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

𝑆 (𝑤)
𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑆 (𝑤) =

= (−1)𝑖−1 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 + (−1)𝑖 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑤,𝑤;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝑤+

+(−1)𝑖 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑆 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜕

𝜕𝑤

(︂
𝜐3−𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

𝑆 (𝑤)

)︂
𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤.

Так как

(−1)𝑖 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑆 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜕

𝜕𝑤

(︂
𝜐3−𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

𝑆 (𝑤)

)︂
𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 =

= (−1)𝑖 𝜆2

𝑥∫︁
0

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑆 (𝑤)
𝜕𝜐3−𝑖
𝜕𝑤

(𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)𝑆 (𝑤)− 𝜐3−𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)𝑆
′ (𝑤)

𝑆2 (𝑤)
𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 =

= (−1)𝑖 𝜆2

𝑥∫︁
0

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

(︂
𝜕𝜐3−𝑖

𝜕𝑤
(𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)− 𝜐3−𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

𝑆 ′ (𝑤)

𝑆 (𝑤)

)︂
𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 =

=

𝑥∫︁
0

𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)

𝑀 (𝑤)𝜆22
(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤,
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то последнее слагаемое в выражении Υ𝑖,2 обретает следующий вид:

𝑥∫︁
0

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜕𝜐𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

𝜕𝑤
𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 =

=

𝑥∫︁
0

𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)

𝑀 (𝑤) (𝑀 (𝑤) + 𝜆1)
2

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤+

+(−1)𝑖−1 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 + (−1)𝑖 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑤,𝑤;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝑤+

+

𝑥∫︁
0

𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)

𝑀 (𝑤)𝜆22
(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 =

= (−1)𝑖−1 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 + (−1)𝑖 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑤,𝑤;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝑤+

+

𝑥∫︁
0

𝑦′′ (𝑤)

𝑦′ (𝑤)
𝑀 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤

⏟  ⏞  
ϒ𝑖,1(𝑥,𝜆1,𝜆2)

.

Следовательно,

Υ𝑖,2 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) = (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 −
𝑥∫︁

0

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1) 𝜐𝑖 (𝑤,𝑤;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝑤+

+(−1)𝑖 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 + (−1)𝑖+1 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑤,𝑤;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝑤 −Υ𝑖,1 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) .

Группируя второе и четвертое слагаемые в Υ𝑖,2, получаем, что

Υ𝑖 (𝑥, 𝜆1, 𝜆2) = (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝜐𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 + (−1)𝑖 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝜐3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉−

−
𝑥∫︁

0

[︁
(𝑀 (𝑤) + 𝜆1) 𝜐𝑖 (𝑤,𝑤;𝜆1, 𝜆2) + (−1)𝑖 𝜆2𝜐3−𝑖 (𝑤,𝑤;𝜆1, 𝜆2)

]︁
𝑑𝑤.

Подробно распишем подынтегральное выражение в последнем слагаемом. При 𝑖 = 1 имеем

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1) 𝜐1 (𝑤,𝑤;𝜆1, 𝜆2)− 𝜆2𝜐2 (𝑤,𝑤;𝜆1, 𝜆2) =

=
𝑀 (𝑤) + 𝜆1√︁

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)
2 + 𝜆22⏟  ⏞  

cos𝐺(𝑤)

[𝛾1 (𝑤) cos𝐺 (𝑤) + 𝛾2 (𝑤) sin𝐺 (𝑤)]−

− 𝜆2√︁
(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)

2 + 𝜆22⏟  ⏞  
sin𝐺(𝑤)

[𝛾2 (𝑤) cos𝐺 (𝑤)− 𝛾1 (𝑤) sin𝐺 (𝑤)] = 𝛾1 (𝑤) .
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При 𝑖 = 2 имеем

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1) 𝜐2 (𝑤,𝑤;𝜆1, 𝜆2) + 𝜆2𝜐1 (𝑤,𝑤;𝜆1, 𝜆2) =

=
𝑀 (𝑤) + 𝜆1√︁

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)
2 + 𝜆22⏟  ⏞  

cos𝐺(𝑤)

[−𝛾1 (𝑤) sin𝐺 (𝑤) + 𝛾2 (𝑤) cos𝐺 (𝑤)] +

+
𝜆2√︁

(𝑀 (𝑤) + 𝜆1)
2 + 𝜆22⏟  ⏞  

sin𝐺(𝑤)

[𝛾1 (𝑤) cos𝐺 (𝑤) + 𝛾2 (𝑤) sin𝐺 (𝑤)] = 𝛾2 (𝑤) .

Таким образом, окончательно получаем формулу (3.40).

Следствие 3.1. Справедливы следующие соотношения:

𝜕𝑎𝑖
𝜕𝑥

(𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) =
𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥) (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)+

+ (−1)𝑖
𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥)𝜆2

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) , 𝑖 = 1, 2,

(3.42)

𝜕𝑏𝑖
𝜕𝑥

(𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) =
𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥) (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)+

+ (−1)𝑖−1 𝑦
′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥)𝜆2

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

𝑏3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) , 𝑖 = 1, 2,

(3.43)

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑎𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 = (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉+

+(−1)𝑖−1 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 − 𝛿𝑖1𝑦 (𝑥) , 𝑖 = 1, 2,

(3.44)

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑏𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 = (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉+

+(−1)𝑖 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑏3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 − 𝑧𝑖 (𝑥) , 𝑖 = 1, 2,

(3.45)

𝐴3 (𝜆1, 𝜆2) = (𝑀 (1) + 𝜆1)𝐴1 (𝜆1, 𝜆2) + 𝜆2𝐴2 (𝜆1, 𝜆2)− 1,

𝐴4 (𝜆1, 𝜆2) = (𝑀 (1) + 𝜆1)𝐴2 (𝜆1, 𝜆2)− 𝜆2𝐴1 (𝜆1, 𝜆2) ,

𝐵3 (𝜆1, 𝜆2) = (𝑀 (1) + 𝜆1)𝐵1 (𝜆1, 𝜆2)− 𝜆2𝐵2 (𝜆1, 𝜆2) ,

𝐵4 (𝜆1, 𝜆2) = (𝑀 (1) + 𝜆1)𝐵2 (𝜆1, 𝜆2) + 𝜆2𝐵1 (𝜆1, 𝜆2) .

(3.46)

Здесь в формуле (3.44) под записью 𝛿𝑖1 понимается символ Кронекера: 𝛿𝑖1 =

⎧⎨⎩1, 𝑖 = 1,

0, 𝑖 ̸= 1.
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Доказательство. Выведем требуемые соотношения, используя Лемму 3.8. Положим сначала

в формуле (3.39) ℎ1 (𝜉) = ℎ2 (𝜉) = 𝑦′ (𝜉). Тогда по формулам (3.37) и (3.38) имеем

𝑣𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) = 𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + (−1)𝑖−1 𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) , 𝑖 = 1, 2.

Кроме того, из формулы (3.41) можно получить соотношения

𝜕 (𝑎1 + 𝑎2)

𝜕𝑥
=
𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥) (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

(𝑎1 + 𝑎2) +
𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥)𝜆2

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

(𝑎1 − 𝑎2) ,

𝜕 (𝑎1 − 𝑎2)

𝜕𝑥
=
𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥) (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

(𝑎1 − 𝑎2)−
𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥)𝜆2

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

(𝑎1 + 𝑎2) .

Взяв полусумму и полуразность этих равенств, получаем формулу (3.42).

Теперь, используя формулы (3.36) и (3.40), а также соотношение
𝑥∫︀
0

𝑦′ (𝑤) 𝑑𝑤 = 𝑦 (𝑥),

получаем следующую систему:

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

(𝑎1 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝑎2 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 =

= (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

(𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)) 𝑑𝜉−

−𝜆2

𝑥∫︁
0

(𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)− 𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)) 𝑑𝜉 − 𝑦 (𝑥) ,

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

(𝑎1 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)− 𝑎2 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 =

= (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

(𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)− 𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)) 𝑑𝜉

⎞⎠+

+𝜆2

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

(𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)) 𝑑𝜉

⎞⎠− 𝑦 (𝑥) .

Взяв полусумму и полуразность соотношений, получаем

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑎1 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 = (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉+

+𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 − 𝑦 (𝑥) ,

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑎2 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 = (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉−

−𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉,
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что в точности соответствует компактной записи, выраженной формулой (3.44).

Положим теперь в формуле (3.39) ℎ𝑖 (𝜉) = 𝑧′𝑖 (𝜉) , 𝑖 = 1, 2. Тогда по формулам (3.37) и

(3.38) имеем

𝑣𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) = 𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) , 𝑖 = 1, 2.

Тогда из формулы (3.41) сразу следует формула (3.43). Применяя теперь формулы (3.36) и

(3.40), а также соотношение
𝑥∫︀
0

𝑧′𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤 = 𝑧𝑖 (𝑥) , 𝑖 = 1, 2, выводим следующую систему:

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑏1 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 = (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝑏1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉−

−𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑏2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 − 𝑧1 (𝑥) ,

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑏2 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 = (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝑏2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉+

+𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑏1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 − 𝑧2 (𝑥) ,

что в точности является формулой (3.45).

Соотношения (3.46) выводятся из формул (3.44) и (3.45) подстановкой 𝑥 = 1.

Лемма доказана.

Покажем теперь, используя соотношения (3.46), что формула (3.35) является формулой

(3.33). Действительно, вычислив выражения

(1 + 𝐴3)
2 + 𝐴2

4 = ((𝑀 (1) + 𝜆1)𝐴1 + 𝜆2𝐴2)
2 + ((𝑀 (1) + 𝜆1)𝐴2 − 𝜆2𝐴1)

2 =

=
(︀
(𝑀 (1) + 𝜆1)

2 + 𝜆22
)︀ (︀
𝐴2

1 + 𝐴2
2

)︀
,

(1 + 𝐴3)𝐵3 − 𝐴4𝐵4 = ((𝑀 (1) + 𝜆1)𝐴1 + 𝜆2𝐴2) ((𝑀 (1) + 𝜆1)𝐵1 − 𝜆2𝐵2)−

− ((𝑀 (1) + 𝜆1)𝐴2 − 𝜆2𝐴1) ((𝑀 (1) + 𝜆1)𝐵2 + 𝜆2𝐵1) = (𝑀 (1) + 𝜆1)
2 (𝐴1𝐵1 − 𝐴2𝐵2)+

+𝜆2 (𝑀 (1) + 𝜆1) (𝐴2𝐵1 − 𝐴1𝐵2)− 𝜆2 (𝑀 (1) + 𝜆1) (𝐴2𝐵1 − 𝐴1𝐵2) + 𝜆22 (𝐴1𝐵1 − 𝐴2𝐵2) =

=
(︀
(𝑀 (1) + 𝜆1)

2 + 𝜆22
)︀
(𝐴1𝐵1 − 𝐴2𝐵2) ,

𝐴4𝐵3 + (1 + 𝐴3)𝐵4 = ((𝑀 (1) + 𝜆1)𝐴2 − 𝜆2𝐴1) ((𝑀 (1) + 𝜆1)𝐵1 − 𝜆2𝐵2)+

+ ((𝑀 (1) + 𝜆1)𝐴1 + 𝜆2𝐴2) ((𝑀 (1) + 𝜆1)𝐵2 + 𝜆2𝐵1) = (𝑀 (1) + 𝜆1)
2 (𝐴2𝐵1 + 𝐴1𝐵2)+

−𝜆2 (𝑀 (1) + 𝜆1) (𝐴2𝐵2 + 𝐴1𝐵1) + 𝜆2 (𝑀 (1) + 𝜆1) (𝐴2𝐵2 + 𝐴1𝐵1) + 𝜆22 (𝐴1𝐵2 + 𝐴2𝐵1) =

=
(︀
(𝑀 (1) + 𝜆1)

2 + 𝜆22
)︀
(𝐴1𝐵2 + 𝐴2𝐵1) ,
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и подставив результаты вычислений в формулу (3.35), нетрудно заметить, что мы приходим

к формуле (3.33), так как можно сократить на один и тот же множитель (𝑀 (1) + 𝜆1)
2 + 𝜆22.

Обозначим через 𝐶1,0 (𝑀,R2) пространство двумерных вектор-функций, каждая компо­

нента которой принадлежит пространству 𝐶1,0 (𝑀). Соответственно, через 𝐶1,0
0 (𝑀,R2) обо­

значим подмножество 𝐶1,0 (𝑀,R2), такое что если 𝑤 ∈ 𝐶1,0 (𝑀,R2), то 𝑤𝑖 (0, 𝑡) = 𝑤𝑖 (1, 𝑡) =

0 ∀ 𝑡 ∈ [0,+∞) , 𝑖 = 1, 2. Тогда нами окончательно построено решение задачи 𝑦 = 𝑓 (𝑧) , 𝑓 :

𝐶1,0
0 (𝑀,R2) → 𝐶1,0

0 (𝑀,R2), имеющее следующий вид:

𝑦𝑖 (𝑥) = −
𝑥∫︁

0

(︁
𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1 (−1)𝑖−1 𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

)︁
𝑑𝜉 = (𝑓 (𝑧))𝑖 ,

𝑖 = 1, 2.

Нам осталось показать, что полученное решение в действительности определяет обрат­

ный оператор (𝒜′ − 𝜆𝐼)−1, причем он является ограниченным.

Лемма 3.9. Оператор 𝒜′ −𝜆𝐼 является непрерывно обратимым для всех комплексных

𝜆, для которых выполняются одновременно условия (3.24) и (3.32).

Доказательство. См. раздел А.2 Приложения А.

Замечание 18. Неизвестно, является ли точной оценка, полученная в доказательстве

Леммы 3.9 для нормы обратного оператора, в связи с чем результат Леммы 3.9 позволяет

дать лишь нижнюю оценку для резольвентного множества:

𝜌 (𝒜′) ⊇ C ∖ (Λ1 ∪ Λ2) ,

Λ1 = {𝜆 ∈ C | −𝑀+ ≤ 𝜆1 ≤ −𝑀−, 𝜆2 = 0} ,

Λ2 =
{︀
𝜆 ∈ C

⃒⃒
(𝐴1 (𝜆1, 𝜆2))

2 + (𝐴2 (𝜆1, 𝜆2))
2 = 0

}︀
.

Следовательно, для спектра оператора 𝒜′ справедлива следующая верхняя оценка:

𝜎 (𝒜′) ⊆ Λ1 ∪ Λ2.

Так как множество Λ1 лежит во внутренности левой полуплоскости, нам остается изу­

чить множество Λ2. Заметим, что
𝑀(𝑠)√

(𝑀(𝑠)+𝜆1)
2+𝜆2

2

cos𝐺 (𝑠) = 𝑀(𝑠)(𝑀(𝑠)+𝜆1)

(𝑀(𝑠)+𝜆1)
2+𝜆2

2

= 1 − 𝜆1(𝑀(𝑠)+𝜆1)+𝜆2
2

(𝑀(𝑠)+𝜆1)
2+𝜆2

2

,

и
1∫︀
𝑠

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝑑𝜉 = ln 𝑦′(1)
𝑦′(𝑠)

, поэтому

𝑆 (1)

𝑆 (𝑠)
=
𝑦′ (1)

𝑦′ (𝑠)
exp

⎧⎨⎩−
1∫︁

𝑠

𝑦′′ (𝜉)

𝑦′ (𝜉)

𝜆1 (𝑀 (𝜉) + 𝜆1) + 𝜆22
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22
𝑑𝜉

⎫⎬⎭.
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Домножив функцию 𝐴2 на −𝑖 и прибавив к ней функцию 𝐴1, получим

𝐴1 − 𝑖𝐴2 = 𝑦′ (1)

1∫︁
0

exp

{︂
−

1∫︀
𝑠

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝜆1(𝑀(𝜉)+𝜆1)+𝜆2
2

(𝑀(𝜉)+𝜆1)
2+𝜆2

2

𝑑𝜉

}︂
√︁

(𝑀 (𝑠) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

𝑒−𝑖(𝑇 (1)−𝑇 (𝑠)+𝐺(𝑠)) 𝑑𝑠 =

= 𝑦′ (1)

1∫︁
0

𝑀 (𝑠) + 𝜆1 − 𝑖𝜆2

(𝑀 (𝑠) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

exp

⎧⎨⎩−
1∫︁

𝑠

𝑦′′ (𝜉)

𝑦′ (𝜉)

𝑀 (𝜉) (𝜆1 + 𝑖𝜆2) + 𝜆21 + 𝜆22
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22
𝑑𝜉

⎫⎬⎭ 𝑑𝑠 =

= 𝑦′ (1)

1∫︁
0

1

𝑀 (𝑠) + 𝜆1 + 𝑖𝜆2
exp

⎧⎨⎩−
1∫︁

𝑠

𝑦′′ (𝜉)

𝑦′ (𝜉)

𝜆1 + 𝑖𝜆2
𝑀 (𝜉) + 𝜆1 + 𝑖𝜆2

𝑑𝜉

⎫⎬⎭ 𝑑𝑠.

Тогда, введя для последнего полученного выражения обозначение 𝐴 (𝜆), получаем следую­

щий интеграл с комплексным параметром 𝜆:

𝐴 (𝜆) = 𝑦′ (1)

1∫︁
0

𝑒
−

1∫︀
𝑠

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝜆
𝑀(𝜉)+𝜆

𝑑𝜉 𝑑𝑠

𝑀 (𝑠) + 𝜆
.

Следовательно, нам необходимо определить расположение комплексных корней уравне­

ния 𝐴 (𝜆) = 0.

Докажем следующую лемму.

Лемма 3.10. Пусть выполняется одна из альтернатив, сформулированных в Теореме

3.6.

Тогда функция комплексной переменной 𝐴 (𝜆) не имеет корней в правой полуплоскости

{𝜆 ∈ C |Re𝜆 ≥ 0}.

Доказательство. Рассмотрим альтернативу 1. Заметим, что мнимая часть функции 𝐴 (𝜆),

а именно функция −𝐴2 (𝜆1, 𝜆2) является нечетной по 𝜆2. Следовательно, 𝐴2 (𝜆1, 0) = 0 при

любом 𝜆1 ≥ 0. Однако,

𝐴1 (𝜆1, 0) = 𝑦′ (1)

1∫︁
0

𝑒
−

1∫︀
𝑠

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝜆1
𝑀(𝜉)+𝜆1

𝑑𝜉 𝑑𝑠

𝑀 (𝑠) + 𝜆1
> 0, 𝜆1 ≥ 0,

поэтому корней в правой полуплоскости при 𝜆2 = 0 нет.

Используя нечетность функции 𝐴2 по 𝜆2, докажем, что при 𝜆2 > 0 функция 𝐴2 (𝜆1, 𝜆2)

положительна всюду в правой полуплоскости. Рассмотрим функцию

𝑓 (𝑠, 𝜆1, 𝜆2) =
𝜆2

(𝑀 (𝑠) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

.

Исследуем ее поведение при фиксированных значениях 𝑠, 𝜆1 ≥ 0 как функцию от параметра

𝜆2, взяв от нее частную производную по 𝜆2:

𝜕𝑓

𝜕𝜆2
(𝑠, 𝜆1, 𝜆2) =

(𝑀 (𝑠) + 𝜆1)
2 − 𝜆22(︀

(𝑀 (𝑠) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

)︀2 .
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Видим, что частная производная 𝜕𝑓
𝜕𝜆2

меняет знак с положительного на отрицательный при

переходе через значение 𝜆2 = 𝑀 (𝑠) + 𝜆1. Следовательно, в этой точке функция 𝑓 достигает

по 𝜆2 максимального значения, в силу чего справедливо неравенство

𝑓 (𝑠, 𝜆1, 𝜆2) ≤ 𝑓 (𝑠, 𝜆1,𝑀 (𝑠) + 𝜆1) =
1

2 (𝑀 (𝑠) + 𝜆1)
.

Тогда

𝜆2

1∫︁
𝑠

𝑦′′ (𝜉)

𝑦′ (𝜉)

𝑀 (𝜉)

(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

𝑑𝜉 =

1∫︁
𝑠

𝑦′′ (𝜉)

𝑦′ (𝜉)
𝑓 (𝜉, 𝜆1, 𝜆2)𝑀 (𝜉) 𝑑𝜉 <

<
1

2

1∫︁
𝑠

𝑦′′ (𝜉)

𝑦′ (𝜉)

𝑀 (𝜉)

𝑀 (𝜉) + 𝜆1
𝑑𝜉 ≤ 1

2

1∫︁
𝑠

𝑦′′ (𝜉)

𝑦′ (𝜉)
𝑑𝜉 =

1

2
ln
𝑦′ (1)

𝑦′ (𝑠)
.

Отсюда следует, что

0 ≤ 𝜆2

1∫︁
0

𝑦′′ (𝜉)

𝑦′ (𝜉)

𝑀 (𝜉)

(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

𝑑𝜉 <
1

2
ln
𝑦′ (1)

𝑦′ (0)
≤ 1

2
ln 𝑒𝜋 =

𝜋

2
,

то есть подынтегральная функция в 𝐴2 (𝜆1, 𝜆2) является неотрицательной и отлична от нуля.

Следовательно, 𝐴2 (𝜆1, 𝜆2) > 0,∀𝜆1 ≥ 0, 𝜆2 > 0, и тогда мнимая часть функции 𝐴 (𝜆) не

обращается в нуль при любых 𝜆1 ≥ 0, 𝜆2 ̸= 0. Таким образом, альтернатива 1 доказана.

Рассмотрим теперь альтернативу 2, и пусть функция 𝑦′

𝑦′′
непрерывно дифференцируема

на отрезке [0, 1]. Заметим, что 𝜆 = 0 не является корнем уравнения 𝐴 (𝜆) = 0, так как

𝐴 (0) = 𝑦′ (1)
1∫︀
0

𝑑𝑠
𝑀(𝑠)

> 0. Тогда применим к функции 𝐴 (𝜆) формулу интегрирования по

частям при 𝜆 ̸= 0:

𝐴 (𝜆) =
𝑦′ (1)

𝜆

1∫︁
0

𝑦′ (𝑠)

𝑦′′ (𝑠)
𝑑

(︃
𝑒
−

1∫︀
𝑠

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝜆
𝑀(𝜉)+𝜆

𝑑𝜉

)︃
=
𝑦′ (1)

𝜆

[︂
𝑦′ (1)

𝑦′′ (1)
−

− 𝑦′ (0)

𝑦′′ (0)
𝑒
−

1∫︀
0

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝜆
𝑀(𝜉)+𝜆

𝑑𝜉
−

1∫︁
0

𝑑

𝑑𝑠

(︂
𝑦′ (𝑠)

𝑦′′ (𝑠)

)︂
𝑒
−

1∫︀
𝑠

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝜆
𝑀(𝜉)+𝜆

𝑑𝜉
𝑑𝑠

⎤⎦ .
Приравняем полученное для функции 𝐴 (𝜆) выражение к нулю. Добавляя и вычитая в

квадратных скобках слагаемое 𝑦′(0)
𝑦′′(0)

, получаем эквивалентное уравнение вида

1∫︁
0

𝑑

𝑑𝑠

(︂
𝑦′ (𝑠)

𝑦′′ (𝑠)

)︂(︃
1− 𝑒

−
1∫︀
𝑠

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝜆
𝑀(𝜉)+𝜆

𝑑𝜉

)︃
𝑑𝑠 = − 𝑦′ (0)

𝑦′′ (0)

(︃
1− 𝑒

−
1∫︀
0

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝜆
𝑀(𝜉)+𝜆

𝑑𝜉

)︃
.
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Действительная часть этого уравнения имеет вид

1∫︁
0

𝑑

𝑑𝑠

(︂
𝑦′ (𝑠)

𝑦′′ (𝑠)

)︂⎛⎝1− 𝑒
−

1∫︀
𝑠

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝜆1(𝑀(𝜉)+𝜆1)+𝜆
2
2

(𝑀(𝜉)+𝜆1)
2+𝜆22

𝑑𝜉
·

· cos

⎛⎝𝜆2 1∫︁
𝑠

𝑦′′ (𝜉)

𝑦′ (𝜉)

𝑀 (𝜉)

(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

𝑑𝜉

⎞⎠⎞⎠ 𝑑𝑠 =

= − 𝑦′ (0)

𝑦′′ (0)

⎛⎝1− 𝑒
−

1∫︀
0

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝜆1(𝑀(𝜉)+𝜆1)+𝜆
2
2

(𝑀(𝜉)+𝜆1)
2+𝜆22

𝑑𝜉
·

· cos

⎛⎝𝜆2 1∫︁
0

𝑦′′ (𝜉)

𝑦′ (𝜉)

𝑀 (𝜉)

(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

𝑑𝜉

⎞⎠⎞⎠ .

(3.47)

Разберем сначала случай, когда 𝑑
𝑑𝑠

(︁
𝑦′(𝑠)
𝑦′′(𝑠)

)︁
≡ 0,∀𝑠 ∈ [0, 1]. Тогда 𝑦′(𝑥)

𝑦′′(𝑥)
≡ 1

𝛼
, 𝛼 > 0, и

𝐴 (𝜆) = 1
𝛼𝜆

(︃
1− 𝑒

−𝛼
1∫︀
0

𝜆
𝑀(𝜉)+𝜆

𝑑𝜉

)︃
. Очевидно, что

|𝐴 (𝜆)| ≥ 1

𝛼 |𝜆|

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑒−𝛼

1∫︀
0

𝜆
𝑀(𝜉)+𝜆

𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1

𝛼 |𝜆|

(︃
1− 𝑒

−𝛼
1∫︀
0

𝜆1(𝑀(𝜉)+𝜆1)+𝜆
2
2

(𝑀(𝜉)+𝜆1)
2+𝜆22

𝑑𝜉

)︃
> 0,

поэтому в этом случае корней нет.

Пусть теперь производная 𝑑
𝑑𝑠

(︁
𝑦′(𝑠)
𝑦′′(𝑠)

)︁
отлична от нуля. Так как правая часть уравнения

(3.47) отрицательна, а левая часть уравнения положительна в силу неотрицательности и

отличности от нуля подынтегральной функции, то отсюда следует, что корней уравнения

(3.47) нет, вследствие чего нет корней и уравнения 𝐴 (𝜆) = 0.

Лемма доказана.

Теперь мы готовы доказать Теорему 3.6.

Доказательство Теоремы 3.6. Так как мы имеем автономное интегро-дифференциальное

уравнение в частных производных, т.е. его правая часть не зависит явно от 𝑡, мы исполь­

зуем важный результат, полученный Ю. Л. Далецким и М. Г. Крейном (см. [5, с. 293]), о

том, что если спектр 𝜎 (𝒜′) оператора, полученного в Лемме 3.5, лежит во внутренности ле­

вой полуплоскости, стационарное решение уравнения является асимптотически устойчивым.

Лемма 3.9 позволяет дать верхнюю оценку на спектр оператора. Затем нами показано, что

вопрос локализации спектра оператора в конечном счете сводится к поиску комплексных

нулей функции 𝐴 (𝜆), полученной с помощью Лемм 3.6, 3.7 и 3.8. Завершает доказательство

применение Леммы 3.10, устанавливающей условия отсутствия комплексных нулей функции

в правой полуплоскости.
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3.6. Численные эксперименты

В данном параграфе мы приводим два численных эксперимента, которые указывают

на то, что выбранная социальным государством кривая Лоренца, задающая стационарное

распределение доходов, является асимптотически устойчивым стационарным решением урав­

нения (3.8a). Основой для численных расчетов является смешанная задача (3.8), в которой

начальное условие (3.8b) определяется кривой Лоренца, принадлежащей двухпараметриче­

скому семейству вида

𝑦0 (𝑥) =
𝑥 (1 + (𝑝− 1)𝑥)

1 + (𝑝− 1)𝑥+ 𝑞 (1− 𝑥)
, 𝑞 > 0, 0 < 𝑝 < 1 + 𝑞. (3.48)

Для каждого примера расчетов подобраны две начальные кривые Лоренца, причем если

первая кривая близка к линии равенства, соответствующей эгалитарному распределению

доходов, то вторая кривая обладает сильной степенью неравенства – так, на десятый дециль,

т.е. на 10% самых богатых агентов приходится около 90% всех доходов.

Также для численных расчетов используется функция 𝜙 (·) вида

𝜙 (𝑥) = 𝜙max −
𝜙max − 𝜙min

arctg 2𝐻
arctg 𝑥. (3.49)

Результаты расчетов приведены на рис. 3.3 и 3.4. В первом примере, соответствующем

рис. 3.3, стационарное распределение доходов задано кривой Лоренца вида

𝑦1 (𝑥) = 𝑥2.

Как можно заметить на графиках, в обоих случаях наблюдается сходимость решения 𝑦 (𝑥, 𝑡)

смешанной задачи (3.8) к кривой Лоренца 𝑦1 (𝑥). При этом на рис. 3.3, а наблюдается плавная

сходимость, в то время как на рис. 3.3, б с течением времени решение 𝑦 (𝑥, 𝑡) пересекает

стационарное решение 𝑦1 (𝑥), что, впрочем, не мешает решению 𝑦 (𝑥, 𝑡) сойтись к кривой

Лоренца 𝑦1 (𝑥).

Рассмотрим теперь второй пример, где в качестве стационарного распределения доходов

положим кривую Лоренца вида

𝑦2 (𝑥) =
𝑒10𝑥 − 1

𝑒10 − 1
.

Иллюстрация к примеру приведена на рис. 3.4. Обратим внимание, что на рис. 3.4, а

также наблюдается плавная сходимость решения 𝑦 (𝑥, 𝑡) к стационарному решению 𝑦2 (𝑥).

Рис. 3.4, б снова свидетельствует о том, что факт пересечения начальной кривой 𝑦0 (𝑥) со

стационарным решением 𝑦2 (𝑥) не повлиял на сходимость решения.
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t = 0.049936

t = 0.10187

t = 0.17476

t = 0.49457

t = 0.80965

t = 2.934

t = 3.2155

t = 5

(а)

t = 0.042059

t = 0.11995

t = 0.19169

t = 0.57587

t = 0.92642

t = 2.9063

t = 3.1538

t = 5

(б )

Рис. 3.3. Эволюция кривой Лоренца во времени 𝑡, построенной по уравнению динамики смешанной

задачи (3.8). Подсчитана при 𝐻 = 500, 𝑇 = 5, 𝛽 = 0.1, 𝑟 = 0.1, 𝑤 = 5 ·103, 𝑦1 (𝑥) = 𝑥2. Функция 𝜙 (·)

задана формулой (3.49) со значениями параметров 𝜙max = 0.9, 𝜙min = 𝛽. Начальная кривая Лоренца

задана формулой (3.48) со следующими значениями параметров: на графике (а) 𝑝 = 0.25, 𝑞 = 0.1,

на графике (б) 𝑝 = 0.03, 𝑞 = 8.

t = 0.017427

t = 0.03621

t = 0.066825

t = 0.23736

t = 0.42152

t = 2.5923

t = 2.9107

t = 5

(а)

t = 0.046443

t = 0.08372

t = 0.13562

t = 0.37211

t = 0.65674

t = 2.7146

t = 3.0048

t = 5

(б )

Рис. 3.4. Эволюция кривой Лоренца во времени 𝑡, построенной по уравнению динамики смешан­

ной задачи (3.8). Подсчитана при 𝐻 = 500, 𝑇 = 5, 𝛽 = 0.1, 𝑟 = 0.1, 𝑤 = 5 · 103, 𝑦2 (𝑥) = 𝑒10𝑥−1
𝑒10−1

.

Функция 𝜙 (·) задана формулой (3.49) со значениями параметров 𝜙max = 0.9, 𝜙min = 𝛽. Начальная

кривая Лоренца задана формулой (3.48) со следующими значениями параметров: на графике (а)

𝑝 = 0.25, 𝑞 = 0.1, на графике (б) 𝑝 = 0.03, 𝑞 = 8.
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Заключение

Перечислим основные результаты, полученные в диссертации:

1. Исследованы модели рационального репрезентативного потребителя рамсеевского ти­

па в непрерывном времени с допущением потребительского кредита (модель Рамсея­

Бьюли), его запретом (модель Рамсея-Беккера), с неликвидным капиталом и с ограни­

ченной ликвидностью капитала. Указанные модели формализованы в виде задач оп­

тимального управления на бесконечном неотрицательном полуинтервале времени, для

которых удалось построить решения в форме синтеза;

2. Исследована асимптотика решений в моделях социальной динамики, являющихся за­

дачами Коши для систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений,

для популяции домашних хозяйств в случаях Бьюли, Беккера, неликвидного капитала

и капитала с ограниченной ликвидностью. Для данных моделей предложены доста­

точные условия выполнения гипотезы Рамсея о социальной стратификации. Доказаны

соответствующие теоремы, обосновывающие справедливость гипотезы и приводящие

к выводу о том, что неограниченные рыночные механизмы приводят к двухклассово­

му обществу. Также доказана теорема о связи между индексом неравенства Джини и

функцией Ляпунова для моделей социальной динамики в случаях Бьюли, Беккера и

неликвидного капитала. В условиях доказанной теоремы установлено, что получаемое

в пределе распределение капиталов домашних хозяйств является глобально асимптоти­

чески устойчивым по Ляпунову положением равновесия;

3. Построен континуальный аналог модели Рамсея-Бьюли, на основе которого выведе­

но уравнение динамики кривой Лоренца. Для решения последнего доказано свойство

межвременной мажоризации по Лоренцу. Также исследована смешанная задача для

интегро-дифференциального уравнения, моделирующая перераспределение доходов го­

сударством всеобщего благосостояния. Доказаны существование и единственность ре­

шения задачи, глобальное сохранение решением свойств кривой Лоренца, а также един­

ственность стационарного решения уравнения смешанной задачи. Кроме того, приве­

дены достаточные условия того, какой кривой Лоренца должно быть стационарное

решение уравнения (3.8a), чтобы оно было асимптотически устойчивым.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю,

академику РАН, доктору физико-математических наук, профессору Александру
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Алексеевичу Шананину за беспрестанное внимание к работе, многочисленные

ценные замечания и постоянную поддержку, а также признательность всем,

благодаря кому данная работа стала возможной.
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Приложение А

Некоторые примеры и доказательства утверждений

А.1. Примеры с нарушением порядка доходов

Для доказательства теоремы о справедливости гипотезы Рамсея в Главе 2 использо­

вался факт о сохранении порядка доходов домохозяйств на протяжении всего бесконечного

неотрицательного полуинтервала времени. Здесь приводятся два примера моделей социаль­

ной динамики с разными уровнями заработных плат, при которых вышеупомянутый порядок

доходов может нарушаться. Стоит отметить, что из этих примеров не следует, что гипоте­

за Рамсея не выполняется для указанных моделей. Напротив, есть основание полагать, что

гипотеза Рамсея также выполняется и для этих моделей, а ее доказательство предполагает

использование другой техники.

А.1.1. Пример 1. Случай Беккера

Приведем сначала пример для модели социальной динамики Рамсея-Беккера (2.4) со

следующими значениями параметров:

𝐻 = 3, 𝛽 =
1

2
,

𝑟 = 0.1,

𝑘10 = 100, 𝑘20 = 50, 𝑘30 = 30,

𝑤1 = 20, 𝑤2 = 20, 𝑤3 = 22,

𝜙 (𝑥) =
3− 𝛽

2
− 3

2
(1− 𝛽)𝑥, 𝑥 ∈ [0, 1] .

Тогда 30 = 𝑟𝑘10 + 𝑤1 > 𝑟𝑘20 + 𝑤2 = 𝑟𝑘30 + 𝑤3 = 25, причем 𝑟𝐾0 +𝑊 = 𝑟
3∑︀

𝑗=1

𝑘𝑗0 +
3∑︀

𝑗=1

𝑤𝑗
0 = 80.

Кроме того,

𝜙

(︂
𝑟𝑘10 + 𝑤1

𝑟𝐾0 +𝑊

)︂
= 𝜙

(︂
3

8

)︂
< 𝜙

(︂
1

3

)︂
=

3− 𝛽

2
− 1

2
(1− 𝛽) = 1,

𝜙

(︃
𝑟𝑘𝑗0 + 𝑤𝑗

𝑟𝐾0 +𝑊

)︃
= 𝜙

(︂
5

16

)︂
=

3− 𝛽

2
− 15

32
(1− 𝛽) =

33− 𝛽

32
> 1, 𝑗 = 2, 3.

Положим теперь 𝑦𝑗 = 𝑟𝑘𝑗 + 𝑤𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, и рассмотрим разность производных 𝑑𝑦2

𝑑𝑡
− 𝑑𝑦3

𝑑𝑡

в момент времени 𝑡 = 0. Так как 𝜙
(︁

𝑦𝑗0
𝑌0

)︁
> 1, 𝑗 = 2, 3, то функция 𝑐2 будет решением

уравнения (1.10), однако в силу разных значений уровней заработных плат более корректной

записью решения этого уравнения будет функция не только от капитала 𝑘 и коэффициента
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дисконтирования 𝜌, но также и от заработной платы 𝑤. Тогда, используя формулу (2.4),

имеем
𝑑𝑦2

𝑑𝑡
(0)− 𝑑𝑦3

𝑑𝑡
(0) = 𝑦2 (0)− 𝑦3 (0)−

−
(︂
𝑐2

(︂
𝑤2, 𝑦2 (0) , 𝑟𝜙

(︂
𝑦2 (0)

𝑌 (0)

)︂)︂
− 𝑐2

(︂
𝑤3, 𝑦3 (0) , 𝑟𝜙

(︂
𝑦3 (0)

𝑌 (0)

)︂)︂)︂
.

Найдем теперь частную производную функции 𝑐2 (𝑦, 𝜌, 𝑤) по 𝑤. Для этого продиффе­

ренцируем уравнение (1.10) по 𝑤:

0 =
𝜕𝑐2
𝜕𝑤

+
𝜌− 𝑟

(1− 𝛽) 𝑟

(︂
𝑤

𝑐2

)︂ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

+ 𝑤

(︂
𝑤

𝑐2

)︂ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

(︃
1

𝑤
−

𝜕𝑐2
𝜕𝑤

𝑐2

)︃
.

Тогда

𝜕𝑐2
𝜕𝑤

= − 𝜌− 𝛽𝑟

(1− 𝛽) 𝑟

(︁
𝑤
𝑐2

)︁ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

1−
(︁

𝑤
𝑐2

)︁1+ (1−𝛽)𝑟
𝜌−𝑟

< 0.

Из отрицательности частной производной функции 𝑐2 по 𝑤 следует, что при 𝑤′ > 𝑤′′ выпол­

няется неравенство 𝑐2 (𝑦, 𝜌, 𝑤
′) < 𝑐2 (𝑦, 𝜌, 𝑤

′′). Но тогда 𝑑
𝑑𝑡
(𝑦2 − 𝑦3) (0) < 0, откуда следует, что

существует такое положительное 𝛿 > 0, что для любого 𝑡 ∈ (0, 𝛿) выполняется неравенство

𝑦2 (𝑡) < 𝑦3 (𝑡). Таким образом, мы показали, что разность 𝑦2 − 𝑦3 на интервале (0, 𝛿) отлична

от нуля и отрицательна.

А.1.2. Пример 2. Случай с ограниченной ликвидностью капитала

Нам понадобится следующая теорема.

Теорема (Интегральное представление Эйлера). Если Re 𝑐 > Re 𝑏 > 0 и |arg (1− 𝑞)| <

𝜋, то

2𝐹1 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑞) =
Γ (𝑐)

Γ (𝑏) Γ (𝑐− 𝑏)

1∫︁
0

𝑥𝑏−1 (1− 𝑥)𝑐−𝑏−1 (1− 𝑞𝑥)−𝑎 𝑑𝑥, (А.1)

где 2𝐹1 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑞) =
∞∑︀
𝑛=0

(𝑎)𝑛(𝑏)𝑛
(𝑐)𝑛

𝑞𝑛

𝑛!
– гипергеометрическая функция Гаусса,

(𝑎)𝑛 =
𝑛−1∏︀
𝑘=0

(𝑎+ 𝑘) , (𝑎)0 = 1 – символ Похгаммера, Γ (𝑥) =
+∞∫︀
0

𝑡𝑥−1𝑒−𝑡 𝑑𝑡 – гамма-функция

Эйлера.

Доказательство интегрального представления Эйлера можно найти в [3, §2.2, с. 77].

Для модели социальной динамики с ограниченной ликвидностью капитала (2.5) мы
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здесь приведем пример со следующими значениями параметров:

𝐻 = 3, 𝛽 =
1

2
,

𝑟 =
1

49
, 𝜃 =

67

3
,

𝑘10 = 343, 𝑘20 = 294, 𝑘30 = 49,

𝑤1 = 392, 𝑤2 = 29, 𝑤3 = 34,

𝜙 (𝑥) =
3− 𝛽

2
− 3

2
(1− 𝛽)𝑥, 𝑥 ∈ [0, 1] .

Тогда

399 = 𝑟𝑘10 + 𝑤1 > 𝑟𝑘20 + 𝑤2 = 𝑟𝑘30 + 𝑤3 = 35,

𝑟𝐾0 +𝑊 = 469,

𝜙

(︂
𝑟𝑘10 + 𝑤1

𝑟𝐾0 +𝑊

)︂
= 𝜙

(︂
57

67

)︂
=

5− 3 · 57
67

4
=

46

67
< 1,

𝜙

(︂
𝑟𝑘20 + 𝑤2

𝑟𝐾0 +𝑊

)︂
= 𝜙

(︂
𝑟𝑘30 + 𝑤3

𝑟𝐾0 +𝑊

)︂
= 𝜙

(︂
5

67

)︂
=

5− 3 · 5
67

4
=

80

67
> 1.

Обоснуем выбор значений параметров. Заметим, что 𝛽+ 1−𝛽
𝜃𝑟

= 1
2

(︀
147
67

+ 1
)︀
= 107

67
> 80

67
, поэтому

программа потребительских расходов для второго и третьего домохозяйств будет определять­

ся сравнением

𝑘𝑗0
𝑘𝑗0 + 𝑤𝑗𝜃

∨ 𝑞

(︃
𝛽, 𝜃, 𝑟, 𝑟𝜙

(︃
𝑟𝑘𝑗0 + 𝑤𝑗

𝑟𝐾0 +𝑊

)︃)︃
, 𝑗 = 2, 3.

Рассмотрим теперь левую часть уравнения (1.28):

+∞∫︁
0

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢(︁

1− 𝑞
(︁
1− 𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢

)︁)︁1−𝛽
𝑑𝑢 =

{︃
1− 𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢 = 𝑥, 𝑢 = − 1

1
𝜃
− 𝑟

ln (1− 𝑥),

𝑑𝑢 =
𝑑𝑥(︀

1
𝜃
− 𝑟
)︀
(1− 𝑥)

}︃
=

1
1
𝜃
− 𝑟

1∫︁
0

(1− 𝑥)
𝜌

1
𝜃
−𝑟

(1− 𝑞𝑥)1−𝛽
𝑑𝑥.

Используя интегральное представление Эйлера (А.1) при 𝑎 = 1− 𝛽, 𝑏 = 1, 𝑐 = 2+ 𝜌
1
𝜃
−𝑟
, имеем

+∞∫︁
0

𝑒−(𝜌−𝑟+ 1
𝜃 )𝑢(︁

1− 𝑞
(︁
1− 𝑒−(

1
𝜃
−𝑟)𝑢

)︁)︁1−𝛽
𝑑𝑢 =

=
1(︀

1
𝜃
− 𝑟
)︀ · Γ (1) Γ

(︁
1 + 𝜌

1
𝜃
−𝑟

)︁
Γ
(︁
2 + 𝜌

1
𝜃
−𝑟

)︁ 2𝐹1

(︂
1− 𝛽, 1; 2 +

𝜌
1
𝜃
− 𝑟

; 𝑞

)︂
=

=
1(︀

1
𝜃
− 𝑟
)︀ (︁

1 + 𝜌
1
𝜃
−𝑟

)︁2𝐹1

(︂
1− 𝛽, 1; 2 +

𝜌
1
𝜃
− 𝑟

; 𝑞

)︂
.
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Тогда мы можем переписать наше уравнение в терминах гипергеометрической функции Гаус­

са:
1(︀

1
𝜃
− 𝑟
)︀ (︁

1 + 𝜌
1
𝜃
−𝑟

)︁2𝐹1

(︂
1− 𝛽, 1; 2 +

𝜌
1
𝜃
− 𝑟

; 𝑞

)︂
= 𝜃 ⇔

⇔ 2𝐹1

(︂
1− 𝛽, 1; 2 +

𝜌
1
𝜃
− 𝑟

; 𝑞

)︂
= 1 + 𝜃 (𝜌− 𝑟) .

Положим теперь 𝛽 = 1
2
, 𝜌 = 1

𝜃
− 𝑟. Тогда

2𝐹1

(︂
1

2
, 1; 3; 𝑞

)︂
= 2 (1− 𝜃𝑟) . (А.2)

Согласно [14, раздел 7.3.2, с. 399, формула №86], имеем

2𝐹1

(︂
1

2
, 1; 3, 𝑞

)︂
=

4

3𝑞2

[︁
2 (1− 𝑞)

3
2 − 2 + 3𝑞

]︁
.

Вместо того, чтобы разрешать уравнение (А.2) относительно 𝑞 при известных значениях 𝜃

и 𝑟, мы будем искать такие 𝑞, 𝜃, 𝑟, чтобы уравнение (А.2) обратилось в тождество. Будем

искать 𝑞 в виде

𝑞 = 1−
(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂2

, 𝑛 ∈ N ∖ {1} .

Тогда

2𝐹1

(︂
1

2
, 1; 3, 𝑞

)︂
=

4

3
(︁
1−

(︀
𝑛−1
𝑛

)︀2)︁2
[︃
2

(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂3

− 2 + 3

(︃
1−

(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂2
)︃]︃

=

=
4𝑛4

3 (2𝑛− 1)2
· 𝑛

3 − 3𝑛 (𝑛− 1)2 + 2 (𝑛− 1)3

𝑛3
=

=
4𝑛4

3 (2𝑛− 1)2
· 𝑛

3 + (𝑛− 1)2 (2 (𝑛− 1)− 3𝑛)

𝑛3
=

=
4𝑛

3 (2𝑛− 1)2
·
(︀
𝑛3 − (𝑛− 1)2 (𝑛+ 2)

)︀
=

=
4𝑛

3 (2𝑛− 1)2
(︀
𝑛3 −

(︀
𝑛2 − 2𝑛+ 1

)︀
(𝑛+ 2)

)︀
=

=
4𝑛

3 (2𝑛− 1)2
(︀
𝑛3 −

(︀
𝑛3 − 2𝑛2 + 𝑛+ 2𝑛2 − 4𝑛+ 2

)︀)︀
=

4𝑛 (3𝑛− 2)

3 (2𝑛− 1)2
.

Тогда 4𝑛(3𝑛−2)

3(2𝑛−1)2
= 2 (1− 𝜃𝑟), и 𝜃𝑟 = 1− 2

3
𝑛(3𝑛−2)

(2𝑛−1)2
= 6𝑛2−8𝑛+3

3(2𝑛−1)2
. Обратим внимание, что тогда

𝜙
(︁

𝑟𝑘20+𝑤2

𝑟𝐾0+𝑊

)︁
= 𝜙

(︁
𝑟𝑘30+𝑤3

𝑟𝐾0+𝑊

)︁
= 1

𝜃𝑟
−1. Нетрудно проверить, что подстановкой 𝑛 = 4 мы получаем

то число, которое дает произведение значений параметров 𝜃 и 𝑟, а именно 𝜃𝑟 = 67
147
. Тогда

𝑞 = 1−
(︀
3
4

)︀2
= 7

16
.

Нам осталось проверить, как разрешается сравнение
𝑘𝑗0

𝑘𝑗0+𝑤𝑗𝜃
∨ 𝑞 при подобранных для

примера значениях 𝑘𝑗0, 𝑤
𝑗, 𝑗 = 2, 3. Сравнение

𝑘𝑗0
𝑘𝑗0+𝑤𝑗𝜃

∨ 𝑞 можно посредством арифметических

преобразований привести к виду

𝑘𝑗0 ∨ 𝑤𝑗𝜃
𝑞

1− 𝑞
.
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Тогда

294 ∨ 29 · 67
3

7
16
9
16

⇔ 42 · 27 < 29 · 67,

49 ∨ 34 · 67
3

7
16
9
16

⇔ 7 · 27 < 34 · 67.

Следовательно, 𝑐4

(︁
𝑘𝑗0, 𝑟𝜙

(︁
𝑟𝑘𝑗0+𝑤𝑗

𝑟𝐾0+𝑊

)︁)︁
=

𝑘𝑗0
𝜃
+ 𝑤𝑗, 𝑗 = 2, 3. Но тогда, положив 𝑦𝑗 = 𝑟𝑘𝑗 +

𝑤𝑗, 𝑗 = 2, 3, имеем

𝑑

𝑑𝑡

(︀
𝑦2 − 𝑦3

)︀
(0) = −

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂(︀
𝑦2 (0)− 𝑤2 − 𝑦3 (0) + 𝑤3

)︀
=

= −
(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂(︀
𝑦2 (0)− 𝑦3 (0)

)︀
+

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂(︀
𝑤2 − 𝑤3

)︀
=

(︂
1

𝜃
− 𝑟

)︂(︀
𝑤2 − 𝑤3

)︀
< 0.

Таким образом, производная разности 𝑦2 − 𝑦3 отрицательна в момент времени 𝑡 = 0. Тогда

существует 𝛿2 > 0, такое что для любого 𝑡 ∈ (0, 𝛿2) выполняется неравенство 𝑦2 (𝑡) < 𝑦3 (𝑡).

Следовательно, разность 𝑦2 − 𝑦3 отлична от нуля и отрицательна на интервале (0, 𝛿2).

А.2. Доказательство Леммы 3.9

Докажем сначала, что 𝑓 = (𝒜′ − 𝜆𝐼)−1. Заметим, что

((𝒜′ − 𝜆𝐼) 𝑦)𝑖 = − (𝑀 (𝑥) + 𝜆1) 𝑦𝑖 (𝑥) + (−1)𝑖−1 𝜆2𝑦3−𝑖 (𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤−

−𝑦 (𝑥)
1∫︁

0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤.

1. (𝒜′ − 𝜆𝐼) [𝑓 (𝑧)] = 𝑧. По построению решения нам известно, что
1∫︀
0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤 = 𝜇𝑖, 𝑖 =

1, 2. Используя соотношения (3.44) и (3.45), полученные в Следствии 3.1, для 𝑖 ∈ {1, 2}
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найдем

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤 =

= −
𝑥∫︁

0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑏𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 + 𝜇1 (−1)𝑖
𝑥∫︁

0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑎𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤−

−𝜇2

𝑥∫︁
0

𝒦 (𝑤)

⎛⎝ 𝑤∫︁
0

𝑎3−𝑖 (𝑤, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑑𝑤 =

= − (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 + (−1)𝑖+1 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑏3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 + 𝑧𝑖 (𝑥)+

+𝜇1 (−1)𝑖

⎛⎝(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 + (−1)𝑖−1 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 − 𝛿𝑖1𝑦 (𝑥)

⎞⎠−

−𝜇2

⎛⎝(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

𝑥∫︁
0

𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 + (−1)𝑖 𝜆2

𝑥∫︁
0

𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 − 𝛿3−𝑖,1𝑦 (𝑥)

⎞⎠ =

= (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

⎛⎝−
𝑥∫︁

0

(︁
𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1 (−1)𝑖−1 𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

)︁
𝑑𝜉

⎞⎠
⏟  ⏞  

𝑦𝑖(𝑥)

+

+(−1)𝑖 𝜆2

⎛⎝−
𝑥∫︁

0

(︁
𝑏3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1 (−1)2−𝑖 𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

)︁
𝑑𝜉

⎞⎠
⏟  ⏞  

𝑦3−𝑖(𝑥)

+

+𝑧𝑖 (𝑥) +
(︁
𝜇2𝛿3−𝑖,1 − (−1)𝑖 𝜇1𝛿𝑖,1

)︁
𝑦 (𝑥) =

= (𝑀 (𝑥) + 𝜆1) 𝑦𝑖 (𝑥)− (−1)𝑖−1 𝜆2𝑦3−𝑖 (𝑥) + 𝑧𝑖 (𝑥) + 𝜇𝑖𝑦 (𝑥) .

Следовательно,

((𝒜′ − 𝜆𝐼) 𝑓 (𝑧))𝑖 (𝑥) = − (𝑀 (𝑥) + 𝜆1) 𝑦𝑖 (𝑥) + (−1)𝑖−1 𝜆2𝑦3−𝑖 (𝑥)+

+
(︁
(𝑀 (𝑥) + 𝜆1) 𝑦𝑖 (𝑥)− (−1)𝑖−1 𝜆2𝑦3−𝑖 (𝑥) + 𝑧𝑖 (𝑥) + 𝜇𝑖𝑦 (𝑥)

)︁
− 𝜇𝑖𝑦 (𝑥) = 𝑧𝑖 (𝑥) , 𝑖 = 1, 2.

2. Теперь покажем, что 𝑓 ((𝒜′ − 𝜆𝐼) 𝑦) = 𝑦. Обозначив 𝜁 = (𝒜′ − 𝜆𝐼) 𝑦, для удобства

продифференцируем по 𝑥 компоненты вектора и получим

𝜁 ′𝑖 (𝑥) = − (𝑀 (𝑥) + 𝜆1) 𝑦
′
𝑖 (𝑥) + (−1)𝑖−1 𝜆2𝑦

′
3−𝑖 (𝑥) +

𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)
𝑀 (𝑥) 𝑦𝑖 (𝑥)− 𝑦′ (𝑥)

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤.
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Тогда

(−1)𝑖−1 𝜁 ′3−𝑖 (𝑥) = − (𝑀 (𝑥) + 𝜆1) (−1)𝑖−1 𝑦′3−𝑖 (𝑥)− 𝜆2𝑦
′
𝑖 (𝑥) + (−1)𝑖−1 𝑦

′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)
𝑀 (𝑥) 𝑦3−𝑖 (𝑥)−

− (−1)𝑖−1 𝑦′ (𝑥)

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦3−𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤.

Представим в следующем виде выражение

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

{︁
𝜁 ′𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))+

+ (−1)𝑖−1 𝜁 ′3−𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))
}︁
= 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3,

где

𝐼1 = −

cos𝐺(𝜉)⏞  ⏟  
𝑀 (𝜉) + 𝜆1√︁

(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

{︁
𝑦′𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))+

+ (−1)𝑖−1 𝑦′3−𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))
}︁
−

−

sin𝐺(𝜉)⏞  ⏟  
𝜆2√︁

(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

{︁
𝑦′𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))−

− (−1)𝑖−1 𝑦′3−𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))
}︁
=

= −𝑦′𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))− (−1)𝑖−1 𝑦′3−𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)),

𝐼2 =

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝑀 (𝜉)√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

𝑦𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))+

+

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝑀 (𝜉)√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

(−1)𝑖−1 𝑦3−𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉)),

𝐼3 = − 𝑦′ (𝜉)√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

⎧⎨⎩
1∫︁

0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤 · cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))+

+ (−1)𝑖−1

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦3−𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤 · sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))

⎫⎬⎭ .
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Рассмотрим выражение 𝐼2:

𝐼2 =

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝑀 (𝜉)√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

𝑦𝑖 (𝜉) {cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) cos𝐺 (𝜉)−

− sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) sin𝐺 (𝜉)}+

+

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝑀 (𝜉)√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

(−1)𝑖−1 𝑦3−𝑖 (𝜉) {sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) cos𝐺 (𝜉)+

+ cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) sin𝐺 (𝜉)} =

=

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝑀 (𝜉) (𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

{︁
𝑦𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) + (−1)𝑖−1 𝑦3−𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))

}︁
+

+

𝑦′′(𝜉)
𝑦′(𝜉)

𝑀 (𝜉)𝜆2

(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

{︁
−𝑦𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) + (−1)𝑖−1 𝑦3−𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))

}︁
=

=
𝑆 ′ (𝜉)

𝑆 (𝜉)

{︁
𝑦𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) + (−1)𝑖−1 𝑦3−𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))

}︁
+

+𝑇 ′ (𝜉)
{︁
−𝑦𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) + (−1)𝑖−1 𝑦3−𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))

}︁
.

Заметим, что

𝑦′𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) + (−1)𝑖−1 𝑦′3−𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))−

−𝑇 ′ (𝜉)
{︁
−𝑦𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) + (−1)𝑖−1 𝑦3−𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))

}︁
=

=
𝑑

𝑑𝜉

(︁
𝑦𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) + (−1)𝑖−1 𝑦3−𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))

)︁
,

тогда сумму 𝐼1 + 𝐼2 можно записать как

𝐼1 + 𝐼2 =
𝑆 ′ (𝜉)

𝑆 (𝜉)

{︁
𝑦𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) + (−1)𝑖−1 𝑦3−𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))

}︁
−

− 𝑑

𝑑𝜉

(︁
𝑦𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) + (−1)𝑖−1 𝑦3−𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))

)︁
=

= −𝑆 (𝜉)
𝑑

𝑑𝜉

(︃
𝑦𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) + (−1)𝑖−1 𝑦3−𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))

𝑆 (𝜉)

)︃
.
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Следовательно,

𝑥∫︁
0

𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 =

𝑥∫︁
0

𝑆 (𝑥)

𝑆 (𝜉)
(𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3) 𝑑𝜉 =

= −𝑆 (𝑥)

𝑥∫︁
0

𝑑

𝑑𝜉

(︃
𝑦𝑖 (𝜉) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉)) + (−1)𝑖−1 𝑦3−𝑖 (𝜉) sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉))

𝑆 (𝜉)

)︃
𝑑𝜉−

−
1∫︁

0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤

𝑥∫︁
0

𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 − (−1)𝑖−1

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦3−𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤

𝑥∫︁
0

𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 =

= −𝑦𝑖 (𝑥)−
1∫︁

0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤 ·
𝑥∫︁

0

𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉−

− (−1)𝑖−1

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦3−𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤 ·
𝑥∫︁

0

𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉.

Заметим также, что

𝜇𝑖 (𝜁) = −𝐴𝑖𝐵1 − (−1)𝑖−1𝐴3−𝑖𝐵2

𝐴2
1 + 𝐴2

2

= − 𝐴𝑖

𝐴2
1 + 𝐴2

2

⎛⎝−𝐴1

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦1 (𝑤) 𝑑𝑤 − 𝐴2

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦2 (𝑤)

⎞⎠+

+
(−1)𝑖−1𝐴3−𝑖

𝐴2
1 + 𝐴2

2

⎛⎝−𝐴1

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦2 (𝑤) 𝑑𝑤 + 𝐴2

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦1 (𝑤)

⎞⎠ =

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤, 𝑖 = 1, 2,

поэтому окончательно имеем

(𝑓 (𝜁))𝑖 (𝑥) = −
𝑥∫︁

0

(︁
𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1 (𝜁) (−1)𝑖−1 𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2 (𝜁) 𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

)︁
𝑑𝜉 =

= 𝑦𝑖 (𝑥) +

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤 ·
𝑥∫︁

0

𝑎1 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉+

+(−1)𝑖−1

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦3−𝑖 (𝑤) 𝑑𝑤 ·
𝑥∫︁

0

𝑎2 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉−

− (−1)𝑖−1

1∫︁
0

𝒦 (𝑤) 𝑦1 (𝑤) 𝑑𝑤 ·
𝑥∫︁

0

𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉−

−
1∫︁

0

𝒦 (𝑤) 𝑦2 (𝑤) 𝑑𝑤 ·
𝑥∫︁

0

𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 = 𝑦𝑖 (𝑥) , 𝑖 = 1, 2.

3. Ограниченность. Покажем, что конечна норма оператора (𝒜′ − 𝜆𝐼)−1, определяемая

как ⃦⃦⃦
(𝒜′ − 𝜆𝐼)

−1
⃦⃦⃦
= sup

𝑧 ̸=0

{︃⃦⃦
(𝒜′ − 𝜆𝐼)−1 𝑧

⃦⃦
𝐶1,0(𝑀,R2)

‖𝑧‖𝐶1,0(𝑀,R2)

}︃
,
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где

‖𝑧‖𝐶1,0(𝑀,R2) = sup
(𝑥,𝑡)∈𝑀

‖𝑧 (𝑥, 𝑡)‖R2 + sup
(𝑥,𝑡)∈𝑀

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑧

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

⃦⃦⃦⃦
R2

.

(︁
(𝒜′ − 𝜆𝐼)

−1
𝑧
)︁
𝑖
(𝑥) =

= −
𝑥∫︁

0

(︁
𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1 (−1)𝑖−1 𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

)︁
𝑑𝜉.

Рассмотрим выражение с произвольными числами 𝑐𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, 2:

𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝑐1 (−1)𝑖−1 𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝑐2𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) =

=
𝑆 (𝑥)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

[︁
(𝑧′𝑖 (𝜉) + 𝑐𝑖𝑦

′ (𝜉)) cos (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))+

+ (−1)𝑖−1 (︀𝑧′3−𝑖 (𝜉) + 𝑐3−𝑖𝑦
′ (𝜉)

)︀
sin (𝑇 (𝑥)− 𝑇 (𝜉) +𝐺 (𝜉))

]︁ нер-во
К-Б
≤

≤ 𝑆 (𝑥)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

⎯⎸⎸⎷ 2∑︁
𝑖=1

(𝑧′𝑖 (𝜉) + 𝑐𝑖𝑦′ (𝜉))
2

нер-во
треуг-ика

≤

≤ 𝑆 (𝑥)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

(︂√︁
(𝑧′1 (𝜉))

2 + (𝑧′2 (𝜉))
2 + 𝑦′ (𝜉)

√︁
𝑐21 + 𝑐22

)︂
.

Тогда при 𝑐𝑖 = 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, 2, с помощью выведенного выше неравенства можно получить оценку

вида ⃦⃦⃦
(𝒜′ − 𝜆𝐼)

−1
𝑧
⃦⃦⃦
R2

=

=

⎯⎸⎸⎸⎷ 2∑︁
𝑖=1

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

(︁
𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1 (−1)𝑖−1 𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

)︁
𝑑𝜉

⎞⎠2

≤

≤
√
2

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

𝑆 (𝑥)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

√︁
(𝑧′1 (𝜉))

2 + (𝑧′2 (𝜉))
2 𝑑𝜉+

+
√︁
𝜇2
1 + 𝜇2

2

𝑥∫︁
0

𝑆 (𝑥)

𝑆 (𝜉)

𝑦′ (𝜉)√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

𝑑𝜉

⎞⎠ ,

а при 𝑐1 = 𝑐2 = 0 можно оценить интеграл

𝐵𝑖 =

1∫︁
0

𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) 𝑑𝜉 ≤
1∫︁

0

𝑆 (1)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

√︁
(𝑧′1 (𝜉))

2 + (𝑧′2 (𝜉))
2 𝑑𝜉.
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Оценку для 𝐵𝑖 можно, в свою очередь, использовать для оценки суммы 𝜇2
1 + 𝜇2

2:

𝜇2
1 + 𝜇2

2 =
1

(𝐴2
1 + 𝐴2

2)
2

(︀
(𝐴1𝐵1 − 𝐴2𝐵2)

2 + (𝐴2𝐵1 + 𝐴1𝐵2)
2)︀ =

=
1

(𝐴2
1 + 𝐴2

2)
2

(︀(︀
𝐴2

1 + 𝐴2
2

)︀
𝐵2

1 − 2𝐴1𝐴2𝐵1𝐵2 + 2𝐴1𝐴2𝐵1𝐵2 +
(︀
𝐴2

1 + 𝐴2
2

)︀
𝐵2

2

)︀
=

=
𝐵2

1 +𝐵2
2

𝐴2
1 + 𝐴2

2

≤ 2

𝐴2
1 + 𝐴2

2

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑆 (1)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

√︁
(𝑧′1 (𝜉))

2 + (𝑧′2 (𝜉))
2 𝑑𝜉

⎞⎠2

.

(А.3)

Тогда ⃦⃦⃦
(𝒜′ − 𝜆𝐼)

−1
𝑧
⃦⃦⃦
R2

≤ 𝑄1 (𝜆1, 𝜆2) ‖𝑧‖𝐶1,0(𝑀,R2) ,

где

𝑄1 (𝜆1, 𝜆2) =
√
2

1∫︁
0

𝑆 (1)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

𝑑𝜉·

·

⎛⎝1 +

√︃
2

𝐴2
1 + 𝐴2

2

1∫︁
0

𝑆 (1)

𝑆 (𝜉)

𝑦′ (𝜉)√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

𝑑𝜉

⎞⎠ .

Теперь займемся оценкой
⃦⃦

𝜕
𝜕𝑥

(︀
(𝒜′ − 𝜆𝐼)−1 𝑧

)︀⃦⃦
R2 . Заметим, что(︂

𝜕

𝜕𝑥

(︁
(𝒜′ − 𝜆𝐼)

−1
𝑧
)︁)︂

𝑖

=

= −
(︁
𝑏𝑖 (𝑥, 𝑥;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1 (−1)𝑖−1 𝑎𝑖 (𝑥, 𝑥;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝑥;𝜆1, 𝜆2)

)︁
⏟  ⏞  

𝐽1,𝑖

−

−
𝑥∫︁

0

(︂
𝜕𝑏𝑖
𝜕𝑥

(𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1 (−1)𝑖−1 𝜕𝑎𝑖
𝜕𝑥

(𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2
𝜕𝑎3−𝑖

𝜕𝑥
(𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

)︂
𝑑𝜉

⏟  ⏞  
𝐽2,𝑖

.

Посчитаем 𝐽1,𝑖:

𝐽1,𝑖 = −
(︂
(𝑧′𝑖 (𝑥) + 𝜇𝑖𝑦

′ (𝑥))
𝑀 (𝑥) + 𝜆1

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

+

+(−1)𝑖−1 (︀𝑧′3−𝑖 (𝑥) + 𝜇3−𝑖𝑦
′ (𝑥)

)︀ 𝜆2

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22

)︂
.

Посчитаем теперь 𝐽2,𝑖. Сначала вычислим подынтегральное выражение, используя формулы
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(3.42) и (3.43):

𝜕𝑏𝑖
𝜕𝑥

(𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1 (−1)𝑖−1 𝜕𝑎𝑖
𝜕𝑥

(𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2
𝜕𝑎3−𝑖

𝜕𝑥
(𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) =

=
𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥) (𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22⏟  ⏞  

𝑆′(𝑥)
𝑆(𝑥)

(︁
𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1 (−1)𝑖−1 𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)+

+ 𝜇2𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)
)︁
+ (−1)𝑖−1 𝑦

′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥)𝜆2

(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)
2 + 𝜆22⏟  ⏞  

𝑇 ′(𝑥)

(︁
𝑏3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)+

+𝜇1 (−1)𝑖 𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)
)︁
.

Тогда

𝐽2,𝑖 =
𝑆 ′ (𝑥)

𝑆 (𝑥)

𝑥∫︁
0

(︁
𝑏𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1 (−1)𝑖−1 𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

)︁
𝑑𝜉+

+(−1)𝑖−1 𝑇 ′ (𝑥)

𝑥∫︁
0

(︁
𝑏3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇1 (−1)𝑖 𝑎3−𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2) + 𝜇2𝑎𝑖 (𝑥, 𝜉;𝜆1, 𝜆2)

)︁
𝑑𝜉.

⎯⎸⎸⎷ 2∑︁
𝑖=1

𝐽2
1,𝑖 =

1√︁
(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

⎯⎸⎸⎷ 2∑︁
𝑖=1

(𝑧′𝑖 (𝑥) + 𝜇𝑖𝑦′ (𝑥))
2

нер-во
треуг-ика

≤

≤ 1√︁
(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

⎛⎝
⎯⎸⎸⎷ 2∑︁

𝑖=1

(𝑧′𝑖 (𝑥))
2 + 𝑦′ (𝑥)

⎯⎸⎸⎷ 2∑︁
𝑖=1

𝜇2
𝑖

⎞⎠ (А.3)

≤

≤ 1√︁
(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

⎛⎝
⎯⎸⎸⎷ 2∑︁

𝑖=1

(𝑧′𝑖 (𝑥))
2 + 𝑦′ (𝑥)

√︃
2

𝐴2
1 + 𝐴2

2

·

·
1∫︁

0

𝑆 (1)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

√︁
(𝑧′1 (𝜉))

2 + (𝑧′2 (𝜉))
2 𝑑𝜉

⎞⎠ ≤ sup
(𝑥,𝑡)∈𝑀

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑧

𝜕𝑥

⃦⃦⃦⃦
R2

·

· 1√︁
(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

⎛⎝1 + 𝑦′ (1)

√︃
2

𝐴2
1 + 𝐴2

2

1∫︁
0

𝑆 (1)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

𝑑𝜉

⎞⎠ .
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⎯⎸⎸⎷ 2∑︁
𝑖=1

𝐽2
2,𝑖 =

⎯⎸⎸⎷(︃(︂𝑆 ′ (𝑥)

𝑆 (𝑥)

)︂2

+ (𝑇 ′ (𝑥))2
)︃

·
⃦⃦⃦
(𝒜′ − 𝜆𝐼)

−1
𝑧
⃦⃦⃦
R2

=

=
𝑦′′ (𝑥)

𝑦′ (𝑥)

𝑀 (𝑥)√︁
(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

·
⃦⃦⃦
(𝒜′ − 𝜆𝐼)

−1
𝑧
⃦⃦⃦
R2

≤ sup
(𝑥,𝑡)∈𝑀

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑧

𝜕𝑥

⃦⃦⃦⃦
R2

·

· 1√︁
(𝑀 (𝑥) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

·
√
2 max
𝑠∈[0,1]

(︂
𝑦′′ (𝑠)

𝑦′ (𝑠)
𝑀 (𝑠)

)︂ 1∫︁
0

𝑆 (1)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

𝑑𝜉·

·

⎛⎝1 +

√︃
2

𝐴2
1 + 𝐴2

2

1∫︁
0

𝑆 (1)

𝑆 (𝜉)

𝑦′ (𝜉)√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

𝑑𝜉

⎞⎠ .

Следовательно,

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑥

(︁
(𝒜′ − 𝜆𝐼)

−1
𝑧
)︁⃦⃦⃦⃦

R2

=

⎯⎸⎸⎷ 2∑︁
𝑖=1

(𝐽1,𝑖 + 𝐽2,𝑖)
2

нер-во
треуг-ика

≤

⎯⎸⎸⎷ 2∑︁
𝑖=1

𝐽2
1,𝑖 +

⎯⎸⎸⎷ 2∑︁
𝑖=1

𝐽2
2,𝑖 ≤

≤ 𝑄2 (𝜆1, 𝜆2) ‖𝑧‖𝐶1,0(𝑀,R2) ,

где

𝑄2 (𝜆1, 𝜆2) =
1√︁

(𝑀* + 𝜆1)
2 + 𝜆22

⎡⎣1 + 1∫︁
0

𝑆 (1)

𝑆 (𝜉)

1√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

𝑑𝜉·

·

{︃
𝑦′ (1)

√︃
2

𝐴2
1 + 𝐴2

2

+
√
2 max
𝑠∈[0,1]

(︂
𝑦′′ (𝑠)

𝑦′ (𝑠)
𝑀 (𝑠)

)︂
·

·

⎛⎝1 +

√︃
2

𝐴2
1 + 𝐴2

2

1∫︁
0

𝑆 (1)

𝑆 (𝜉)

𝑦′ (𝜉)√︁
(𝑀 (𝜉) + 𝜆1)

2 + 𝜆22

𝑑𝜉

⎞⎠⎫⎬⎭
⎤⎦ ,

при этом

𝑀* = min {max {−𝜆1,𝑀−},𝑀+}.

Таким образом, при любом 𝑧 ∈ 𝐶1,0 (𝑀,R2), 𝑧 ̸= 0, мы окончательно получаем⃦⃦⃦
(𝒜′ − 𝜆𝐼)

−1
𝑧
⃦⃦⃦
𝐶1,0(𝑀,R2)

≤ (𝑄1 (𝜆1, 𝜆2) +𝑄2 (𝜆1, 𝜆2)) ‖𝑧‖𝐶1,0(𝑀,R2) ,

то есть,
⃦⃦
(𝒜′ − 𝜆𝐼)−1

⃦⃦
≤ 𝑄1 (𝜆1, 𝜆2) + 𝑄2 (𝜆1, 𝜆2). Осталось заметить, что при выполнении

условий (3.24) и (3.32) число 𝑄1+𝑄2 оказывается конечным, что доказывает ограниченность

оператора (𝒜′ − 𝜆𝐼)−1. Лемма доказана.
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Приложение Б

Статистика неравенства и сравнительный анализ кривых

Лоренца

Таблица Б.1. Данные из базы о мировом неравенстве [71] за 1983, 2013 и 2023 годы (до вычета

налогов).

Страна Год Индекс

Джини

Доходы

с 1-го

по 5-ый

дециль

Доходы

с 6-го

по 9-ый

дециль

Доходы

10% са­

мых

богатых

Доходы

1% самых

богатых

США

1983 0.4803 0.1832 0.4632 0.3536 0.115

2013 0.5773 0.1345 0.4165 0.449 0.1846

2023 0.5869 0.1344 0.3981 0.4676 0.2073

Швеция

1983 0.3602 0.2652 0.4669 0.2679 0.0843

2013 0.377 0.2557 0.4512 0.2931 0.0948

2023 0.3923 0.246 0.4498 0.3042 0.1075

Германия

1983 0.3768 0.2488 0.4732 0.2779 0.0912

2013 0.4846 0.1895 0.4396 0.371 0.1275

2023 0.4709 0.1994 0.4337 0.3669 0.1266

Здесь обсуждаются вопросы, касающиеся перераспределения доходов и возможного

устройства прогрессивной шкалы налогообложения, на примере двух параметрических се­

мейств кривых Лоренца – квадратичного

𝑦1𝛼 (𝑥) = 𝛼𝑥2 + (1− 𝛼)𝑥, 𝛼 ∈ [0, 1] ,

и экспоненциального

𝑦2𝛼 (𝑥) =
𝑒𝛼𝑥 − 1

𝑒𝛼 − 1
, 𝛼 ∈ [0,+∞) .

В качестве параметра, описывающего характер поведения кривых Лоренца, мы будем ис­

пользовать индекс Джини, причем для данных семейств значение индекса Джини можно
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Таблица Б.2. Данные из базы о мировом неравенстве [71] за 1983, 2013 и 2023 годы (после вычета

налогов).

Страна Год Индекс

Джини

Доходы

с 1-го

по 5-ый

дециль

Доходы

с 6-го

по 9-ый

дециль

Доходы

10% са­

мых

богатых

Доходы

1% самых

богатых

США

1983 0.4109 0.2313 0.4515 0.3172 0.0961

2013 0.4805 0.1959 0.4237 0.3805 0.1462

2023 0.4673 0.2065 0.4195 0.3739 0.149

Швеция

1983 0.1786 0.3656 0.434 0.2004 0.0589

2013 0.2161 0.3454 0.4305 0.224 0.069

2023 0.2422 0.3398 0.4442 0.216 0.0657

Германия

1983 0.286 0.3043 0.4582 0.2375 0.0749

2013 0.3367 0.2593 0.4299 0.3107 0.1029

2023 0.3179 0.2722 0.4243 0.3035 0.1019

посчитать аналитически как функцию от 𝛼:

𝐺1 (𝛼) = 2

1∫︁
0

(︀
𝑥− 𝑦1𝛼 (𝑥)

)︀
𝑑𝑥 = 2𝛼

1∫︁
0

(︀
𝑥− 𝑥2

)︀
𝑑𝑥 =

𝛼

3
,

𝐺2 (𝛼) = 2

1∫︁
0

(︀
𝑥− 𝑦2𝛼 (𝑥)

)︀
𝑑𝑥 = 2

⎛⎝1

2
− 1

𝑒𝛼 − 1

1∫︁
0

(𝑒𝛼𝑥 − 1) 𝑑𝑥

⎞⎠ = 1− 2
𝑒𝛼 − 𝛼− 1

𝛼 (𝑒𝛼 − 1)
.

Следовательно, для квадратичного семейства мы перейдем к индексу Джини посредством

замены 𝛼 = 3𝐺, а для экспоненциального семейства – с помощью функции, обратной к функ­

ции 𝐺2 (𝛼). В силу перехода от 𝛼 к значению индекса Джини 𝐺 далее мы будем использовать

обозначение 𝑦𝑖𝐺 (𝑥) , 𝑖 = 1, 2, для соответствующего семейства кривых Лоренца. Можно также

заметить, что для квадратичного семейства диапазоном значений индекса Джини является

отрезок
[︀
0, 1

3

]︀
, в то время как для экспоненциального семейства значения индекса Джини

покрывают весь полуинтервал [0, 1).

Посмотрим теперь, как для каждого семейства кривых Лоренца происходит перераспре­
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деление доходов. Функции перераспределения доходов имеют вид

𝜓1
𝐺 (𝑦) =

√︁
(1− 3𝐺)2 + 12𝐺𝑦

1− 𝜙

(︂√︁
(1− 3𝐺)2 + 12𝐺𝑦

)︂ ·

⎛⎝ 1∫︁
0

6𝐺𝑥+ 1− 3𝐺

1− 𝜙 (6𝐺𝑥+ 1− 3𝐺)
𝑑𝑥

⎞⎠−1

,

𝜓2
𝐺 (𝑦) =

1 +
(︀
𝑒𝛼(𝐺) − 1

)︀
𝑦

1− 𝜙

(︂
𝛼(𝐺)(1+(𝑒𝛼(𝐺)−1)𝑦)

𝑒𝛼(𝐺)−1

)︂ ·

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑒𝛼(𝐺)𝑥

1− 𝜙
(︁

𝛼(𝐺)𝑒𝛼(𝐺)𝑥

𝑒𝛼(𝐺)−1

)︁ 𝑑𝑥
⎞⎠−1

.

Перераспределение доходов в соответствии с передачами Пигу-Дальтона в системе нало­

гообложения и субсидирования можно охарактеризовать величиной 𝐼𝑅 (𝑦). Она определяется

как отношение перераспределенного дохода к исходному доходу домохозяйства, оказавшего­

ся по шкале доходов кривой Лоренца 𝑦 (𝑥) в позиции 𝑥 = 𝑦−1 (𝑦):

𝐼𝑅 (𝑦) =
𝜓 (𝑦)

𝜉 (𝑦)
− 1 =

𝜓0 (𝜉 (𝑦))

𝜉 (𝑦)
− 1 =

𝐶𝑦

1− 𝜙 (𝜉 (𝑦))
− 1, 𝜉 (𝑦) = 𝑦′

(︀
𝑦−1 (𝑦)

)︀
.

С помощью данной характеристики для произвольной кривой Лоренца 𝑦 = 𝑦 (𝑥) по позиции

в распределении доходов 𝑥 можно определить, какая часть населения облагается налогом, а

какой части следует выделить субсидии. Характеристику 𝐼𝑅 будем называть стимулирую­

щей ставкой. Знак стимулирующей ставки 𝐼𝑅 позволяет определить, поддается ли соответ­

ствующая часть населения налогообложению или субсидированию, в то время как величина

стимулирующей ставки определяется значением выражения |𝐼𝑅|.

На рис. Б.1 представлены два графика стимулирующей ставки, построенные по стаци­

онарному распределению доходов. Как можно заметить, в обоих случаях значению индекса

Джини 𝐺 = 0 соответствует кривая Лоренца, являющаяся линией равенства. В этом случае

стимулирующая ставка тождественно равна нулю для всего населения.

Для квадратичного семейства можно отметить следующие обстоятельства. Так, наибо­

лее интенсивное субсидирование и налогообложение обеспечиваются при максимально воз­

можном значении индекса Джини 𝐺 = 1
3
: первому децилю, т.е. 10 процентам самых бедных

полагаются субсидии в размере от 157 до 415.66%, в то время как десятый дециль, т.е. 10

процентов самых богатых облагается налогом в размере от 19.69% до 22.37%. Кроме того,

при 𝐺 = 1
3
обладателем нулевой стимулирующей ставки, т.е. теми, кто получит ровно столь­

ко, сколько и зарабатывает, является малочисленная группа людей, стоящая в позиции 54-го

процентиля, что соответствует величине, немного превышающей величину медианного дохо­

да. Заметим также, что с уменьшением значения индекса Джини 𝐺 объемы субсидирования

сокращаются сильнее, чем ставки налогообложения.

Для случая с экспоненциальным семейством нулевая стимулирующая ставка с ростом

𝐺 смещается сильнее. Так, при 𝐺 = 0.3 группа людей, получившая ровно столько дохода,
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сколько она заработала, оказывается в 59-м процентиле, а при 𝐺 = 0.9 она смещается в

сторону 91-го процентиля. Для бедных слоев населения субсидирование с увеличением ин­

декса Джини 𝐺 также увеличивается, но при этом уменьшается разброс. К примеру, при

𝐺 = 0.5 стимулирующая ставка по субсидированию для первого дециля принимает значения

от 198.8% до 242.26%, а уже при 𝐺 = 0.8 ставка принимает более узкий диапазон значений –

от 544.07% до 546.64%. Стимулирующая ставка по налогообложению для богатых слоев на­

селения, однако, c ростом 𝐺 ведет себя нелинейно – например, для десятого дециля самые

большие величины ставки приходятся на значение индекса Джини, равное 𝐺 = 0.5, когда

уплачивается от 27.12% до 32.24% налогов, в то время как при 𝐺 = 0.8 десятый дециль

платит налоги в меньшем размере – от 15.3% до 23.72%.

Рис. Б.1. Графики стимулирующей ставки 𝐼𝑅
(︀
𝑦𝑖𝐺 (𝑥)

)︀
, 𝑖 = 1, 2. Здесь в обоих случаях функция 𝜙 (·)

задана формулой (3.49) со значениями параметров 𝜙max = 0.9, 𝜙min = 𝛽 = 0.1.

Помимо индекса Джини, на структуру стимулирующей ставки, определяющей системы

налогообложения и субсидирования, может влиять функция 𝜙 (·), которая описывает соци­

окультурную среду. В частности, нас интересует, как отношение 𝜙min

𝜙max
, выражающее степень

подражательного поведения домохозяйств, влияет на изменение стимулирующей ставки. Чем

меньше это отношение, тем меньше степень подражательного поведения, т.е. домохозяйства

в меньшей степени обращают внимание на других при планировании своих сбережений и

потребительских расходов. В случае, когда 𝜙max = 𝜙min, домохозяйства полностью копируют

поведение друг друга, следуя одному и тому же шаблону. На рис. Б.2 представлены гра­

фики стимулирующей ставки с фиксированными значениями индекса Джини для каждого

семейства и разными значениями степени подражательного поведения. Считая за базовый

сценарий стимулирующую ставку при значениях параметров 𝜙max = 0.9, 𝜙min = 0.1, сравним
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этот сценарий с другими парами значений параметров. При этом значение параметра 𝜙min

фиксировано.

Рис. Б.2. Графики стимулирующей ставки 𝐼𝑅
(︀
𝑦𝑖𝐺 (𝑥)

)︀
, 𝑖 = 1, 2, в зависимости от степени подража­

тельного поведения 𝜙min
𝜙max

. Здесь в обоих случаях функция 𝜙 (·) задана формулой (3.49). На левом гра­

фике ставка посчитана для кривой Лоренца из квадратичного семейства с индексом Джини 𝐺 = 1
3 ,

на правом – для кривой Лоренца из экспоненциального семейства с индексом Джини 𝐺 = 0.5.

Видно, что в обоих случаях увеличение степени подражательного поведения приводит

к сокращению объемов субсидирования и налогообложения. Так, в случае принадлежности

кривой Лоренца квадратичному семейству увеличение отношения 𝜙min

𝜙max
с 1

9
до 1

2
приводит

ставки субсидирования для первого дециля к значениям от 5.35% до 7.01%, а ставки нало­

гообложения для десятого дециля оказываются в диапазоне от 1.34% до 1.65%. Кроме того,

увеличение степени подражательного поведения смещает группу людей, обладающих нуле­

вой стимулирующей ставкой, до 61-го процентиля.

Похожая картина наблюдается и в случае с экспоненциальным семейством: увеличение

степени подражательного поведения приводит ставку субсидирования для первого дециля к

диапазону значений от 6.42% до 6.78%, а также ставку налогообложения для десятого дециля

к диапазону значений от 1.74% до 2.49%. Группа людей с нулевой стимулирующей ставкой

при этом смещается от 66-го к 74-му процентилю.

В заключение мы попытаемся выяснить, насколько полезными могут быть семейства

кривых Лоренца для согласования с эмпирическими данными, взятыми из базы [71], по

основным показателям, отражающим степень неравенства в доходах в разных странах. Нами

предлагается провести такой анализ на примере трех стран: США, Швеции и Германии. Для

данных стран за 1983, 2013 и 2023 годы приведены сведения в табл. Б.1 по таким показателям,

как значение индекса Джини и доли доходов разных групп населения.
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В силу удобства мы используем экспоненциальное семейство кривых Лоренца для ана­

лиза сведений из табл. Б.1. В табл. Б.3 приведены подсчеты показателей из предыдущей

таблицы для кривых Лоренца, полученных по значениям индекса Джини для разных стран.

Таблица Б.3. Посчитанные для экспоненциального семейства кривых Лоренца показатели по данным

из табл. Б.1.

Страна Год Индекс

Джини

Доходы

с 1-го

по 5-ый

дециль

Доходы

с 6-го

по 9-ый

дециль

Доходы

10% са­

мых

богатых

Доходы

1% самых

богатых

США

1983 0.4803 0.1548 0.5473 0.2979 0.0345

2013 0.5773 0.0958 0.5384 0.3659 0.0444

2023 0.5869 0.0903 0.5361 0.3736 0.0456

Швеция

1983 0.3602 0.2357 0.5326 0.2317 0.0257

2013 0.377 0.224 0.536 0.24 0.0268

2023 0.3923 0.2134 0.5387 0.2479 0.0278

Германия

1983 0.3768 0.2241 0.5359 0.24 0.0268

2013 0.4846 0.2134 0.5387 0.2479 0.0278

2023 0.4709 0.1609 0.547 0.2921 0.0337

Из табл. Б.1 можно заключить, что за последние 40 лет во всех трех странах усили­

лось неравенство по доходам. Если в Швеции усиление неравенства оказалось несильным и

выразилось в увеличении индекса Джини примерно на 0.03, то в США и Германии индекс

Джини поднялся примерно на 0.1, причем в промежуточном 2013-м году индекс Джини в

Германии был еще выше, чем соответствующий показатель 2023-го года. Также в табл. Б.1

можно отметить следующий порядок по доходам трех непересекающихся групп населения:

в Швеции и Германии в разное время наибольшее количество доходов имелось у группы

населения с 6-го по 9-ый дециль, следом шел десятый дециль, а замыкала тройку группа на­

селения с 1-го по 5-ый дециль. В США в 1983 году порядок групп населения по доходам был

точно таким же, однако со временем он изменился: наибольшим количеством доходов стал

обладать десятый дециль. Результат подсчета в табл. Б.3 показывает, что экспоненциальное

семейство кривых Лоренца смогло сохранить данный порядок для данных по Германии и

Швеции, а также для данных по США за 1983 год, однако данному семейству не удалось
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поймать эффект изменения позиций в распределении доходов, произошедший в США. Су­

щественное отличие распределения доходов в США от распределений доходов в Швеции и

Германии, по-видимому, объясняется различием социокультурных сред в этих странах.
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