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*+$#$()$

G @3--)+#’433 =+)@-#’"0)% +(@ %$"5; ,3-0)%%5; &)#$@$", $#%$-(L3;-( *
$.0’-#3 2)%)+’#3"%$2$ &$@)03+$"’%3(, 4)01 *$#$+$2$ /’*0M,’)#-( " =$-#+$)%33
&’#)&’#3,)-*3; &$@)0)9, $=3-5"’ML3; /’*$%$&)+%$-#3 @’%%5; 3 =$/"$0(ML3;
-3%#)/3+$"’#1 %$"5) @’%%5) %’ 3; $-%$"). S’--&’#+3"’)#-( -=)43’01%59 *0’--
/’@’, 2)%)+’#3"%$2$ &$@)03+$"’%3(, " *$#$+5; =$ /’@’%%$&: K0)&)%#: 3/ $@%$2$
&%$H)-#"’ $.T)*#$" #+).:)#-( -2)%)+3+$"’#1 $.T)*# 3/ @+:2$2$ &%$H)-#"’,
&’*-3&’01%$ -$;+’%(ML39 "5.+’%%5) ;’+’*#)+3-#3*3 3-;$@%$2$. U 3/")-#%5&
=+3&)+’& #’*3; =+3*0’@%5; /’@’, $#%$-(#-( /’@’,3 -")+;+’/+)6)%3( 3
=)+)%$-’ -#30( 3/$.+’H)%39, 2@) &%$H)-#"’ $.T)*#$" $.$/%’,’M# @"’ *0’--’
3/$.+’H)%39, ’ "5.+’%%5) ;’+’*#)+3-#3*3 &$2:# $#+’H’#1 -$@)+H’%3)
(*$%#)%#) 3/$.+’H)%3(. J’*3& $.+’/$&, /’@’,’ -"$@3#-( * #$&:, ,#$.5 @0(
3/$.+’H)%3( $@%$2$ *0’--’ -$/@’#1 (-2)%)+3+$"’#1) 3/$.+’H)%3) @+:2$2$ *0’--’,
*$#$+$) &’*-3&’01%$ -$;+’%()# -$@)+H’%3) 3-;$@%$2$. G =$-0)@%3) 2$@5 @0(
+)6)%3( /’@’, 2)%)+’#3"%$2$ &$@)03+$"’%3(, " #$& ,3-0) :*’/’%%5; /’@’,
=+)$.+’/$"’%3( @’%%5;, -#’03 ’*#3"%$ =+3&)%(#1-( ,3-0)%%5) &)#$@5 %’
$-%$") &’#)&’#3,)-*$9 #)$+33 $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’ (IJ) [1>5]. C’-#$(L’(
+’.$#’ =$-"(L)%’ +’/+’.$#*) %$"5; ,3-0)%%5; &)#$@$" IJ, :-#+’%(ML3; +(@
%)@$-#’#*$" -:L)-#":ML3; &)#$@$" 3 +’-63+(ML3; $.0’-#1 3; =+3&)%3&$-#3.

I=#3&’01%59 #+’%-=$+# (IJ) =+)@-#’"0()# -$.$9 -$"$*:=%$-#1
&’#)&’#3,)-*3; /’@’,, %’=+’"0)%%5; %’ %’;$H@)%3) %’3.$0)) KBB)*#3"%$2$
-=$-$.’ =)+)%$-’ &’--5 &)H@: ")+$(#%$-#%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3, *$#$+59
%’/5"’)#-( IJ $#$.+’H)%3)& 303 IJ =0’%$& " /’"3-3&$-#3 $# =$-#’%$"*3
&’#)&’#3,)-*$9 /’@’,3. I-%$"5 @’%%$9 #)$+33 .503 /’0$H)%5 " +’.$#’;
-$")#-*$2$ &’#)&’#3*’ 3 K*$%$&3-#’ N)$%3@’ G3#’01)"3,’ U’%#$+$"3,’
[6] " *$%#)*-#) +)6)%3( =+3*0’@%5; /’@’, =$3-*’ $=#3&’01%$2$ =0’%’
=)+)"$/*3 2+:/$" 3 +’-=+)@)0)%3( +)-:+-$". Q-#$+3,)-*3 .$0163%-#"$
,3-0)%%5; &)#$@$" IJ .50$ $+3)%#3+$"’%$ %’ +’.$#: - @3-*+)#%5&3
")+$(#%$-#%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3 [7; 8], #$ )-#1 +’-=+)@)0)%3(&3 - @3-*+)#%5&
%$-3#)0)&. J’*3) &)#$@5, *’* =+’"30$, =$/"$0(M# %’9#3 -$=$-#’"0)%3) &)H@:
K0)&)%#’&3 *$%),%5; "5.$+$*, $@%’*$ " /’@’,’; 2)%)+’#3"%$2$ &$@)03+$"’%3( 3
=+)$.+’/$"’%3( @’%%5; #+).:)#-( %) #$01*$ -$=$-#’"3#1 K0)&)%#5 "5.$+$*, %$ 3
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=$-#+$3#1 =+’"30$ =+)$.+’/$"’%3(, =+3&)%3&$) * %$"5& $.T)*#’&. A3-*+)#%5)
&)#$@5 IJ -’&3 =$ -).) %) @’M# #’*$2$ $.$.L’)&$2$ =+’"30’ =+)$.+’/$"’%3(.

G *$%#)*-#) 2)%)+’#3"%$2$ &$@)03+$"’%3( =)+"5) ,3-0)%%5) &)#$@5 IJ
=+3&)%(03-1 =+)3&:L)-#")%%$ @0( "5,3-0)%3( B:%*439 =$#)+1 =+3 $.:,)%33
2)%)+’#3"%5; &$@)0)9 %’ $-%$") %)9+$-)#)9 [9; 10]. G =$-0)@%3) 2$@5 -#’03
’*#3"%$ +’/"3"’#1-( &)#$@5 IJ, $-%$"’%%5) %’ #$&, ,#$ &%$23) =+3*0’@%5)
/’@’,3 2)%)+’#3"%$2$ &$@)03+$"’%3( &$2:# .5#1 -B$+&:03+$"’%5 *’* /’@’,3
IJ &)H@: %)=+)+5"%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3. D+3 K#$& =+)@=$0’2’)#-(,
,#$ -’&3 +’-=+)@)0)%3( %)3/")-#%5 3 /’@’%5 #$01*$ "5.$+*’&3, =$
*$#$+5& #+).:)#-( =$-#+$3#1 +)6)%3) /’@’,3 IJ. J’*3) &)#$@5 3-=$01/:M#
"5+’/3#)01%:M =’+’&)#+3/’43M #+’%-=$+#%5; $#$.+’H)%39, %’=+3&)+, %’
$-%$") 20:.$*3; %)9+$-)#)9 [5; 11; 12], 3 $.5,%$ %’/5"’M#-( !"#$"$%&!%’(
303 #)$)’"*$(+",-(’( &)#$@’&3 IJ. G K#$& *$%#)*-#) "5,3-0)%3) IJ
+’--&’#+3"’)#-( *’* $.:,)%3) =’+’&)#+3,)-*$9 &$@)03.

C)=+)+5"%5) &)#$@5 IJ [13] =+$@)&$%-#+3+$"’03 $=+)@)0)%%5) :-=);3 "
+)6)%33 +(@’ =+’*#3,)-*3; /’@’, 2)%)+’#3"%$2$ &$@)03+$"’%3(, " ,’-#%$-#3,
" /’@’,) ’@’=#’433 &$@)0)9 * @’%%5&, =$-#:=’ML3& 3/ @+:23; 3-#$,%3*$".
A’%%’( /’@’,’ "’H%’ " $.0’-#(;, 2@) $.TO&5 "5.$+$* $2+’%3,)%5 3 "$/%3*’)#
%)$.;$@3&$-#1 $.T)@3%)%3( 3%B$+&’433 3/ +’/03,%5; 3-#$,%3*$", %’=+3&)+
" &)@343%), 3 &$H)# .5#1 +)6)%’ - 3-=$01/$"’%3)& IJ $#$.+’H)%39 303
.’+34)%#+$" [14; 15] → -=)43’01%5; $=)+’439 :-+)@%)%3( " =+$-#+’%-#")
+’-=+)@)0)%39, =+3&)%()&5; @0( ’2+)2’433 @’%%5; [16].

I@%’*$, -:L)-#":ML3) %)=+)+5"%5) &)#$@5 IJ $.0’@’M# /%’,3#)01%5&3
$2+’%3,)%3(&3, -%3H’ML3&3 3; KBB)*#3"%$-#1 " $=3-’%%5; "56) /’@’,’;
2)%)+’#3"%$2$ &$@)03+$"’%3(. G ,’-#%$-#3, #’*3) &)#$@5 ,:"-#"3#)01%5 *
%)#$,%$-#(& " 3-;$@%5; @’%%5;, #’*3& *’* &%.$/,%, *$#$+5) &$2:# =+3"$@3#1
* $#*0$%)%3(& "5,3-0)%%5; +)6)%39 /’@’,3 IJ $# #);, *$#$+5) .503 .5
=$0:,)%5 " :-0$"3(; 3@)’01%5; @’%%5;. D+3,3%’ -$-#$3# " #$&, ,#$ :*’/’%%5)
&)#$@5 +)6’M# /’@’,: IJ " *0’--3,)-*$9 B$+&:03+$"*) [6], %’*0’@5"’ML)9
H)-#*$) :-0$"3) +’")%-#"’ %’ 3-;$@%$) 3 -2)%)+3+$"’%%$) +’-=+)@)0)%3(, ,#$
&$H)# =+3"$@3#1 * %)H)0’#)01%$&: =)+)%$-: &’--5 * ’%$&’01%5& #$,*’&.
U’* -0)@-#"3), @’%%5) &)#$@5 %) -=$-$.%5 $.)-=),3"’#1 #$,%5) =+3.03H)%3(
+)6)%39 /’@’,3 IJ =+3 +’.$#) - +)’01%5&3 @’%%5&3, -$@)+H’L3&3 +’/03,%$2$
+$@’ %)#$,%$-#3.
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A0( =+)$@$0)%3( K#3; $2+’%3,)%39 "-) .$016)) "%3&’%3) :@)0()#-(
&)#$@’&, $-%$"’%%5& %’ $.$.L)%%5; B$+&:03+$"*’; IJ, *$#$+5) $-0’.0(M#
:=$&(%:#$) "56) 0,1/&(" $)&"!,*&), ’ 3&)%%$ %’ /’@’,’; ,’-#3,%$2$ 3
%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ [17; 18]. G /’@’,) ,’-#3,%$2$ IJ [19] #+).$"’%3)
+’")%-#"’ /’&)%()#-( %)+’")%-#"$&. J’*3& $.+’/$&, @’%%’( B$+&:03+$"*’
@$=:-*’)# ,’-#3,%59 =)+)%$- &’--5 &)H@: ")+$(#%$-#%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3.
G %)-.’0’%-3+$"’%%$& IJ [20] -#+$2$) :-0$"3) -$;+’%)%3( &’--5 /’&)%()#-(
+)2:0(+3/’43$%%5&3 6#+’B’&3, #$ )-#1 +’--&’#+3"’)#-( =)+)%$- &’--5 &)H@:
+’-=+)@)0)%3(&3, *$#$+5) .03/*3 * 3-;$@%5&, %$ %) $.(/’%5 -$"=’@’#1 - %3&3.
G +)/:01#’#) =+’*#3,)-*’( =+3&)%3&$-#1 %)=+)+5"%5; &)#$@$" $.$.L)%%$2$ IJ
[21] -:L)-#")%%$ +’-63+()#-(, =$-*$01*: #’*3) &)#$@5 =$/"$0(M# KBB)*#3"%$
+’.$#’#1 - +)’01%5&3 @’%%5&3, -#+’@’ML3&3 $# +’/03,%$2$ +$@’ %)#$,%$-#)9.

I@%’*$ %)-&$#+( %’ ’*#3"%$) +’/"3#3) "5,3-03#)01%5; %)=+)+5"%5;
&)#$@$" $.$.L)%%$2$ IJ, +(@ "’H%5; %’=+’"0)%39 3--0)@$"’%39 " @’%%$9
$.0’-#3 $-#’)#-( %)@$-#’#$,%$ 3/:,)%%5&. 8:L)-#":ML3) =’+’&)#+3,)-*3)
&)#$@5 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ, =+3&)%3&5) * %)=+)+5"%5& +’-=+)@)0)%3(&,
&$H%$ :-0$"%$ +’/@)03#1 %’ @") 2+:==5: &3%3&’*-%5) =$@;$@5 [21;
22], 3-=$01/:ML3) %)-*$01*$ %)9+$%%5; -)#)9, 3 &)#$@5, $-%$"’%%5) %’
3-=$01/$"’%33 @3-*+)#%5; +)6)%39 /’@’,3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ =+3
=$-#+$)%33 &$@)03 [23; 24]. ?3%3&’*-%5) &)#$@5, *’* =+’"30$, =$@*+)=0)%5
#)$+)#3,)-*3&3 2’+’%#3(&3 3; -;$@3&$-#3, $@%’*$ #+).:M# +)6)%3( /’@’,3
=$3-*’ -)@0$"$9 #$,*3 3 %’-#+$9*3 .$016$2$ ,3-0’ =’+’&)#+$" %)9+$%%5; -)#)9,
"-0)@-#"3) ,)2$ =+$4)-- $=#3&3/’433 %’ =+’*#3*) &$H)# .5#1 %)-#’.301%5&
3 "5,3-03#)01%$ /’#+’#%5&, ,#$ -:L)-#")%%$ :-0$H%()# =+3&)%)%3) #’*3;
&)#$@$". G #$ H) "+)&(, &)#$@5, $-%$"’%%5) %’ 3-=$01/$"’%33 @3-*+)#%5;
+)6)%39 /’@’,3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ, 036)%5 :*’/’%%$9 =+$.0)&5,
$@%’*$ %) =$@*+)=0)%5 -#+$23&3 #)$+)#3,)-*3&3 2’+’%#3(&3 *’,)-#"’ 303
*$++)*#%$-#3 +’.$#5. D$K#$&: 3; -=$-$.%$-#1 =+)@$-#’"0(#1 $-&5-0)%%5)
=+3.03H)%3( 3-#3%%5; +)6)%39 /’@’,3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ &)H@:
%)=+)+5"%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3 $-#’)#-( $#*+5#5& "$=+$-$&.

?)H@: #)& =’+’&)#+3,)-*3) &)#$@5, =$/"$0(ML3) %’;$@3#1 +)6)%3(
/’@’,3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ .’+34)%#+’, ’ #’*H) =’+’&)#+3,)-*3) &)#$@5
,’-#3,%$2$ IJ, " %’-#$(L)) "+)&( $#-:#-#":M#. 8:L)-#":ML3) &)#$@5 +)6)%3(
/’@’,3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ .’+34)%#+’ [18] 303 ,’-#3,%$2$ IJ [25; 26] 03.$
$+3)%#3+$"’%5 %’ +’.$#: - @3-*+)#%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3 3, -0)@$"’#)01%$,
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$.0’@’M# "-)&3 -$$#")#-#":ML3&3 $2+’%3,)%3(&3, $=3-’%%5&3 "56), 03.$
=+3&)%3&5 0361 * -=)43’01%5& *0’--’& %)=+)+5"%5; +’-=+)@)0)%39 [27].

2)-(’ /.$)3/’, )-*0)14!/5 3)6)+"5 7&17"*,7 $)3$)./*-) !/&%8
#)$)’"*$(+",-(8 ’"*/6/& $"9"!(7 3)6)+( !",.)1)!,($/&)!!/:/ ;2, !"
*$".0<=(8 !"0,*/5+(&/5 ’(!(’)-,!/5 /#*(’(3)>(( ( /.1)6)<=(8 ,*$/:(’(
*"/$"*(+",-(’( :)$)!*(7’( ?@@"-*(&!/,*(. A$/’" */:/, !"/.8/6(’)
$)3$)./*-) ’),9*).($0"’%8 +(,1"!!%8 ’"*/6/&, -/*/$%" #/3&/17* !)8/6(*4
$"9"!(7 3)6)+ !",.)1)!,($/&)!!/:/ ;2 .)$(>"!*$) ( +),*(+!/:/ ;2.

I@%$9 3/ *0M,)"5; &’#)&’#3,)-*3; /’@’, ("0()#-( ’%’03#3,)-*39 "5"$@
@"$9-#")%%$9 B$+&:03+$"*3 @0( %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’,
=$/"$0(ML)9 "5,3-0(#1 %)-.’0’%-3+$"’%%5) #+’%-=$+#%5) $#$.+’H)%3(
- 3-=$01/$"’%3)& 0)2*$9 =’+’&)#+3/’433 3 .)/ %)$.;$@3&$-#3 +)6)%3(
&3%3&’*-%5; /’@’,. A+:23) -"(/’%%5) /’@’,3 "*0M,’M# ’%’03#3,)-*39 "5"$@
@"$9-#")%%5; B$+&:03+$"$* @0( /’@’, %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ .’+34)%#+’ 3
,’-#3,%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’, =$/"$0(ML3; "5,3-0(#1 -$$#")#-#":ML3)
$#$.+’H)%3( - 3-=$01/$"’%3)& "5+’/3#)01%5; =’+’&)#+3/’439, %’=+3&)+,
%)9+$%%5; -)#)9. G’H%5&3 =$@/’@’,’&3 ("0(M#-( =$0:,)%3) #)$+)#3,)-*3;
+)/:01#’#$", :-#’%’"03"’ML3; -"(/1 &)H@: #$,%$-#1M %’;$H@)%3( $=#3&:&’
@"$9-#")%%5; B:%*43$%’0$" 3 $63.*$9 ’==+$*-3&’433 +)6)%39 =+(&5;
#+’%-=$+#%5; /’@’,. S’/+’.$#*’ #)$+)#3,)-*3 $.$-%$"’%%5; =’+’&)#+3,)-*3;
&)#$@$" "5,3-0)%3( $.$.L)%%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’ =$/"$03#
KBB)*#3"%$ =+3&)%(#1 3; * /’@’,’& 3/ +)’01%$2$ &3+’, *$#$+5), *’* =+’"30$,
-#+’@’M# $# %)#$,%$-#)9 " @$-#:=%5; @’%%5;.

A$-;@ @3--)+#’433 ("0()#-( +’/+’.$#*’ &’#)&’#3,)-*3; &$@)0)9,
$-%$"’%%5; %’ %)9+$-)#(; 303 0)2*$9 =’+’&)#+3/’433, @0( +)6)%3( /’@’,
%)=+)+5"%$2$ $.$.L)%%$2$ IJ: "5,3-0)%3( %)-.’0’%-3+$"’%%5; #+’%-=$+#%5;
$#$.+’H)%39 &)H@: %)=+)+5"%5&3 ")+$(#%$-#%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3,
%’;$H@)%3( %)-.’0’%-3+$"’%%5; IJ .’+34)%#+$" -)&)9-#"’ %)=+)+5"%5;
+’-=+)@)0)%39 3 "5,3-0)%3( ,’-#3,%5; #+’%-=$+#%5; $#$.+’H)%39 &)H@:
")+$(#%$-#%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3. G -$$#")#-#"33 - =$-#’"0)%%$9 4)01M "
+’.$#) .503 $=+)@)0)%5 3 +)6)%5 -0)@:ML3) 2’#’3):

1. S’/+’.$#’#1 ,3-0)%%59 &)#$@, $-%$"’%%59 %’ @"$9-#")%%$9
B$+&:03+$"*) /’@’,3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’,
@0( "5,3-0)%3( $=#3&’01%$2$ $#$.+’H)%3( &)H@: %)=+)+5"%5&3
+’-=+)@)0)%3(&3 - =’+’&)#+3/’43)9 =$-+)@-#"$& -&)-)9 2’:--$"5;
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+’-=+)@)0)%39; "5")-#3 #)$+)#3,)-*3) $4)%*3, :-#’%’"03"’ML3)
-"(/1 &)H@: $63.*’&3 ’==+$*-3&’433 +)6)%39 =+)@0$H)%%5;
@"$9-#")%%$9 3 =+(&$9 /’@’,; =$0:,3#1 #)$+)#3,)-*:M ")+;%MM
$4)%*: -#’#3-#3,)-*$9 $63.*3 @0( =+)@0$H)%%$9 @"$9-#")%%$9 /’@’,3.

2. S’/+’.$#’#1 ,3-0)%%59 &)#$@, $-%$"’%%59 %’ @"$9-#")%%$9
B$+&:03+$"*) /’@’,3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’,
@0( "5,3-0)%3( (=$0:)%)-.’0’%-3+$"’%%5; IJ .’+34)%#+$" -)&)9-#"’
%)=+)+5"%5; ")+$(#%$-#%5; +’-=+)@)0)%39 - 3-=$01/$"’%3)&
%)9+$%%5; -)#)9; "5")-#3 #)$+)#3,)-*3) $4)%*3, :-#’%’"03"’ML3)
-"(/1 &)H@: $63.*’&3 ’==+$*-3&’433 +)6)%39 =+)@0$H)%%5;
@"$9-#")%%$9 3 =+(&$9 /’@’,.

3. S’/+’.$#’#1 ,3-0)%%59 &)#$@, $-%$"’%%59 %’ @"$9-#")%%$9
B$+&:03+$"*) (=$0:),’-#3,%$9 /’@’,3 $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’,
@0( "5,3-0)%3( $=#3&’01%$2$ $#$.+’H)%3( &)H@: %)=+)+5"%5&3
+’-=+)@)0)%3(&3 - 3-=$01/$"’%3)& %)9+$%%5; -)#)9.

B’=3(’4 ("+)2(’:

1. G=)+"5) =+)@0$H)% #)$+)#3,)-*3 $.$-%$"’%%59 &)#$@ "5,3-0)%3(
%)-.’0’%-3+$"’%%5; #+’%-=$+#%5; $#$.+’H)%39 &)H@: %)=+)+5"%5&3
+’-=+)@)0)%3(&3, *$#$+59 ("0()#-( $@%$K#’=%5&, %) #+).:)#
-0$H%$9 &3%3&’*-%$9 $=#3&3/’433 3 3-=$01/:)# 0)2*:M
=’+’&)#+3/’43M. ?)#$@ $-%$"’% %’ %$"$9 3@)) =+3&)%)%3(
-=)43’01%$9 /’&)%5 =)+)&)%%5; " @"$9-#")%%$9 B$+&:03+$"*) /’@’,3
%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’ 3 =’+’&)#+3/’433 -
=$&$L1M -&)-)9 2’:--$"5; +’-=+)@)0)%39. G $#03,3) $# -:L)-#":ML3;
%)&3%3&’*-%5; &)#$@$", $-%$"’%%5; %’ +)6)%3(; @3-*+)#%$9 /’@’,3
%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ, +’/+’.$#’%%59 =$@;$@ 3&))# -#+$23)
#)$+)#3,)-*3) 2’+’%#33.

2. G=)+"5) =+)@0$H)% &’-6#’.3+:)&59 3 #)$+)#3,)-*3 $.$-%$"’%%59
&)#$@ "5,3-0)%3( (=$0:)%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ .’+34)%#+’
@0( -)&)9-#"’ %)=+)+5"%5; +’-=+)@)0)%39. ?)#$@ $-%$"’% %’
"")@)%33 %$"$2$ +)2:0(+3/’#$+’, $.)-=),3"’ML)2$ m-*$%2+:K%#%$-#1
+)6)%39 @"$9-#")%%$9 /’@’,3, 3 3-=$01/$"’%33 %)9+$%%5; -)#)9.
A’%%59 =$@;$@ ("0()#-( =)+"5& &)#$@$&, =$/"$0(ML3& "5,3-0(#1
%)-.’0’%-3+$"’%%5) IJ .’+34)%#+5 @0( %)=+)+5"%5; +’-=+)@)0)%39.
S’%)) KBB)*#3"%5) ,3-0)%%5) &)#$@5 "5,3-0)%3( %)-.’0’%-3+$"’%%5;
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IJ .’+34)%#+$" " =+$-#+’%-#"’; "5-$*$9 +’/&)+%$-#3 %) -:L)-#"$"’03,
"-) 3/")-#%5) =$@;$@5 +’--&’#+3"’03 #$01*$ @3-*+)#%59 -0:,’9.

3. G=)+"5) =+)@0$H)% &’-6#’.3+:)&59 3 #)$+)#3,)-*3 $.$-%$"’%%59
&)#$@ "5,3-0)%3( (=$0:),’-#3,%5; #+’%-=$+#%5; $#$.+’H)%39 &)H@:
%)=+)+5"%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3. A’%%59 &)#$@ ("0()#-( =)+"5&
=$@;$@$&, =$/"$0(ML3& "5,3-0(#1 (=$0:),’-#3,%5) #+’%-=$+#%5)
$#$.+’H)%3( @0( %)=+)+5"%5; +’-=+)@)0)%39. S’%)) KBB)*#3"%5)
,3-0)%%5) &)#$@5 +)6)%3( (=$0:),’-#3,%5; /’@’, $=#3&’01%$2$
#+’%-=$+#’ " "5-$*$+’/&)+%5; =+$-#+’%-#"’; $#-:#-#"$"’03, "-)
-:L)-#":ML3) =$@;$@5 +’--&’#+3"’03 #$01*$ @3-*+)#%59 -0:,’9.

C$"%$0)3$/1’4 2(’3):"/0;. S’/+’.$#’%%5) =$@;$@5, $-%$"’%%5) %’
,3-0)%%5; &)#$@’; $.$.L)%%$2$ (%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ 3 ,’-#3,%$2$) IJ,
=$/"$0(M# KBB)*#3"%$ +)6’#1 +(@ /’@’, &’#)&’#3,)-*$2$ &$@)03+$"’%3(, @0(
*$#$+5; +’%)) %) -:L)-#"$"’0$ ’01#)+%’#3"%5; +)6)%39 303 -:L)-#":ML3)
&)#$@5 3&)03 *+3#3,)-*3) $2+’%3,)%3(. ! 3&)%%$:

– D+)@0$H)%%59 &)#$@ "5,3-0)%3( %)-.’0’%-3+$"’%%5; #+’%-=$+#%5;
$#$.+’H)%39 =$/"$0()# :-#+’%(#1 $2+’%3,)%3( =+)@5@:L3; =$@;$@$",
#’*3) *’* %)$.;$@3&$-#1 &3%3&’*-%$9 $=#3&3/’433 303 $#-:#-#"3)
-#+$23; #)$+)#3,)-*3; $.$-%$"’%39;

– D+)@0$H)%%5) =$@;$@5 * "5,3-0)%3M %)-.’0’%-3+$"’%%5; .’+34)%#+$"
3 ,’-#3,%5; #+’%-=$+#%5; $#$.+’H)%39 - 3-=$01/$"’%3)& %)9+$%%5;
-)#)9 ("0(M#-( =)+"5&3 &)#$@’&3 @’%%$2$ #3=’, =+3&)%3&5&3 * -0:,’M
%)=+)+5"%5; +’-=+)@)0)%39.

D+)@0$H)%%5) =$@;$@5 =$/"$0(M# =+$"$@3#1 -#+$239 #)$+)#3,)-*39 ’%’03/
=$0:,’)&5; +)6)%39. C’=+3&)+, $%3 @’M# "$/&$H%$-#1 "5"$@3#1 $4)%*3 @0(
-#’#3-#3,)-*3; $63.$*, ;’+’*#)+3/:ML3; "03(%3) *$%),%$2$ +’/&)+’ "5.$+$*
%’ *’,)-#"$ +)6)%39.

.%’10)3$/1’4 2(’3):"/0; +’.$#5 /’*0M,’)#-( " #$&, ,#$
=+)@0$H)%%5) =$@;$@5 &’#)&’#3,)-*$2$ &$@)03+$"’%3(, $-%$"’%%5)
%’ ,3-0)%%5; &)#$@’; $.$.L)%%$2$ IJ, $.0’@’M# 63+$*3& -=)*#+$&
=$#)%43’01%5; =+30$H)%39 " =+3*0’@%5; $.0’-#(;. C’=+3&)+, +’/+’.$#’%%5)
&)#$@5 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ 3 ,’-#3,%$2$ IJ =+$#)-#3+$"’%5 " /’@’,’;
=+)$.+’/$"’%3( -3%#)#3,)-*3; 3 &$@)01%5; @’%%5; 3 &$2:# .5#1 3-=$01/$"’%5
" #’*3; /’@’,’; *$&=1M#)+%$2$ /+)%3(, *’* $.:,)%3) &$@)0)9 @0(
-")+;+’/+)6)%3( 3 =)+)%$-’ -#30( 3/$.+’H)%39. A+:23) $.0’-#3 =+3&)%)%3(



11

@’%%5; =$@;$@$" -"(/’%5 - /’@’,’&3 " $.0’-#3 $@%$*0)#$,%$9 .3$0$233,
%’=+3&)+, -$=$-#’"0)%3)& %)-$20’-$"’%%5; +’-=+)@)0)%39 *0)#$* %’ +’/03,%5;
-#’@3(; 0),)%3( $%*$0$23,)-*3; /’.$0)"’%39. U+$&) #$2$, +’/+’.$#’%%59
&)#$@ "5,3-0)%3( %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ .’+34)%#+’ 3&))# =$#)%43’0
=+3&)%)%3( " /’@’,’; ’2+)2’433 @’%%5;. G$/&$H%5) =+30$H)%3( "*0M,’M#
$.T)@3%)%3) @’%%5;, =$-#:=’ML3; - ?SJ--*’%)+$" +’/03,%5; *03%3*,
303 @’%%5; 2)$0$23,)-*3; -3&:0(#$+$", &$@)03+:ML3; +’/03,%5) ’-=)*#5
-#+$)%3( =$@/)&%5; =0’-#$". J’*’( ’2+)2’43( &$H)# =$"5-3#1 KBB)*#3"%$-#1
&$@)0)9 -)2&)%#’433 303 *0’--3B3*’433, =$-#+$)%%5; %’ K#3; @’%%5;.

5$0"#"-"D)4 ) :$0"#6 )//-$#"+’()4. A0( +)6)%3( =$-#’"0)%%5; "
+’.$#) /’@’, =+3&)%(M#-( &)#$@5 #)$+33 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ 3 ,’-#3,%$2$ IJ,
=$/"$0(ML3) ’%’03#3,)-*3 "5"$@3#1 @"$9-#")%%5) B$+&:03+$"*3 $.$.L)%%5;
/’@’, IJ 3 :-#’%’"03"’#1 -"(/3 &)H@: +)6)%3(&3 =+(&5; 3 @"$9-#")%%5;
/’@’,. J)$+)#3,)-*$) $.$-%$"’%3) +’/+’.$#’%%5; =$@;$@$" $=3+’)#-( %’
&)#$@5 #)$+33 ")+$(#%$-#)9, #)$+33 &)+5, -#’#3-#3*3, 03%)9%$9 ’02).+5,
B:%*43$%’01%$2$ 3 "5=:*0$2$ ’%’03/’, =$/"$0(ML3) 3--0)@$"’#1 -"$9-#"’
=+)@0$H)%%5; $=#3&3/’43$%%5; B:%*43$%’0$", -"(/3 &)H@: +)6)%3(&3
=+(&5; 3 @"$9-#")%%5; /’@’, 303 "5"$@3#1 $4)%*3 @0( -#’#3-#3,)-*3; $63.$*.

G’H%:M +$01 " 3--0)@$"’%33 32+’M# =$@;$@5 &’63%%$2$ 3 20:.3%%$2$
$.:,)%3(, 3-=$01/:)&5) @0( =’+’&)#+3/’433 B:%*439, ’==+$*-3&3+:ML3;
&3%3&3/’#$+5 =+)@0$H)%%5; B:%*43$%’0$", =$-+)@-#"$& -&)-)9 2’:--$"-*3;
+’-=+)@)0)%39 303 %)9+$-)#)9. A0( =$-#+$)%3( =+’*#3,)-*3; ’02$+3#&$"
+)6)%3( /’@’, $.$.L)%%$2$ IJ =+3&)%(M#-( &)#$@5 -#$;’-#3,)-*$9
$=#3&3/’433. D+’*#3,)-*’( +)’03/’43( 3 #)-#3+$"’%3) =+)@0$H)%%5;
&)#$@$" $-:L)-#"0(03-1 - 3-=$01/$"’%3)& (/5*’ =+$2+’&&3+$"’%3( Python 3
B+)9&"$+*’ PyTorch 20:.3%%$2$ $.:,)%3(. I4)%*’ *’,)-#"’ K*-=)+3&)%#’01%5;
+)/:01#’#$" "5=$0%(0’-1 *$03,)-#")%%5&3 3 *’,)-#")%%5&3 &)#$@’&3,
-#’%@’+#%5&3 @0( $.0’-#3 2)%)+’#3"%$2$ &’63%%$2$ $.:,)%3(.

E/("+(6$ 9"-"&$()4, +6("/):6$ (’ 2’F)0=:

1. S’/+’.$#’% %)&3%3&’*-%59 ’02$+3#& "5,3-0)%3( %)-.’0’%-3+$"’%%5;
$=#3&’01%5; #+’%-=$+#%5; $#$.+’H)%39 &)H@: %)=+)+5"%5&3
+’-=+)@)0)%3(&3, $-%$"’%%59 %’ 3-=$01/$"’%33 -&)-)9 2’:--$"5;
+’-=+)@)0)%39 @0( =’+’&)#+3/’433 =$#)%43’0$" " @"$9-#")%%$9 /’@’,).
G5")@)%5 #)$+)#3,)-*3) $4)%*3, :-#’%’"03"’ML3) -"(/1 &)H@:
$63.*$9 &3%3&3/’433 +’/+’.$#’%%$2$ B:%*43$%’0’ $=#3&3/’433 3
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$63.*$9 +)6)%3( 3-;$@%$9 /’@’,3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ $=#3&’01%$2$
#+’%-=$+#’. G5")@)%’ #)$+)#3,)-*’( ")+;%(( 2+’%34’ -#’#3-#3,)-*$9
$63.*3 @0( +’/+’.$#’%%$2$ B:%*43$%’0’ $=#3&3/’433.

2. S’/+’.$#’% ’02$+3#& "5,3-0)%3( (=$0:)%)-.’0’%-3+$"’%%5;
IJ .’+34)%#+$" @0( -)&)9-#"’ %)=+)+5"%5; ")+$(#%$-#%5;
+’-=+)@)0)%39, $-%$"’%%59 %’ 3-=$01/$"’%33 %)9+$%%5; -)#)9
3 :-0$"3( m-*$%2+:K%#%$-#3 @"$9-#")%%5; =)+)&)%%5; /’@’,3
%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ .’+34)%#+’. G5")@)%5 #)$+)#3,)-*3) $4)%*3,
:-#’%’"03"’ML3) -"(/1 &)H@: $63.*$9 &3%3&3/’433 +’/+’.$#’%%$2$
B:%*43$%’0’ $=#3&3/’433 3 $63.*$9 +)6)%3( 3-;$@%$9 /’@’,3
%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ .’+34)%#+’.

3. S’/+’.$#’% ’02$+3#& "5,3-0)%3( (=$0:),’-#3,%5; #+’%-=$+#%5;
$#$.+’H)%39 &)H@: %)=+)+5"%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3, $-%$"’%%59 %’
3-=$01/$"’%33 %)9+$%%5; -)#)9.

."-=3$((6$ %$2=-;0’06 /""0+$0/0+=@0 /-$#=@F): 9=(10’:

9’/9"%0’ /9$>)’-;("/0) 1.2.2 7?’#)&’#3,)-*$) &$@)03+$"’%3), ,3-0)%%5)
&)#$@5 3 *$&=0)*-5 =+$2+’&&<: 9.1 7S’/+’.$#*’ %$"5; &’#)&’#3,)-*3;
&)#$@$" &$@)03+$"’%3( $.T)*#$" 3 ("0)%39<, 9.2 7S’/+’.$#*’, $.$-%$"’%3)
3 #)-#3+$"’%3) KBB)*#3"%5; "5,3-03#)01%5; &)#$@$" - =+3&)%)%3)&
-$"+)&)%%5; *$&=1M#)+%5; #);%$0$239< 3 9.3 7S)’03/’43( KBB)*#3"%5;
,3-0)%%5; &)#$@$" 3 ’02$+3#&$" " "3@) *$&=0)*-$" =+$.0)&%$-$+3)%#3+$"’%%5;
=+$2+’&& @0( =+$")@)%3( "5,3-03#)01%$2$ K*-=)+3&)%#’.<

G"/0"+$%("/0; =$0:,)%%5; +)/:01#’#$" $.)-=),3"’)#-( *$++)*#%5&
=+3&)%)%3)& #)$+33 $.$.L)%%$2$ IJ 3 -"(/’%%5; - %)9 ’=+$.3+$"’%%5;
&’#)&’#3,)-*3; 3%-#+:&)%#$", ’ #’*H) -#+$23& @$*’/’#)01-#"$& "-);
#)$+)#3,)-*3; +)/:01#’#$". D+)@0$H)%%5) ’02$+3#&5 =+$#)-#3+$"’%5 %’
&%$H)-#") -3%#)#3,)-*3; 3 +)’01%5; @’%%5;. D$@+$.%5) =+$#$*$05 3
$#*+5#59 3-;$@%59 *$@ $.)-=),3"’M# "$-=+$3/"$@3&$-#1 K*-=)+3&)%#$".

S’/+’.$#’%%5) ,3-0)%%5) &)#$@5 3 ’02$+3#&5 +)’03/$"’%5 " "3@)
*$&=0)*-’ =+$.0)&%$-$+3)%#3+$"’%%5; =+$2+’&& @0( +)6)%3( /’@’,
$.$.L)%%$2$ IJ. U$&=0)*- $.)-=),3"’)# $.:,)%3) =’+’&)#+3,)-*3; &$@)0)9,
=$-#+$)%3) %)-.’0’%-3+$"’%%5; 3 (=$0:),’-#3,%5; IJ $#$.+’H)%39 3
(=$0:)%)-.’0’%-3+$"’%%5; OT .’+34)%#+$", ’ #’*H) $4)%*: =$0:,)%%5;
+)6)%39. D+$2+’&&%59 *$@ 3--0)@$"’%3( =:.03,%$ @$-#:=)% " +)=$/3#$+33
’"#$+’ %’ GitHub: https://github.com/milenagazdieva.

https://github.com/milenagazdieva
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G-) +)/:01#’#5, "5%$-3&5) %’ /’L3#:, $=:.03*$"’%5 " +)4)%/3+:)&5;
%’:,%5; H:+%’0’; 3 #+:@’; ")@:L3; &)H@:%’+$@%5; *$%B)+)%439.

.=7-)1’>)). 8=3-$* =:.03*’439 ’"#$+’ =+3")@)% " *$%4) @3--)+#’433.
I-%$"%5) +)/:01#’#5 =$ #)&) @3--)+#’433 3/0$H)%5 " 5 +’.$#’; [A1-A5],
"*0M,’( 2 +’.$#5 " 3/@’%3(; 3/ -=3-*’ G!U 3 =+3+’"%)%%5; * %3&, 3/
*$#$+5; 1 $=:.03*$"’%’ " &)H@:%’+$@%$& H:+%’0) :+$"%( SJR rank Q1

3 3%@)*-3+:)#-( " .’/) @’%%5; Scopus. A+:23) 3 +’.$#5 $=:.03*$"’%5 "
#+:@’; ")@:L3; &)H@:%’+$@%5; *$%B)+)%439 :+$"%( Core rank A

↑ 3 #’*H)
3%@)*-3+:M#-( " Scopus.

H9%"7’>)4. S)/:01#’#5 @3--)+#’43$%%$9 +’.$#5 .503 =+)@-#’"0)%5 %’
3 ")@:L3; &)H@:%’+$@%5; %’:,%5; *$%B)+)%43(; :+$"%( Core A*:

1. The Thirty-seventh Annual Conference on Neural Information Processing
Systems (NeurIPS 2023, Core A*), 2023, C$"59 I+0)’%, 8V!;

2. The Thirty-eighth Annual Conference on Neural Information Processing
Systems (NeurIPS 2024, Core A*), 2024, G’%*:")+, U’%’@’;

3. The Thirteenth International Conference on Learning Representations (ICLR
2025, Core A*), 2025, 83%2’=:+.

U+$&) #$2$, +)/:01#’#5 @3--)+#’43$%%$9 +’.$#5 .503 =+)@-#’"0)%5 %’
-0)@:ML3; 8 %’:,%5; -)&3%’+’;, 0)*43(; 3 0$*’01%5; *$%B)+)%43(;:

– 8)&3%’+ 3%-#3#:#’ AIRI, 2023, ?$-*"’, S$--3(;
– U$%B)+)%43( Fall into ML " CQW GVP, 2023, ?$-*"’, S$--3(;
– 8)&3%’+ 3%-#3#:#’ AIRI, 2024, ?$-*"’, S$--3(;
– U$%B)+)%43( Fall into ML " CQW GVP, 2024, ?$-*"’, S$--3(;
– U$%B)+)%43( DataFest " X%@)*-), 2025, ?$-*"’, S$--3(;
– U$%B)+)%43( Fall into ML " CQW GVP, 2025, ?$-*"’, S$--3(;
– N)*43( " Beijing Institute of Mathematical Sciences and Applications, 2025,

D)*3%, U3#’9;
– C’:,%59 -)&3%’+ 0’.$+’#$+33 LARSS 8*$0*$"-*$2$ Q%-#3#:#’ C’:*3

3 J);%$0$239, 2025, ?$-*"’, S$--3(.
Y’-#1 +)/:01#’#$" @3--)+#’43$%%$9 +’.$#5, ’ 3&)%%$ +’/+’.$#’%%59

’02$+3#& "5,3-0)%3( ,’-#3,%5; #+’%-=$+#%5; $#$.+’H)%39, =+$60’
’=+$.’43M 3 .50’ "%)@+)%’ " =0’#B$+&: @0( &$%3#$+3%2’ 3 =+$2%$/3+$"’%3(
=+3+$@%5; *’#’-#+$B %’ #)++3#$+33 S$--39-*$9 Z)@)+’433. A’%%’( =0’#B$+&’
+’/+’.$#’%’ [)%#+$& 3-*:--#")%%$2$ 3%#)00)*#’ 8*$0*$"-*$2$ 3%-#3#:#’ %’:*3
3 #);%$0$239, " *$#$+$& +’.$#’)# ’"#$+. U+$&) #$2$, /’ =+)=$@’"’%3) *:+-$"
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=$ 2)%)+’#3"%5& &$@)0(&, $-%$"’%%5; " #$& ,3-0) %’ %’:,%5; +)/:01#’#’;
@’%%$9 @3--)+#’433, -$3-*’#)01 " 2025 2$@: .50’ :@$-#$)%’ =+)&33 Yandex ML
Prize $# *$&=’%33 X%@)*- " %$&3%’433 "C’,3%’ML3) =+)=$@’"’#)03".

Q%#)+)- ’"#$+’ @3--)+#’433 * +’--&’#+3"’)&$9 #)&’#3*) %’,’0-( -
+’.$#5 [A1], " *$#$+$9 3--0)@$"’0$-1 =+3&)%)%3) +’/03,%5; =$@;$@$"
20:.3%%$2$ $.:,)%3( * /’@’,) -")+;+’/+)6)%3( (SR) 3/$.+’H)%39 "
:-0$"3(; %)-$20’-$"’%%5; $.:,’ML3; @’%%5;. G ;$@) 3--0)@$"’%3( .50$
=$*’/’%$, ,#$ &%$23) %)9+$-)#)"5) ’02$+3#&5 @0( -")+;+’/+)6)%3( &$2:#
.5#1 3%#)+=+)#3+$"’%5 *’* &)#$@5 +)6)%3( /’@’,3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$
$=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’. A’01%)963) 3--0)@$"’%3( .503 =$-"(L)%5
:20:.0)%%$&: 3/:,)%3M %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ 3 ,’-#3,%$2$ (#.). $.$.L)%%$2$)
IJ, ’ *0M,)"5) +)/:01#’#5, -$-#’"0(ML3) $-%$": @3--)+#’433, .503 =$0:,)%5
" +’.$#’; [A3-A5]. U+$&) #$2$, " -#’#1) [A2] .50 =+$")@)% -+’"%3#)01%59
’%’03/ &)#$@$" *0’--3,)-*$2$ IJ 3 +’/+’.$#’%%5; &)#$@$" $.$.L)%%$2$ IJ.

I)3(6< +1-’#. G-) +)/:01#’#5, "5%$-3&5) %’ /’L3#:, =$0:,)%5 03,%$
’"#$+$&. G-) ’02$+3#&5 3 #)$+)#3,)-*3) +)/:01#’#5, $=:.03*$"’%%5) " +’.$#’;
[A3-A5] 3 =+)@-#’"0)%%5) " @3--)+#’433, +’/+’.$#’%5 3 @$*’/’%5 ’"#$+$&
@3--)+#’433. A3--)+#’43( "*0M,’)# #’*H) +)/:01#’#5 -$"&)-#%$9 +’.$#5:
K*-=)+3&)%#’01%$) #)-#3+$"’%3) &)#$@’ "5,3-0)%3( =$0:%)-.’0’%-3+$"’%%$2$
IJ .’+34)%#+’ [A4] "5=$0%)%$ " -$#+:@%3,)-#") - -$’"#$+$& AH. Y$3;
’"#$+ @3--)+#’433 +’/+’.$#’0’ =$@;$@ @0( "5,3-0)%3( =$0:,’-#3,%5;
#+’%-=$+#%5; $#$.+’H)%39 [A5], $-:L)-#"30’ )2$ =+)@"’+3#)01%:M +)’03/’43M
3 =+$#)-#3+$"’0’ &)#$@ =+3 +’/03,%5; =’+’&)#+’;, #$2@’ *’* A. 8)03;’%$"3,
’@’=#3+$"’0 @’%%59 =$@;$@ @0( -+’"%)%3( - ’01#)+%’#3"%5&3 &)#$@’&3. G-)
*0M,)"5) K*-=)+3&)%#5 " +’.$#’; [A1, A3] "5=$0%)%5 ’"#$+$& @3--)+#’433;
"-=$&$2’#)01%5) K*-=)+3&)%#5 " K#3; +’.$#’; =+$")@)%5 -$’"#$+’&3
A. A-’@:0’)"5&, N. S$:# 3 A. U$+$#3%5&. J)$+)#3,)-*3) +)/:01#’#5,
=+)@-#’"0)%%5) " -#’#1) [A1], =$0:,)%5 " -$’"#$+-#") - D. ?$*+$"5& 3
A. U$+$#3%5&. !%’03/ &)#$@$" " -#’#1) [A2] =+$")@)% ’"#$+$& @3--)+#’433.

?’:$3’()$. A3--)+#’43$%%’( +’.$#’ "5=$0%)%’ ’"#$+$& " ’"#$%$&%$9
%)*$&&)+,)-*$9 $.+’/$"’#)01%$9 $+2’%3/’433 "5-6)2$ $.+’/$"’%3(
78*$0*$"-*39 3%-#3#:# %’:*3 3 #);%$0$239<.

E7J$: ) /0%=10=%’ %’7"06. A3--)+#’43( -$-#$3# 3/ "")@)%3(, 4 20’"
3 /’*0M,)%3(. D$0%59 $.T)& @3--)+#’433 -$-#’"0()# 176 -#+’%34, "*0M,’( 38
+3-:%*$" 3 39 #’.034. E3.03$2+’B3( -$-#$3# 3/ 152 %’3&)%$"’%39.
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,-’+’ 1. ."/0’("+1’ 2’#’3 )//-$#"+’()4

A’%%’( 20’"’ =+)@$-#’"0()# $.L39 $./$+ $-%$"%5; /’@’,, +’--&’#+3"’)&5;
" @3--)+#’433: "5,3-0)%3) %)-.’0’%-3+$"’%%5; IJ $#$.+’H)%39 (2’#’3’

1), "5,3-0)%3) (=$0:)%)-.’0’%-3+$"’%%5; IJ .’+34)%#+$" (2’#’3’ 2) 3
"5,3-0)%3) (=$0:),’-#3,%5; IJ $#$.+’H)%39 (2’#’3’ 3). C3H) =+3")@)%5
&’#)&’#3,)-*3) B$+&:03+$"*3 /’@’,, ’ #’*H) *+’#*$) $.-:H@)%3) $2+’%3,)%39
-:L)-#":ML3; =$@;$@$".

A0( $.L%$-#3 3/0$H)%3( /’@’,3 @3--)+#’433 B$+&:03+:M#-( "
=+)@=$0$H)%33, ,#$ +’--&’#+3"’)&5) =+$-#+’%-#"’ ("0(M#-( =$01-*3&3
=+$-#+’%-#"’&3. C’ =+’*#3*), *’* =+’"30$, 3-=$01/:M#-( )"*03@$"5
=+$-#+’%-#"’ 303 3; =$@&%$H)-#"’; @)#’03 =+)@=$0$H)%39 =$ *’H@$9 3/
/’@’, =+3"$@(#-( " =$-0)@:ML3; 20’"’; +’.$#5.

A’0)) D-&)+%$) )"*03@$"$ =+$-#+’%-#"$ $.$/%’,’)#-( *’* (RD, ↓ · ↓), 2@)
↓·↓ $.$/%’,’)# )"*03@$": %$+&:; $.L3) =$01-*3) =+$-#+’%-#"’ $.$/%’,’M#-( *’*
(X , ↓ · ↓X ), (Y , ↓ · ↓Y). ?%$H)-#"$ P2(X ) $.$/%’,’)# &%$H)-#"$ ")+$(#%$-#%5;
&)+ %’ X - *$%),%5&3 "#$+5&3 &$&)%#’&3. U+$&) #$2$, &%$H)-#"$ M2,+(X )

$.$/%’,’)# %)$#+34’#)01%5) &)+5 %’ X - *$%),%5&3 "#$+5&3 &$&)%#’&3.
D+$-#+’%-#"$ "-); !"#$"$%&!%8 B:%*439 %’ X $.$/%’,’)#-( *’* C(X ). A0(
/’@’%%$9 &)+5 ω ↔ M2,+(X ↗ Y) )) =$0%’( &’--’ $.$/%’,’)#-( *’* ↓ω↓1

def
=)︃

X↗Y dω(x, y), )) &’+23%’05 $.$/%’,’M#-( *’* ωx, ωy. U+$&) #$2$, ω(·|x)
$.$/%’,’)# :-0$"%:M &"$/7*!/,*!0< &)+:. ?5 3-=$01/:)& f @0( $.$/%’,)%3(
-$=+(H)%%$9 =$ Z)%;)0M B:%*433 f : f(t)

def
= supu↔R{ut → f(u)}; IA → @0(

$.$/%’,)%3( "5=:*0$2$ 3%@3*’#$+’ &%$H)-#"’ A, #.). IA(x) = 0, )-03 x ↔ A;
IA(x) = +↘, )-03 x /↔ A. I.+’/ +’-=+)@)0)%3( P ↔ P2(RD) =+3 @)9-#"33
3/&)+3&$2$ $#$.+’H)%3( T : RD ≃ RD $.$/%’,’)#-( *’* T 𝜀P.

A0( #/1/B(*"14!%8 &)+ µ1,µ2 ↔ M2,+(X ) 3 =$0:%)=+)+5"%$9 -%3/:
B:%*433 f : R ≃ R ⇐ {↘} f-#)+$%D$(>)4 &)H@: µ1,µ2 $=+)@)0()#-( *’*

Df (µ1↓µ2)
def
=

[︃

X
f

]︃
dµ1

dµ2
(x)

⌊︃
dµ2(x), )-03 µ1 ⇒ µ2, 3 +↘ 3%’,). (1.1)

A0( #/1/B(*"14!/5 ’"$% µ ↔ M2,+(RD) )) K%#+$=3( [28] /’@’)#-( *’*

H(µ)
def
=→

[︃

RD

µ(x)logµ(x)dx+↓µ↓1, )-03 µ ’.-$0M#%$ %)=+., →↘ 3%’,). (1.2)
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1.1 *63)/-$()$ ($/7’-’(/)%"+’((68 "90):’-;(68 0%’(/9"%0(68

"0"7%’&$()<

G K#$& +’/@)0) =+3")@)%5 $=+)@)0)%3( *0’--3,)-*3; /’@’, IJ 3 3;
%)-.’0’%-3+$"’%%5; $.$.L)%39, ’ #’*H) @’%’ =$-#’%$"*’ 2’#’3) 1.

A0( ")+$(#%$-#%5; &)+ P ↔ P(X ), Q ↔ P(Y) /’@’,’ $=#3&’01%$2$
#+’%-=$+#’ B$+&:03+:)#-( *’*

OTc(P,Q)
def

= inf
ε↔!(P,Q)

[︃

X↗Y
c(x,y)dε(x,y), (1.3)

2@) c : X ↗Y ≃ R → %)=+)+5"%’( B:%*43( -#$3&$-#3, ’ !(P,Q) $.$/%’,’)#
&%$H)-#"$ #+’%-=$+#%5; =0’%$", #$ )-#1 ")+$(#%$-#%5; &)+ %’ X ↗ Y -
&’+23%’0’&3 P 3 Q. ?3%3&3/’#$+ ε↑ /’@’,3 (1.3) %’/5"’)#-( $=#3&’01%5&
#+’%-=$+#%5& =0’%$&, ’ -$$#")#-#":ML)) &3%3&’01%$) /%’,)%3) (1.3)
→ $=#3&’01%$9 #+’%-=$+#%$9 -#$3&$-#1M. D+3 "5=$0%)%33 -0’.5;
=+)@=$0$H)%39 $#%$-3#)01%$ +’-=+)@)0)%39 P, Q 3 B:%*433 -#$3&$-#3
$=#3&’01%59 =0’% ε↑ "-)2@’ -:L)-#":)#, %$ %) "-)2@’ ("0()#-( )@3%-#")%%5&
[29]. W+’"%)%3) (1.3) $.5,%$ %’/5"’)#-( @/$’01($/&-/5 A)!*/$/&(+) /’@’,3
$=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’, -&. +3-. 1.1.. V3+$*$ 3-=$01/:)&59 =+3&)+ /’@’,3
OT (1.3) @0( X = Y = RD → K#$ +’--#$(%3) G’-)+6#)9%’ "#$+$2$ =$+(@*’
(W2), #$ )-#1 /’@’,’ OT =+3 c(x,y) = ↓x → y↓22.

F-03 $=#3&’01%59 #+’%-=$+#%59 =0’% 3&))# "3@ ε↑ = [idX , T ↑]𝜀P @0(
%)*$#$+$2$ 3/&)+3&$2$ $#$.+’H)%3( T ↑ : X ≃ Y , #$ T ↑ %’/5"’)#-( IJ
$#$.+’H)%3)& 3/ P " Q, 3 /’@’,’ OT (1.3) =+3%3&’)# "3@

OTc(P,Q)
def

= inf
T 𝜔P=Q

[︃

X
c
⌋︃
x,T (x)

⌈︃
dP(x), (1.4)

2@) 3%B3&:& .)+)#-( =$ "-)& 3/&)+3&5& T : X ≃ Y , =)+)%$-(L3& P " Q
(#+’%-=$+#%5& $#$.+’H)%3(&), -&. +3-. 1.1’. J’*’( 6"*"$’(!($/&)!!)7
B$+&:03+$"*’ OT (1.4) %’/5"’)#-( 3)6)+"5 C/!B). G %)*$#$+5; -0:,’(;
/’@’,’ (1.4) &$H)# %) 3&)#1 &3%3&3/’#$+’ T ↑, =$K#$&: ,’-#$ +’--&’#+3"’)#-(
B$+&:03+$"*’ U’%#$+$"3,’. D+3 K#$& IJ =0’% ε↑ $=+)@)0()# $#$.+’H)%3)
T ↑ : x ⇑≃ ε↑(· | x), *$#$+$) " $.L)& -0:,’) ("0()#-( -#$;’-#3,)-*3&. ?)H@:
#)&, @0( $.)-=),)%3( "5=:*0$-#3 /’@’,3 3 2’+’%#33 )@3%-#")%%$-#3 +)6)%3(
,’-#$ +’--&’#+3"’)#-( K%#+$=39%’( B$+&:03+$"*’ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’
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’) Z$+&:03+$"*’ IJ ?$%H’. .) Z$+&:03+$"*’ OT U’%#$+$"3,’.
S3-. 1.1 > U0’--3,)-*3) B$+&:03+$"*3 $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’ (OT).

(entropy-regularized optimal transport, EOT), " *$#$+$9 * B:%*43$%’0: (1.3)
@$.’"0()#-( @$=$0%3#)01%59 K%#+$=39%59 +)2:0(+3/’#$+ →ϑH(ε).

U0’--3,)-*3) B$+&:03+$"*3 $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’ =+)@=$0’2’M#, ,#$
"-( ")+$(#%$-#%’( &’--’ +’-=+)@)0)%3( P =)+)%$-3#-( " Q. I@%’*$ "$ &%$23;
+)’01%5; -4)%’+3(; +’-=+)@)0)%3( -$@)+H’# "5.+$-5 303 =+$,3) %)#$,%$-#3,
*$#$+5) -0)@:)# 32%$+3+$"’#1. J’*3& $.+’/$&, "$/%3*’)# %)$.;$@3&$-#1
+’--&$#+)%3( B$+&:03+$"$* OT, =+)@$-#’"0(ML3; #+’%-=$+#%5) =0’%5,
:-#$9,3"5) * %)#$,%$-#(& " @’%%5;.

?’#’3’ 1 (G5,3-0)%3) %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’).
D17 #)$% &"$/7*!/,*!%8 $),#$"6"1"!(5 P ↔ P(X ), Q ↔ P(Y) 3)6)+)
!",.)1)!,($/&)!!/:/ ;2 (unbalanced optimal transport, UOT) 3)6)"*,7 -)-

UOTc,ϖ,ϕ(P,Q)
def
= inf

ω↔M+(X↗Y)

[︃

X↗Y
c(x,y)dω(x, y)+Dϖ (ωx↓P)+Dϕ (ωy↓Q) , (1.5)

:6" c(x,y) ↔ C(X ↗ Y) → !"#$"$%&!)7 @0!->(7 ,*/(’/,*(, ) Dϖ ( Dϕ → ?*/
f -6(&"$:"!>(( !) #$/,*$)!,*&)8 X ( Y ,//*&"*,*&"!!/, ,’. $(,. 1.2).

E"9"!(" 3)6)+( (1.5) ,//*&"*,*&0"* !)8/B6"!(< ’"$% ω↑↔M+(X ↗ Y),
-/*/$)7 6/,*)&17"* ’(!(’0’ & ?*/5 3)6)+". 2)-)7 ’"$) !)3%&)"*,7 UOT
#1)!/’, ) ,//*&"*,*&0<="" ’(!(’)14!/" 3!)+"!(" (1.5) → ,*/(’/,*4< UOT.
F$( ?*/’ UOT #1)! ω↑ /#$"6"17"* ,*/8),*(+",-/" (1( 6"*"$’(!(,*(+",-/"
/*/.$)B"!(" T ↑ : x ⇑≃ ω↑(· | x), !)3%&)"’/" UOT /*/.$)B"!("’.

Z$+&:03+$"*’ UOT (1.5) =+)@-#’"0()# -$.$9 $.$.L)%3) *0’--3,)-*$9
/’@’,3 OT (1.3). U$2@’ B:%*433 ϕ 3 ϖ ("0(M#-( "5=:*05&3 3%@3*’#$+’&3
&%$H)-#"’ {1}, #$ )-#1 =+3 ϕ(x) = ϖ(x) = Ix=1, f -@3")+2)%433 Dϖ (ωx↓P) 3
Dϕ (ωy↓Q) "5+$H@’M#-( " .)-*$%),%$-#1, )-03 P ⇓= ωx 303 Q ⇓= ωy, 3 +’"%5
%:0M " =+$#3"%$& -0:,’). J’*3& $.+’/$&, " @’%%$& ,’-#%$& -0:,’) /’@’,’
(1.5) -"$@3#-( * *0’--3,)-*$9 /’@’,) $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’ (OT) (1.3). F-03
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ϕ(x) = Ix=1, #$ " UOT /’@’,) B3*-3+:)#-( "#$+$9 &’+23%’0 =0’%’ ωy = Q 3 $%’
%’/5"’)#-( /’@’,)9 =$0:%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’ (semi-un\
balanced optimal transport, SUOT). !%’0$23,%$ -0:,’M *0’--3,)-*$9 /’@’,3 OT,
/’@’,’ %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ ?!*$/#(5!/:/ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’ (UEOT)
&$H)# .5#1 =$0:,)%’ @$.’"0)%3)& K%#+$=39%$2$ +)2:0(+3/’#$+’ →ϑH(ω) *
B:%*43$%’0: (1.5). I#&)#3&, ,#$ ;$#( %3H) +’--&’#+3"’M#-( $-%$"%5) -"$9-#"’
/’@’,3 UOT, " 4)0$& K#3 -"$9-#"’ "5=$0%(M#-( 3 @0( /’@’,3 UEOT.

Z$+&:03+$"*’ (1.5) /’@’,3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’
=+)@-#’"0()# -$.$9 $=#3&3/’43M ("$/&$H%$, %)03%)9%$2$) B:%*43$%’0’ $#
ω " =+$-#+’%-#") %)$#+34’#)01%5; &)+ %’ X ↗ Y . R’&)#3&, ,#$ @0(
=’+ P, Q $.L)2$ "3@’ ’%’03#3,)-*3) +)6)%3( (1.5) %)3/")-#%5, ’ +)6)%3)
@’%%$9 $=#3&3/’43$%%$9 /’@’,3 %’ =+’*#3*) "5,3-03#)01%$ /’#+:@%)%$ ""3@:
%)#+3"3’01%5; ,0)%$" @3")+2)%433.

A0( #)/1%$0(68 +’-=+)@)0)%39 P 3 Q - *$%),%5& %$-3#)0)&
/’@’,’ $.5,%$ +)6’)#-( &)#$@’&3 03%)9%$2$ =+$2+’&&3+$"’%3( 303 3;
+)2:0(+3/$"’%%5&3 "’+3’%#’&3, ,#$ =+3"$@3# * 3#)+’43$%%5& &’#+3,%5&
’02$+3#&’& [30]. G #$ H) "+)&(, =+3 +’.$#) - ($9%$%6+(6:) +’-=+)@)0)%3(&3,
@$-#:=%5&3 0361 ,)+)/ "5.$+*3, @3-*+)#%5) &)#$@5 #)+(M# KBB)*#3"%$-#1,
=$-*$01*: =$-#+$)%3) #+).:)&5; #$,%5; @3-*+)#3/’439 +’-=+)@)0)%39
-#’%$"3#-( "5,3-03#)01%$ %)$-:L)-#"3&5& [31].

A’0)) &5 =+3")@)& *+’#*39 $./$+ $-%$"%5; -:L)-#":ML3; &)#$@$"
+)6)%3( /’@’,3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ IJ (1.5) @0( %)=+)+5"%5; +’-=+)@)0)%39
P 3 Q 3 "5@)03& 3; *0M,)"5) $2+’%3,)%3(, :-#+’%()&5) " %’-#$(L)9 +’.$#).
D+)H@) "-)2$, &%$23) -$"+)&)%%5) &)#$@5, %’=+’"0)%%5) %’ +)6)%3) /’@’,3
UOT @0( %)=+)+5"%5; +’-=+)@)0)%39, =$-=+)H%)&: 3-=$01/:M# @3-*+)#%5)
+)6)%3( =+3 =$-#+$)%33 -"$3; ’02$+3#&$" [23; 24; 32]. I@%’*$ #)$+)#3,)-*’(
$.$-%$"’%%$-#1 +)6)%39 #’*3; &)#$@$", $-%$"’%%5; %’ +)6)%3(; /’@’,
@3-*+)#%$2$ IJ, $-#’)#-( %)@$-#’#$,%$ 3/:,)%%$9.

8:L)-#":ML3) %)=+)+5"%5) &)#$@5 UOT $-%$"’%5 %’ +)6)%33
@"$9-#")%%$9 /’@’,3 * (1.5) 3 =$-0)@:ML)& "$--#’%$"0)%33 UIJ $#$.+’H)%3(
T ↑ (@)#)+&3%3+$"’%%$2$ 303 -#$;’-#3,)-*$2$) =$ $4)%)%%5& @"$9-#")%%5&
=)+)&)%%5&. A0( P ↔ P2(X ), Q ↔ P2(Y) #+"</0+$((’4 K"%:=-)%"+1’

/’@’,3 UOT 3&))# -0)@:ML39 "3@ [28; 33]:

UOTc,ϖ,ϕ(P,Q) = sup
g
⌉︃

f↭c(·,·)

{︃
→
[︃

X
ϖ(→g(x))dP(x)→

[︃

Y
ϕ(→f(y))dQ(y)

}︃
, (1.6)
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2@) -:=+)&:& .)+)#-( =$ P-3%#)2+3+:)&5& B:%*43(& g : X ≃ R ⇐ {↘} 3
Q-3%#)2+3+:)&5& f : Y ≃ R ⇐ {↘} #’*3&, ,#$ ⇔x ↔ X , y ↔ Y : g(x) + f(y) ↭
c(x, y). P#3 B:%*433 $.5,%$ %’/5"’M#-( #/*"!>()1)’(.

U+$&) #$2$, -:L)-#":)# ’01#)+%’#3"%’( * (1.6) #/106&/5,*&"!!)7
@/$’01($/&-) UOT /’@’,3:

UOTc,ϖ,ϕ(P,Q) = sup
f↔C(Y)

{︃
→
[︃

X
ϖ(→f c(x))dP(x)→

[︃

Y
ϕ(→f(y))dQ(y)

}︃
, (1.7)

2@) c:=+)&:& .)+)#-( =$ %)=+)+5"%5& B:%*43(& (=$#)%43’0’&) f , ’ f c(x)

$.$/%’,’)# c-#$"/.$)3/&)!(": f c(x)
def
= infy↔Y

⌋︃
c(x,y)→f(y)

⌈︃
. D+3 K#$& @0(

$=#3&’01%$2$ =$#)%43’0’ f ↑ 3 UOT-=0’%’ ω↑ "5=$0%()#-( suppω↑(· |
x) ↖ argminy↔Y

⌋︃
c(x,y) → f ↑(y)

⌈︃
@0( ω↑

x
-=$,#3 "-); x. D+3 -#’%@’+#%5;

=+)@=$0$H)%3(;, $.)-=),3"’ML3; )@3%-#")%%$-#1 3 @)#)+&3%3+$"’%%$-#1
ω↑, K#$ =$/"$0()# "$--#’%$"3#1 UOT $#$.+’H)%3) T ↑(x) = argminy↔Y

⌋︃
c(x,y)→

f ↑(y)
⌈︃
, ’ #’*H) &’+23%’0 ω↑

x
, =$ $=#3&’01%$&: =$#)%43’0: f ↑. P#$#

B’*# =$/"$0()# +)6’#1 /’@’,: (1.5), -$-+)@$#$,3"63-1 #$01*$ %’ +)6)%33
@"$9-#")%%$9 303 =$0:@"$9-#")%%$9 /’@’, (1.6), (1.7), *$#$+5) =+)@-#’"0(M#-(
.$0)) =+$-#5&3 @0( +)6)%3(, =$-*$01*: :-#+’%(M# %)$.;$@3&$-#1 "
%)#+3"3’01%$9 &3%3&3/’433 @3")+2)%439 " =+(&$9 /’@’,) UOT (1.5). I@%’*$
+)6)%3) /’@’,3 (1.7), #$ )-#1 %’;$H@)%3) @"$9-#")%%5; =$#)%43’0$", $-#’)#-(
-0$H%5&, =$-*$01*: "5,3-0)%3) c-=+)$.+’/$"’%3( f c -’&$ =$ -).) =+)@-#’"0()#
/’@’,: $=#3&3/’433.

G +’.$#) [22] @’%%’( $=#3&3/’43$%%’( /’@’,’ =$3-*’ -)@0$"$9 #$,*3
+)6’)#-( - 3-=$01/$"’%3)& @":; %)9+$-)#)9, =’+’&)#+3/:ML3; =$#)%43’0 f 3
#+’%-=$+#%$) $#$.+’H)%3) T 3 $.:,’)&5; - =$&$L1M ’02$+3#&’ 2+’@3)%#%$2$
-=:-*’-=$@T)&’. G @+:2$9 +’.$#) [21] ""$@3#-( @$=$0%3#)01%’( =’+’&)#+3/’43(
@0( *$KBB343)%#’ &’-6#’.3+$"’%3( &)+5 P, #$ )-#1 "-)2$ +’--&’#+3"’M#-( #+3
%)9+$-)#3. G +)/:01#’#) @’%%5) &)#$@5 $=3+’M#-( %’ -0$H%:M %)9+$-)#)":M
=’+’&)#+3/’43M, &$2:# -#+’@’#1 $# ,3-0)%%$9 %)-#’.301%$-#3 " =+$4)--)
$.:,)%3( 3 #+).:M# #L’#)01%$2$ =$@.$+’ 23=)+=’+’&)#+$" [34].

G @3--)+#’433 9%$#-’D’$0/4 %$"59 3)/-$((6< :$0"# (20’"’ 2),
*$#$+59 =+)$@$0)"’)# $2+’%3,)%3( -:L)-#":ML3; =$@;$@$", ’ 3&)%%$, 3&))#
-#+$23) #)$+)#3,)-*3) $.$-%$"’%3(, $-%$"’% %’ 0)2*$9 =’+’&)#+3/’433 -
=$&$L1M -&)-3 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39 3 $.0’@’)# %)&3%3&’*-%5& 4)0)"5&
B:%*43$%’0$&.
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1.2 *63)/-$()$ 9"-=($/7’-’(/)%"+’(("D" EC 7’%)>$(0%’

?’#’3’ 2 (R’@’,’ =$3-*’ =$0:%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT .’+34)%#+’).
E),,’/*$(’ &"$/7*!/,*!%" ’"$% Pk ↔ P(Xk) ( !"#$"$%&!%" @0!->((
,*/(’/,*( ck(x,y) : Xk ↗ Y ⇑≃ R, k ↔ K. F0,*4 3)6)!% &",)
λk ↫ 0 *)-(", +*/

⟨
K

k=1 λk = 1, ( !)./$ f -6(&"$:"!>(5 ϖ[1:K]. G)6)+)
#/10!",.)1)!,($/&)!!/:/ /#*(’)14!/:/ *$)!,#/$*!/:/ .)$(>"!*$) ,/,*/(* &
!)8/B6"!(( ’(!(’(3)*/$) &3&"9"!!/5 ,0’’% 3)6)+ #/10!",.)1)!,($/&)!!/:/
OT (semi-unbalanced optimal transport, SUOT), ,’. $(,. 1.2.:

B↑
u

def
= inf

Q↔P(Y)
Bu(Q)

def
= inf

Q↔P(Y)

K⟩

k=1

λkSUOTck,ϖk(Pk,Q). (1.8)

C"$) Q↑, 6/,*)&17<=)7 ’(!(’0’ & 3)6)+" (1.8) (",1( /!) ,0=",*&0"*),
!)3%&)"*,7 SUOT .)$(>"!*$/’, Bu → @0!->(/!)1/’ #/10!",.)1)!,($/&)!!/:/
.)$(>"!*$), ) ":/ ’(!(’)14!/" 3!)+"!(" /./3!)+)"*,7 -)- B↑

u
.

G %’-#$(L)) "+)&( %) -:L)-#":)# KBB)*#3"%5; =$@;$@$" @0( "5,3-0)%3(
=$0:%)-.’0’%-3+$"’%%5; OT .’+34)%#+$" @0( -)&)9-#"’ %)=+)+5"%5;
+’-=+)@)0)%39 3 f -@3")+2)%439 $.L)2$ "3@’. 8:L)-#":ML3) &)#$@5
("0(M#-( 03.$ @3-*+)#%5&3 [35; 36], 03.$ +)6’M# *0’--3,)-*:M /’@’,:
OT .’+34)%#+’, *$#$+’( =+)@-#’"0()# -$.$9 ,’-#%59 -0:,’9 /’@’,3 SUOT
.’+34)%#+’ =+3 ϖk ↘ Ix=1 (⇔k ↔ K). A3-*+)#%5) =$@;$@5 -#+’@’M# $#
=+$.0)&, *$#$+5) $.-:H@’03-1 +’%)) " @’%%$& +’/@)0). ! 3&)%%$, " -0:,’),
*$2@’ ")+$(#%$-#%5) +’-=+)@)0)%3( P1, ...,Pk ("0(M#-( "5-$*$+’/&)+%5&3
%)=+)+5"%5&3 ")+$(#%$-#%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3, @3-*+)#%5) &)#$@5
"5,3-0)%3( SUOT .’+34)%#+’ %) $.)-=),3"’M# @$-#’#$,%$2$ *’,)-#"’,
=$-*$01*: #+).:)&5) #$,%5) @3-*+)#3/’433 +’-=+)@)0)%39 "5,3-03#)01%$
%)@$-#3H3&5. G #$ H) "+)&( %)=+)+5"%5) &)#$@5 +)6)%3( /’@’,3 OT
.’+34)%#+’ [14; 15; 37; 38] ,:"-#"3#)01%5 * %’03,3M %)H)0’#)01%$2$ 6:&’,
"5.+$-$" 3 =+$,3; %)#$,%$-#)9 "$ ";$@%5; @’%%5;.

G @’%%$9 @3--)+#’433 9%$#-’D’$0/4 =)+"59 3)/-$((6< :$0"# (20’"’
3 @’%%$9 +’.$#5) @0( "5,3-0)%3( =$0:%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT .’+34)%#+’
@0( -)&)9-#"’ %)=+)+5"%5; +’-=+)@)0)%39.
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’) R’@’,’ 1:
"5,3-0)%3)

%)-.’0’%--2$ OT =0’%’.

.) R’@’,’ 2: "5,3-0)%3)
SUOT .’+34)%#+’ P

-)&)9-#"’ {Pk}.

") R’@’,’ 3:
"5,3-0)%3) %)=$0%$2$
#+’%-=$+#%$2$ =0’%’.

S3-. 1.2 > 8;)&’#3,)-*’( 300M-#+’43( /’@’, 1, 2 3 3.

1.3 *63)/-$()$ 9"-=3’/0)3(68 OT "0"7%’&$()<

?’#’3’ 3 (G5,3-0)%3) %)=$0%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’). E),,’/*$(’
-/!"+!%5 #)$)’"*$ w ↫ 1. D17 3)6)!!%8 &"$/7*!/,*!%8 ’"$ P ↔ P(X ) (
Q ↔ P(Y) 3)6)+) !"#/1!/:/ /#*(’)14!/:/ *$)!,#/$*) (incomplete transport,
IT) /#$"6"17"*,7 -)-

Costw(P,Q)
def

= inf
ε↔!w(P,Q)

[︃

X↗Y
c(x,y)dε(x,y), (1.9)

:6" (!@(’0’ ."$"*,7 #/ ’!/B",*&0 !w(P,Q) &"$/7*!/,*!%8 ’"$ ε ↔ P(X ↗
Y), #"$&%5 ’)$:(!)1 -/*/$%8 06/&1"*&/$7"* $)&"!,*&0 εx=P, ) &*/$/5 →
!"$)&"!,*&0 εy↭wQ (,’. $(,. 1.2&).

G @’%%$9 @3--)+#’433 $-%$"%5& $.T)*#$& 3--0)@$"’%3( ("0()#-( /’@’,’
=$0:,’-#3,%$2$ OT - $-0’.0)%%5& "#$+5& &’+23%’0$&, $.$/%’,’)&’( *’*
/’@’,’ !"#/1!/:/ IJ (1.9). J’*’( /’@’,’ 3&))# @$=$0%3#)01%:M =+’*#3,)-*:M
4)%%$-#1, =$-*$01*: =+)@$-#’"0()# -=$-$. *$%#+$0( 3 =$"56)%3( -#)=)%3
-;$@-#"’ &)H@: -2)%)+3+$"’%%5&3 $.T)*#’&3 3 $.T)*#’&3 3/ 3-;$@%$2$
+’-=+)@)0)%3( P =:#)& "’+13+$"’%3( =’+’&)#+’ φ.

G ,’-#%$& -0:,’) w = 1 /’@’,’ (1.9) -"$@3#-( * *0’--3,)-*$9 /’@’,) OT
(1.3), #’* *’* %)+’")%-#"’ &$2:# .5#1 /’&)%)%5 +’")%-#"’&3. I@%’*$ =+3 @+:23;
/%’,)%3(; φ > 1 B$+&:03+$"*’ =$0:,’-#3,%$2$ OT =$/"$0()# "5,3-0(#1
OT $#$.+’H)%3( &)H@: 3-;$@%5& +’-=+)@)0)%3)& P 3 $=+)@)0)%%$9 ,’-#1M
(1/φ) 4)0)"$2$ +’-=+)@)0)%3( Q, *$%#+$03+:)&$9 =’+’&)#+$& φ. 8 @+:2$9
-#$+$%5, =$0:,’-#3,%59 OT =+)@-#’"0()# -$.$9 ,’-#%59 -0:,’9 B$+&:03+$"*3
,’-#3,%$2$ OT, *$#$+’( B$+&’03/:)# /’@’,: =$3-*’ OT =0’%$" &)H@: ,’-#(&3
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3-;$@%$2$ 3 4)0)"$2$ +’-=+)@)0)%39:

inf
mεx↭w0P
mεy↭w1Q

[︃

X↗Y
c(x,y)d

⧸︃
mε

⧹︃
(x,y). (1.10)

R@)-1 w0,w1↫m↫0 → *$%),%5) =’+’&)#+5, ’ 3%B3&:& .)+)#-( =$ "-)& &)+’&
ε↔P(X↗Y), :@$"0)#"$+(ML3& %)+’")%-#"’& mεx↭w0P 3 mεy↭w1Q.

C’:,%59 3 =+’*#3,)-*39 3%#)+)- * "5,3-0)%3M ,’-#3,%5; #+’%-=$+#%5;
=0’%$" ’%’0$23,)% $=3-’%%$&: +’%)) @0( -0:,’( %)-.’0’%-3+$"’%%$2$
#+’%-=$+#’. ! 3&)%%$, /’@’,’ ,’-#3,%$2$ IJ =+)@-#’"0()# -$.$9 )L) $@3%
-=$-$. $.$.L)%3( *0’--3,)-*$9 B$+&:03+$"*3 OT 3 #’*H) =$/"$0()# +’.$#’#1
- @’%%5&3, -$@)+H’L3&3 6:&, "5.+$-5 303 =+$,3) %)#$,%$-#3. G’H%$)
$#03,3) B$+&:03+$"*3 ,’-#3,%$2$ OT $# %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT -$-#$3# "
#$&, ,#$ " ,’-#3,%$& OT ("%$ B3*-3+:M#-( +’-=+)@)0)%3(, &)H@: *$#$+5&3
"5,3-0()#-( #+’%-=$+#%59 =0’%, #$2@’ *’* " %)-.’0’%-3+$"’%%$& OT K#3
+’-=+)@)0)%3( %) $=+)@)0)%5 $@%$/%’,%$.

80)@:)# $#&)#3#1, ,#$ %’;$H@)%3) %)=$0%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#%$2$
$#$.+’H)%3( (:-0$"%$2$ =0’%’) =+)@-#’"0()# -$.$9 -0$H%:M /’@’,:, =$-*$01*:
#+).:)# +’/+’.$#*3 &)#$@’, $.)-=),3"’ML)2$ "5=$0%)%3) :-0$"3( %)+’")%-#"’
@0( -2)%)+3+$"’%%$2$ 3 4)0)"$2$ +’-=+)@)0)%39. G %’-#$(L)) "+)&( -:L)-#":M#
#$01*$ @3-*+)#%5) =$@;$@5 [19] @0( "5,3-0)%3( ,’-#3,%5; OT $#$.+’H)%39
&)H@: +’-=+)@)0)%3(&3 P 3 Q. U’* $#&),’0$-1 +’%)), #’*3) @3-*+)#%5)
=$@;$@5 %) $.)-=),3"’M# @$-#’#$,%$2$ *’,)-#"’ " -0:,’) %)=+)+5"%5;
+’-=+)@)0)%39 P 3 Q.

G @’%%$9 @3--)+#’433 =+)@0’2’)#-( =)+"59 3)/-$((6< :$0"# (20’"’ 4
%’-#$(L)9 +’.$#5) @0( "5,3-0)%3( %)=$0%5; (=$0:,’-#3,%5;) OT $#$.+’H)%39
&)H@: %)=+)+5"%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3.
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,-’+’ 2. 5$0"# +63)/-$()4 ($/7’-’(/)%"+’((68 "90):’-;(68

0%’(/9"%0(68 "0"7%’&$()<

U0’--3,)-*’( /’@’,’ OT =$@")+H)%’ +’/03,%5& =+$.0)&’&, #’*3& *’*
,:"-#"3#)01%$-#1 * "5.+$-’& 3 @3-.’0’%-: *0’--$" " 3-;$@%$9 3 4)0)"$9
&)+’;. A’%%59 B’*# "@$;%$"30 +’/+’.$#*: &)#$@$", *$#$+5) +’.$#’M# -
/’@’,)9 !",.)1)!,($/&)!!/:/ OT (UOT) → $.$.L)%3)& OT, =$/"$0(ML3&
-&(2,’#1 :=$&(%:#5) =+$.0)&5 /’ -,)# $-0’.0)%3( :-0$"39 %’ &’+23%’05.
8:L)-#":ML3) &)#$@5 UOT 03.$ $-%$"’%5 %’ K"+3-#3,)-*3; =+3%43=’;, 03.$
("0(M#-( #(H)0$")-%5&3 3/-/’ -0$H%5; /’@’, $=#3&3/’433, "*0M,’ML3;
%)-*$01*$ %)9+$%%5; -)#)9. ?5 +)6’)& @’%%:M =+$.0)&: 3 =+)@0’2’)&
%$"59 #)$+)#3,)-*3 $.$-%$"’%%59, 0)2*$")-%59, &)#$@ %)-.’0’%-3+$"’%%$2$
K%#+$=39%$-+)2:0(+3/$"’%%$2$ OT (EOT). C’6) =+$@"3H)%3) -$-#$3# "
+’/+’.$#*) %$"$2$ "/20(@’ %’ $=#3&3/’43M /’@’,3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$
EOT (UEOT), @’ML)2$ "5,3-03#)01%$ :@$.%:M 3 %)-&3%3&’*-%:M 4)0)":M
B:%*43M. ?5 =$*’/5"’)&, ,#$ " -$,)#’%33 - 0)2*$9 =’+’&)#+3/’43)9, %)@’"%$
=+)@0$H)%%$9 " $.0’-#3, %’6’ 4)0)"’( B:%*43( =+3"$@3# * .5-#+$&:, =+$-#$&:
3 KBB)*#3"%$&: &)#$@:, *$#$+59 =$/"$0()# +)6’#1 /’@’,: %)=+)+5"%$2$ UEOT
/’ &3%:#5 %’ CPU. ?5 @$*’/5"’)&, ,#$ %’6 &)#$@ $.)-=),3"’)# :%3")+-’01%:M
’==+$*-3&’43M +)6)%39 UEOT 3 =$0:,’)& @0( %)2$ $4)%*3 $63.*3 $.$.L)%3(.
?5 =+3"$@3& 300M-#+’#3"%5) =+3&)+5 +’.$#5 &)#$@’.

I-%$"%5) +)/:01#’#5 20’"5 3/0$H)%5 " +’.$#) [A3]. ?)#$@, ’02$+3#& 3
#)$+)#3,)-*3) +)/:01#’#5, =+)@-#’"0)%%5) " 20’") 3 =:.03*’433, +’/+’.$#’%5 3
@$*’/’%5 ’"#$+$&. G-) *0M,)"5) K*-=)+3&)%#5 20’"5 " !2.6 =+$")@)%5 ’"#$+$&;
=$@2$#$"*’ 3 /’=:-* =+$2+’&&%5; +)’03/’439 ’01#)+%’#3"%5; &)#$@$" " !2.6.3
"5=$0%)%5 -$’"#$+$& +’.$#5 [A3].

2.1 *+$#$()$

G5,3-03#)01%59 /#*(’)14!%5 *$)!,#/$* (OT) /’+)*$&)%@$"’0 -).( *’*
&$L%59 3%-#+:&)%# @0( +)6)%3( +’/03,%5; =$=:0(+%5; /’@’,, %’=+3&)+,
=)+)"$@’ 3/$.+’H)%3)-"-3/$.+’H)%3) [5; 39>41], 2)%)+’433 3/$.+’H)%39
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[42>44] 3 =)+)%$-’ .3$0$23,)-*3; @’%%5; [45>47]. Q-#$+3,)-*3 .$0163%-#"$
+’%%3; +’.$# " K#$9 $.0’-#3 .50$ $-%$"’%$ %’ +)6)%33 /’@’,3 OT &)H@:
@3-*+)#%5&3 ")+$(#%$-#%5&3 &)+’&3 [7; 8]. N361 %)@’"%$ =+$2+)-- "
$.0’-#3 2)%)+’#3"%5; &$@)0)9 =+3"O0 * "/+5"%$&: 3%#)+)-: -$$.L)-#"’ ML *
+’/+’.$#*) ($9%$%6+(68 &)#$@$" IJ, -&. $./$+ [48]. D$-#’%$"*’ K#$9 /’@’,3
=+)@=$0’2’)#, ,#$ &$@)01 $.:,’)#-( $4)%3"’#1 OT =0’% &)H@: %)=+)+5"%5&3
&)+’&3, 3&)( " +’-=$+(H)%33 #$01*$ K&=3+3,)-*3) "5.$+*3 @’%%5; 3/ %3;.
Q/-/’ =+$.0)&, -"(/’%%5; - "5=:*0$-#1M /’@’,3 OT [4], &%$23) +’.$#5
+’--&’#+3"’M# /’@’,: EOT, #.). 3-=$01/:M# ?!*$/#(5!%" +)2:0(+3/’#$+5,
*$#$+5) 2’+’%#3+:M#, %’=+3&)+, )@3%-#")%%$-#1 $.:,)%%5; =0’%$".

J)& "+)&)%)& 3--0)@$"’#)03 $.+’L’M# "%3&’%3) 3 %’ @+:23) %)@$-#’#*3
*0’--3,)-*$9 /’@’,3 OT. I%’ %’*0’@5"’)# HO-#*3) $2+’%3,)%3( %’
&’+23%’01%5) &)+5 3, #’*3& $.+’/$&, %) @$=:-*’)# "’+3’439 &’--5. G
+)/:01#’#) OT @)&$%-#+3+:)# "5-$*:M ,:"-#"3#)01%$-#1 * @3-.’0’%-: *0’--$"
3 "5.+$-’& " 3-;$@%$9 3 4)0)"$9 &)+’; [49], *$#$+5) =+’*#3,)-*3 %)3/.)H%5
@0( .$0163; %’.$+$" @’%%5;. Y#$.5 =+)$@$0)#1 K#3 =+$.0)&5, $.5,%$
+’--&’#+3"’M# $.$.L)%3( /’@’,3 OT, %’=+3&)+ %)-.’0’%-3+$"’%%59 OT/EOT
(UOT/UEOT) [28; 33]. D$-#’%$"*3 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT/EOT @$=:-*’M#
3/&)%)%3) =$0%$9 &’--5 /’ -,O# $-0’.0)%3( &’+23%’01%5; $2+’%3,)%39
=$-+)@-#"$& 3-=$01/$"’%3( @3")+2)%439.

I.0’-#1M +’--&$#+)%3( K#$9 20’"5 ("0()#-( %)=+)+5"%’( /’@’,’ UEOT.
D$;$H), ,#$ " K#$9 $.0’-#3 )LO %) .50 +’/+’.$#’% &)#$@, *$#$+59 ("0()#-(
.5-#+5&, 0O2*3& 3 #)$+)#3,)-*3 $.$-%$"’%%5&. A)9-#"3#)01%$, &%$23) 3/
-:L)-#":ML3; =$@;$@$" -0)@:M# -"$)2$ +$@’ K"+3-#3,)-*3& =+3%43=’& 3
$-%$"5"’M#-( %’ +)6)%3(; @3-*+)#%$9 /’@’,3 OT. C’=+3&)+, [23] 3-=$01/:M#
+)2+)--3M @0( 3%#)+=$0(433 @3-*+)#%5; +)6)%39, ’ [24; 32] -#+$(# &$@)03
-$20’-$"’%3( =$#$*$" =$")+; %3;. D$,#3 "-) $-#’01%5) &)#$@5 [21; 22]
3-=$01/:M# %)-*$01*$ %)9+$-)#)9 - .$0163& *$03,)-#"$& 23=)+=’+’&)#+$"
3 #+).:M# /’#+’#%5; =$ "+)&)%3 =+$4)@:+ $=#3&3/’433. ?5 +)6’)& :*’/’%%5)
%)@$-#’#*3, ""$@( %$"59 0O2*39 &)#$@, *$#$+59 &$H)# 32+’#1 +$01 =+$-#$2$
.’/$"$2$ &)#$@’ @0( %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ EOT.

E/("+(6$ %$2=-;0’06 D-’+6. ?5 +’/+’.’#5"’)& %$"59 1H:-(5
&)#$@ @0( $4)%*3 %)=+)+5"%5; ($/7’-’(/)%"+’((68 EOT =0’%$" &)H@:
")+$(#%$-#%5&3 &)+’&3 (!2.4). C’6 &)#$@ 3&))# %)&3%3&’*-%:M 4)0)":M
B:%*43M $=#3&3/’433 3 3-=$01/:)# =’+’&)#+3/’43M UEOT =0’%$" " "3@) -&)-3
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2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39. ?5 =$0:,’)& $4)%*3 $.$.L’ML)9 -=$-$.%$-#3 @0(
&)#$@’ (!2.4.4) 3 K*-=)+3&)%#’01%$ =+$")+()& )2$ %’ %)-*$01*3; /’@’,’; (!2.6).

E7"2(’3$()4. ?5 +’.$#’)& " )"*03@$"$& =+$-#+’%-#") (Rd, ↓ · ↓).
?5 3-=$01/:)& P2,ac(Rd) @0( $.$/%’,)%3( &%$H)-#"’ ’.-$0M#%$ %)=+)+5"%5;
(a.c.) .$+)0)"-*3; ")+$(#%$-#%5; &)+ %’ Rd - *$%),%5& "#$+5& &$&)%#$&
3 @3BB)+)%43’01%$9 K%#+$=3)9. ?%$H)-#"$ %)$#+34’#)01%5; &)+ %’ Rd

- *$%),%5& "#$+5& &$&)%#$& $.$/%’,’)#-( *’* M2,+(Rd). ?5 3-=$01/:)&
C2(Rd) @0( $.$/%’,)%3( =+$-#+’%-#"’ "-); !"#$"$%&!%8 B:%*439 ζ : Rd ≃ R,
@0( *$#$+5; ∝a = a(ζ), b = b(ζ) #’*3), ,#$ ⇔x ↔ Rd: |ζ(x)| ↭ a + b↓x↓2.
D$@=+$-#+’%-#"$ B:%*439 3/ C2(Rd), *$#$+5) @$=$0%3#)01%$ /:$)!(+"!% ,&"$80,
$.$/%’,’)#-( *’* C2,b(Rd). A0( a.c. &)+5 p ↔ P2,ac(Rd) (303 M2,+(Rd))
&5 3-=$01/:)& p(x) @0( $.$/%’,)%3( )O =0$#%$-#3 " #$,*) x ↔ Rd. A0(
/’@’%%$9 a.c. &)+5 ω ↔ M2,+(Rd ↗ Rd) &5 $.$/%’,’)& )O =$0%:M &’--:
,)+)/ ↓ω↓1

def
=
)︃
Rd↗Rd ω(x, y) dxdy. ?5 3-=$01/:)& ωx(x), ωy(y) @0( $.$/%’,)%3(

&’+23%’0$" ω(x,y). I%3 :@$"0)#"$+(M# +’")%-#": ↓ωx↓1 = ↓ωy↓1 = ↓ω↓1. ?5
=36)& ω(·|x) @0( $.$/%’,)%3( :-0$"%$9 &"$/7*!/,*!/5 &)+5. U’H@’( #’*’(
&)+’ 3&))# )@3%3,%:M =$0%:M &’--:. ?5 3-=$01/:)& f @0( $.$/%’,)%3(
-$=+(H)%3( =$ Z)%;)0M B:%*433 f : f(t) def

= supu↔R{ut→ f(u)}. ?5 3-=$01/:)&
IA @0( $.$/%’,)%3( "5=:*0$2$ 3%@3*’#$+’ &%$H)-#"’ A, #.). IA(x) = 0, )-03
x ↔ A; IA(x) = +↘, )-03 x /↔ A.

2.2 .%$#+’%)0$-;(6$ /+$#$()4 " ($/7’-’(/)%"+’((": L(0%"9)<(":

"90):’-;(": 0%’(/9"%0$

G 4)0(; =$0%$#5 3/0$H)%3( " K#$9 20’") " @’%%$& +’/@)0) &5 )LO +’/
%’=$&%3& ,3#’#)0M $-%$"%5) -"$9-#"’ f -@3")+2)%439. R’#)& &5 @’@3& $./$+
-$$#")#-#":ML3; =$%(#39 K%#+$=39%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’ (EOT). R’
@$=$0%3#)01%5&3 =$@+$.%$-#(&3 $ -.’0’%-3+$"’%%$& EOT &5 $#-50’)& * [7;
8; 50], $ %)-.’0’%-3+$"’%%$& EOT → * [28; 33].

f-#)+$%D$(>)) #-4 9"-"&)0$-;(68 :$%. A0( #/1/B(*"14!%8 &)+
µ1,µ2 ↔ M2,+(Rd

→
) 3 =$0:%)=+)+5"%$9 -%3/: B:%*433 f : R ≃ R ⇐ {↘}

f -6(&"$:"!>(7 &)H@: µ1,µ2 $=+)@)0()#-( *’*

Df (µ1↓µ2)
def
=

[︃

Rd→
f

]︃
dµ1

dµ2
(x)

⌊︃
dµ2(x) )-03 µ1 ⇒ µ2 3 +↘ 3%’,).
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?5 +’--&’#+3"’)& #’*3) f(t), *$#$+5) ("0(M#-( "5=:*05&3, %)$#+34’#)01%5&3
3 $.+’L’M#-( " %$01 $@%$/%’,%$ =+3 t = 1. G K#$& -0:,’) Df ("0()#-(
*$++)*#%$9 &)+$9 +’/03,3( &)H@: @":&( =$0$H3#)01%5&3 &)+’&3 (-&.
/’&),’%3) %3H) @0( @$*’/’#)01-#"’ K#$2$ B’*#’). P#$ $/%’,’)#, ,#$
Df(µ1↓µ2) ↫ 0 3 Df(µ1↓µ2) = 0 #$2@’ 3 #$01*$ #$2@’, *$2@’ µ1 = µ2. G
K#$9 20’") &5 #’*H) =+)@=$0’2’)&, ,#$ "-) +’--&’#+3"’)&5) %’&3 f $.0’@’M#
-"$9-#"$&, ,#$ f ("0()#-( !"0.%&)<="5 B:%*43)9.

G)’"+)!(". G *0’--3,)-*$9 B$+&) f -@3")+2)%433 $=+)@)0(M#-( *’* &)+5
+’/03,3( &)H@: @":&( &"$/7*!/,*!%’( &)+’&3. P#$ $=+)@)0)%3) -0)@:)#
=)+)-&$#+)#1 =+3 +’.$#) - &)+’&3 =+$3/"$01%5; &’--. C3H) &5 =$*’/5"’)&, ,#$
)-03 B:%*43( f :@$"0)#"$+()# =)+),3-0)%%5& "56) -"$9-#"’&, #$ Df (µ1↓µ2)

("0()#-( *$++)*#%$9 &)+$9 +’/03,3( &)H@: @":&( =$0$H3#)01%5&3 &)+’&3.
D:-#1 µ1,µ2 ↔ M2,+(Rd

→
) → @") =$0$H3#)01%5) &)+5. J$2@’ f -@3")+2)%43(

:@$"0)#"$+()# Df (µ1↓µ2) ↫ 0, ,#$ $,)"3@%$ 3/ %)$#+34’#)01%$-#3 f . Q/
$=+)@)0)%3( Df (µ1↓µ2) 3 #$2$ B’*#’, ,#$ B:%*43( f $.+’L’)#-( " %$01
$@%$/%’,%$ " #$,*) {1}, &5 =$0:,’)&, ,#$ Df (µ1↓µ2) = 0 #$2@’ 3 #$01*$ #$2@’,
*$2@’ µ1(x) = µ2(x) "5=$0%()#-( µ2-=$,#3 "-M@:. C’ -’&$& @)0), µ1(x) = µ2(x)

@$0H%$ "5=$0%(#1-( @0( "-); x, #’* *’* µ1 @$0H%’ .5#1 ’.-$0M#%$ %)=+)+5"%’
$#%$-3#)01%$ µ2 (3%’,) Df (µ1↓µ2) =$0’2’)#-( +’"%$9 +↘).

A3")+2)%43( U:01.’*’–N)9.0)+’ DKL [20; 28] ("0()#-( ,’-#%5& -0:,’)&
#’*$9 f -@3")+2)%433 @0( =$0$H3#)01%5; &)+. I%’ 3&))# =$+$H@’ML:M
B:%*43M fKL(t)

def
= t log t→ t+1. G5=:*0’( -$=+(H)%%’( * %)9 B:%*43( →

fKL(t)=exp(t)→ 1. A+:2$9 =+3&)+ → χ2-@3")+2)%43( Dχ2, *$#$+’( =$+$H@’)#-(
B:%*43)9 fχ2(t)

def
= (t→ 1)2 =+3 t ↫ 0 3 ↘ 3%’,). G5=:*0’( -$=+(H)%%’( * %)9

B:%*43( +’"%’ fχ2(t) = →1, )-03 t <→2, 3 1
4t

2+t, *$2@’ t↫→2.
G)’"+)!(". D$ $=+)@)0)%3M "5=:*05) -$=+(H)%%5) * @3")+2)%43(& fKL

3 fχ2 B:%*433 ("0(M#-( -$.-#")%%5&3, "5=:*05&3 3 %):.5"’ML3&3. P#3
-"$9-#"’ 3-=$01/:M#-( " %)*$#$+5; %’63; #)$+)#3,)-*3; +)/:01#’#’;.

M(0%"9)4 #-4 9"-"&)0$-;(68 :$%. A0( µ ↔ M2,+(Rd
→
) )O K%#+$=3(

[28] /’@’O#-( *’*

H(µ)
def
=→

[︃

Rd→
µ(x)logµ(x)dx+ ↓µ↓1, )-03 µ ("0()#-( a.c. 3 →↘ 3%’,). (2.1)

U$2@’ µ ↔ P2,ac(Rd
→
), #.). ↓µ↓1 = 1, +’")%-#"$ (2.1) )-#1 $.5,%’(

@3BB)+)%43’01%’( K%#+$=3( =0M- 1.
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N-’//)3$/1’4 9"/0’("+1’ EOT (/ 1+’#%’0)3("< /0"):"/0;@).

S’--&$#+3& @") ")+$(#%$-#%5) &)+5 p ↔ P2,ac(Rd), q ↔ P2,ac(Rd). A0( ϑ > 0

/’@’,’ EOT &)H@: p 3 q 3&))# "3@

min
ε↔!(p,q)

[︃

Rd

[︃

Rd

↓x→ y↓2

2
ε(x, y)dxdy → ϑH(ε), (2.2)

2@) !(p,q) → &%$H)-#"$ ")+$(#%$-#%5; &)+ ε↔P2,ac(Rd↗Rd) - &’+23%’0’&3
p, q (#+’%-=$+#%5) =0’%5). D0’% ε↑, @$-#’"0(ML39 &3%3&:&, -:L)-#":)#, $%
)@3%-#")%)% 3 %’/5"’)#-( EOT #1)!/’.

U0’--3,)-*39 EOT %’*0’@5"’)# HO-#*3) $2+’%3,)%3( %’ &’+23%’05, ,#$
=+3"$@3# * %)-*$01*3& =+$.0)&’&, %’=+3&)+ ,:"-#"3#)01%$-#3 * "5.+$-’& [49],
%)-=$-$.%$-#3 $.+’.’#5"’#1 "$/&$H%5) -&)L)%3( &)+, #’*3) *’* @3-.’0’%-
*0’--$" " &)+’; p, q. R’@’,’ UEOT [21; 22] =+)$@$0)"’)# K#3 =+$.0)&5 /’ -,O#
$-0’.0)%3( $2+’%3,)%39 %’ &’+23%’05 [20].

."/0’("+1’ ($/7’-’(/)%"+’(("D" EOT (/ 1+’#%’0)3("<

/0"):"/0;@). D:-#1 Df1 3 Df2 → @") f -@3")+2)%433 %’ Rd. A0( @":;
")+$(#%$-#%5; &)+ p ↔ P2,ac(Rd), q ↔ P2,ac(Rd) 3 ϑ > 0 %)-.’0’%-3+$"’%%’(
/’@’,’ EOT &)H@: p 3 q /’*0M,’)#-( " %’;$H@)%33 &3%3&3/’#$+’

inf
ω↔M2,+(Rd↗Rd)

[︃

Rd

[︃

Rd

↓x→ y↓2

2
ω(x, y)dxdy→ϑH(ω)+Df1 (ωx↓p)+Df2 (ωy↓q) ,(2.3)

R@)-1 &3%3&:& @$-#32’)#-( @0( )@3%-#")%%$2$ =0’%’ ω↑, *$#$+59
%’/5"’)#-( !",.)1)!,($/&)!!%’ /#*(’)14!%’ ?!*$/#(5!%’ (UEOT) =0’%$&.
J3=3,%5) "5.$+5 fi (i ↔ [1,2]) 3&)M# "3@ fi(t) = τifKL(t) 303 fi(t) = τifχ2(t)

(τi > 0), ,#$ =+3"$@3#, -$$#")#-#")%%$, * &’-6#’.3+$"’%%5& DKL 3 Dχ2.
G @’%%$& -0:,’), ,)& .$016) τ1 (τ2), #)& -301%)) 6#+’B:)#-( ωx (ωy) /’
%)-$"=’@)%3) - -$$#")#-#":ML3& &’+23%’0$& p (q).

G)’"+)!(" 1. ]$#( &%$H)-#"$ M2,+(Rd ↗ Rd) -$@)+H3# %) #$01*$ a.c.
&)+5, 3%B3&:& " /’@’,) (2.3) @$-#32’)#-( %’ a.c. &)+) ω↑, =$-*$01*: -0’2’)&$)
→ϑH(ω↑) 3%’,) $.+’L’)#-( " +↘. J’*3& $.+’/$&, =$,#3 "-M@: " +’.$#) %’-
B’*#3,)-*3 3%#)+)-:)# =$@&%$H)-#"$ a.c. &)+ " M2,+(Rd ↗ Rd).

G)’"+)!(" 2. 8.’0’%-3+$"’%%’( /’@’,’ EOT (2.2) ("0()#-( ,’-#%5&
-0:,’)& (2.3). A)9-#"3#)01%$, =:-#1 f1 3 f2 .:@:# "5=:*05&3 3%@3*’#$+’&3
&%$H)-#"’ {1}, #.). f1 = f2 = Ix=1. J$2@’ f -@3")+2)%433 Df1 (ωx↓p) 3 Df2 (ωy↓q)
$.+’L’M#-( " .)-*$%),%$-#1, )-03 p ⇓= ωx 303 q ⇓= ωy, 3 $.+’L’M#-( " %$01
" =+$#3"%$& -0:,’).
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G+"</0+$((’4 K"%:’ ($/7’-’(/)%"+’(("< 2’#’3) EOT (2.3)
B$+&:03+:)#-( -0)@:ML3& $.+’/$&

sup
(ϕ,ϖ)

{︃
→ϑ
[︃

Rd

[︃

Rd

exp{
ϕ(x)+ϖ(y)→↓x→y↓2

2

ϑ
}dxdy→

[︃

Rd

f 1(→ϕ(x))p(x)dx→

[︃

Rd

f 2(→ϖ(y))q(y)dy

}︃
. (2.4)

Q/")-#%$, ,#$ -:L)-#":M# @") 3/&)+3&5) B:%*433 ϕ↑, ϖ↑, @$-#’"0(ML3)
&’*-3&:& " (2.4). I%3 3&)M# -0)@:ML:M -"(/1 - +)6)%3)& =+(&$9
%)-.’0’%-3+$"’%%$9 /’@’,3 (2.3):

ω↑(x, y)=exp{ϕ
↑(x)

ϑ
}exp{→↓x→ y↓2

2ϑ
}exp{ϖ

↑(y)

ϑ
}. (2.5)

G)’"+)!(". A0( %)*$#$+5; %’63; +)/:01#’#$" %’& =$#+).:)#-( $2+’%3,3#1
=$#)%43’05 (ϕ,ϖ) " /’@’,) (2.4) =+$-#+’%-#"$& C2,b(Rd)↗ C2,b(Rd). D$-*$01*:
:-#’%$"0)%%5) "’+3’%#5 @"$9-#")%%5; B$+& [28] $.5,%$ -$$#")#-#":M# @+:23&
B:%*43$%’01%5& =+$-#+’%-#"’&, " +’/@)0) 2.5.3 &5 "5"$@3& 3 #)$+)#3,)-*3
$.$-%$"5"’)& %$"59 "’+3’%# 6&/5,*&"!!/5 3)6)+( (2.4). R’&)#3&, ,#$ &$H)#
3&)#1 &)-#$ -3#:’43(, *$2@’ $=#3&’01%5) =$#)%43’05 ϖ↑,ϕ↑ /↔ C2,b(RD), #.).
-:=+)&:& %) @$-#32’)#-( " =+)@)0’; +’--&’#+3"’)&5; %’&3 =+$-#+’%-#". P#$
%) =+3%43=3’01%$ @0( %’63; =$-0)@:ML3; "5"$@$".

*63)/-)0$-;(’4 9"/0’("+1’ 2’#’3) UEOT. !%’03#3,)-*$) +)6)%3)
!",.)1)!,($/&)!!/5 /’@’,3 EOT, "$$.L) 2$"$+(, %)3/")-#%$.1 E$0)) #$2$, "
+)’01%5; =$-#’%$"*’;, 2@) =+3&)%3& %)-.’0’%-3+$"’%%59 EOT, &)+5 p, q

$.5,%$ %) @$-#:=%5 " ("%$& "3@), ’ /’@’%5 0361 ,)+)/ 3; K&=3+3,)-*3)
"5.$+*3 (%’.$+5 @’%%5;).

?5 =+)@=$0’2’)&, ,#$ &)+5 @’%%5; p, q ↔ P2,ac(Rd) %)3/")-#%5 3
@$-#:=%5 0361 =$ $2+’%3,)%%$&: ,3-0: %)/’"3-3&5; $@3%’*$"$ +’-=+)@)0O%%5;
%’.0M@)%39 {x0, ..., xN}′p, {y0, ..., yM}′q. ?5 -#+)&3&-( ’==+$*-3&3+$"’#1
$=#3&’01%59 UEOT =0’% ω↑, +)6’ML39 (2.3) &)H@: =$0%5&3 &)+’&3
p, q. G$--#’%$"0)%%5) =0’%5 @$0H%5 @$=:-*’#1 $4)%3"’%3) @0( @’%%5;
"%) $.:,’ML)9 "5.$+*3, #.). 2)%)+’43M "5.$+$* 3/ ω↑(·|xnew), 2@) xnew →
%$"’( #)-#$"’( #$,*’ (%) $.(/’#)01%$ =+3-:#-#":ML’( " $.:,’ML3; @’%%5;).
I=43$%’01%$ &$H)# =$#+).$"’#1-( "$/&$H%$-#1 =$0:,)%3( "5.$+$* 3/ ω↑

x
.

1
!"#$%&%’()*%( +(,("%- %./()&"0 $%,1 2$- "(*3&3+04 ’#)&"04 )$5’#(/. 6#7+%8(+, [51]

+#))8#&+%/#9& :#5))3/)*%( 8(+0 % .#2#’5 UEOT ) 2%/(+:(";%(< DKL /8()&3 2%==(+(";%#$1"3<

>"&+37%%. ?&# 73)&#"3/*# 3&$%’#(&)- 3& "#,(<.
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!"#$% &’%’(’ )*+,-+./ 0#$ 1$22#’,’13+1’"#? 45*’,+(",+6

[21] UOT

!"#$"% &’()*+’,-%+"..)/ max-min

0’12)(31’+4) UOT .$ ’-.’+"

c-&1"’51$6’+$.37, 3-&’(86)7 .",1’-"%3

9’:00. 2$-#%$531’+$.37 ω→(x)/p(x)

3 -%’;. OT ’%’51$<".3" T →(x,z)

=(’<.$7 max-min

>"("+$7 0).4>37;

3 .",1’-"%3

[23]
=&">.

UOT

!"?1"--37 &’+"1; *3-41"%.’?’ EOT

2"<*) 1"5$($.-31’+$..@23 2"1$23

&(/- 2"%’* .$ ’-.’+" ICNN [11]

9’:00. 2$-#%$531’+$.37, OT ’%’51.

2"<*) 2$-#%$531’+$..@23 2"1$23

A+13-%34$:

&135(3<".37 OT

.$ &’*+@5’14$;

[22] UOT
!"#$"% &’()*+’,-%+"..)/ max-min

0’12-4) UOT, 3-&’(86)7 .",1’-"%3
=%’;. UOT ’%’51$<".3" T →(x,z)

=(’<.$7 max-min

>"("+$7 0).4>37;

2 .",1’-"%3

[32] UEOT
=’?($-’+$.3" &’%’4’+ &’+"1;

*3-41. UEOT, 3-&’(86)7 .",1’-"%3

B$1$2"%136’+$..’" +"4%’1.’" &’("

(vt,ε)t↑[0,1] *(7 &"1".’-$ 2$--@

A+13-%34$:

&135(3<".37 OT

.$ &’*+@5’14$;

[24] UEOT

C-(’+.’" -’?($-’+$.3" &’%’4’+

&’+"1; *3-41"%.’?’ EOT

2"<*) 1"5$($.-31’+$..@23

2"1$23 - &’2’D8/ .",1’-"%",

9’:003>3".%@ 2$-#%$531’+$.37 3

&$1$2"%136’+$..’" )-(’+.’" +"4%’1.’"

&’(" (vt,ε)t↑[0,1] *(7 &"1".’-$ 2$--@

2"<*) 1"2$-#%$531’+$..@23 2"1$23

A+13-%34$:

&135(3<".37 OT

.$ &’*+@5’14$;

U-LightOT

(,’7)
UEOT

!"#$"% ."23.32$4-.)/ 0’12)(31’+4)

*+’,-%+"..’, 6$*$E3 UEOT, 3-&’(86)7

-2"-3 ?$)--’+-43; 1$-&1"*"(".3,

B(’%.’-%8 UEOT &($.$ ω→

3 &1’>"*)1) &’()E".37

+@5’1’4 x → ω→
x(·), y → ω→

y(·|x)

B$1$2"%136$>37

+ +3*" -2"-3

?$)--’+-43; 1$-&1.

J’.034’ 1 > 8+’"%)%3) =+3%43=$" -:L)-#":ML3; &)#$@$" UOT/UEOT 3
+’/+’.$#’%%$2$ %’&3 &)#$@’.

I=3-’%%’( =$-#’%$"*’ $.5,%$ %’/5"’)#-( !"#$"$%&!%’ EOT, )) %) -0)@:)#
=:#’#1 - 6(,-$"*!%’ EOT [7; 8]. [)01M =$-0)@%)2$ ("0()#-( "$--#’%$"0)%3)
(%)-.’0’%-3+$"’%%$2$) EOT =0’%’ &)H@: K&=3+3,)-*3&3 &)+’&3 p̂= 1

N

⟨
N

i=1δxi,
q̂= 1

M

⟨
M

j=1δyj , 3 out-of-sample $4)%3"’%3) $.5,%$ %) #+).:)#-(.

2.3 E72"% /=F$/0+=@F)8 :$0"#"+

G %’-#$(L)) "+)&( $.0’-#1 %)=+)+5"%5; &)#$@$" OT/EOT ’*#3"%$
+’/"3"’)#-(. C)*$#$+5) 3/ +’%%3; +’.$#, -"(/’%%5; - K#$9 #)&$9, 3-=$01/:M#
-#$3&$-#1 OT " *’,)-#") B:%*433 =$#)+1 [1; 9; 10]. P#3 =$@;$@5 @0( %’-
%) +)0)"’%#%5, #’* *’* $%3 %) $.:,’M# OT/EOT $#$.+’H)%3( (303 =0’%5).
D$@+$.%59 $./$+ =+3")@)% " +’.$#) [52].

G #$ H) "+)&( -:L)-#":)# .$016$) ,3-0$ +’.$# " @3-*+)#%$9 =$-#’%$"*)
OT/EOT [7; 53>55], -&. $./$+ " [8]. ?5 -%$"’ =$@,O+*3"’)&, ,#$ &)#$@5 #’*$2$
#3=’ @0( %’- %) +)0)"’%#%5, #’* *’* $%3 -#+$(# @3-*+)#%$) -$=$-#’"0)%3) &)H@:
/’@’%%5&3 ($.:,’ML3&3) "5.$+*’&3 3 $.5,%$ %) @’M# $.$.L)%3( %’ %$"5)
(#)-#$"5)) @’%%5). N361 %)@’"%$ " $.0’-#3 %’,’03 +’/+’.’#5"’#1-( =+$4)@:+5
$4)%3"’%3( @0( @’%%5; "%) $.:,’ML)9 "5.$+*3 %’ $-%$") %’ $-%$") @3-*+)#%$2$
OT 3 OT %’ =$@"5.$+*’;. C’=+3&)+, [56>61] " $-%$"%$& +’/+’.’#5"’M#
#’*3) $4)%3"’#)03, 3-=$01/:( .’+34)%#+3,)-*3) =+$)*433 @3-*+)#%5; EOT
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=0’%$". ]$#( K#3 =+$4)@:+5 $.0’@’M# ;$+$63&3 #)$+)#3,)-*3&3 -"$9-#"’&3,
3; &’-6#’.3+:)&$-#1 $-#’O#-( %)(-%$9.

!7’-’(/)%"+’((6$ :$0"#6 OT/EOT. 8:L)-#":)# $2+$&%$) ,3-0$
%)9+$-)#)"5; &)#$@$" @0( %)=+)+5"%$9 /’@’,3 OT. E$0163%-#"$ 3/ %3; $.:,’M#
OT $#$.+’H)%3( (303 =0’%5) =$-+)@-#"$& +)6)%3( /’@’,3 =$3-*’ -)@0$"$9
#$,*3 [13; 40; 62>64]. ]$#( %)@’"%3) +’.$#5 [2; 41; 65>67] +)6’M# /’@’,: EOT
(2.2), $%3 +’--&’#+3"’M# )O -.’0’%-3+$"’%%:M ")+-3M. 80)@$"’#)01%$, $%3 @0(
%’- %) +)0)"’%#%5. 8+)@3 K#3; +’.$# #$01*$ [66; 67] 3/.)2’M# %)#+3"3’01%5;
=+$4)@:+ $.:,)%3(/=$0:,)%3( "5.$+*3 3 3@)$0$23,)-*3 %’3.$0)) .03/*3 *
%’6)9. S’/03,3) &)H@: %3&3 /’*0M,’)#-( " 3-=$01/:)&$9 *$%*+)#%$9 B:%*433
=$#)+1. C’ -’&$& @)0), L0’ D-’+’ =+)@0’2’)# &)#$@, *$#$+59 "*0M,’)# " -).(
K#3 &)#$@5 3 $.$.L’)# 3; %’ %)-.’0’%-3+$"’%%59 -0:,’9. G5"$@ %’6)2$ &)#$@’
%)#+3"3’0)% 3 #+).:)# -)+1O/%$2$ &’#)&’#3,)-*$2$ ’==’+’#’, -&. !2.4.

B$/7’-’(/)%"+’((6$ :$0"#6 OT/EOT. D$@’"0(ML)) .$0163%-#"$
+’%%3; +’.$# " K#$9 $.0’-#3 =+)@0’2’M# &)#$@5 @0( @3-*+)#%$9 =$-#’%$"*3
UOT/UEOT [30; 68; 69], =$-#+$)%%5) %’ =+3%43=’;, *$#$+5) %)0)2*$
$.$.L3#1 %’ %)=+)+5"%:M =$-#’%$"*:. I@%’*$, &%$23) 3/ %)@’"%3; +’.$#,
*$#$+5) +’--&’#+3"’M# %)=+)+5"%:M %)-.’0’%-3+$"’%%:M =$-#’%$"*: OT/EOT,
3-=$01/:M# @3-*+)#%5) +)6)%3( =+3 =$-#+$)%33 -"$3; &)#$@$". C’=+3&)+, [23]
$.:,’M# %)9+$-)#1 =+)@-*’/5"’#1 *$KBB343)%#5 &’-6#’.3+$"’%3(, =$0:,)%%5)
- 3-=$01/$"’%3)& @3-*+)#%$2$ UEOT, $@%$"+)&)%%$ $.:,’( %)=+)+5"%5) OT
$#$.+’H)%3( - =$&$L1M &)#$@’ ICNN [11]. G [32] 3 [24] ’"#$+5 +)’03/:M# &$@)03
-$20’-$"’%3( =$#$*$" [70, FM] 3 :-0$"%5) &$@)03 -$20’-$"’%3( =$#$*$" =$")+;
@3-*+)#%5; UEOT =0’%$", -$$#")#-#")%%$. !02$+3#& =$-0)@%)9 +’.$#5 -$-#$3#
" $.:,)%33 %)9+$-)#)9 @0( =+)@-*’/’%3( *$KBB343)%#$" &’-6#’.3+$"’%3( 3
$@%$"+)&)%%$& $.:,)%33 :-0$"%$2$ ")*#$+%$2$ =$0( @0( =)+)%$-’ &’--5 &)H@:
=)+).’0’%-3+$"’%%5&3 &)+’&3. C)-&$#+( %’ =+’*#3,)-*:M KBB)*#3"%$-#1
K#3; &)#$@$", "-O )LO %)(-%$, " *’*$9 -#)=)%3 #’*3) ’==+$*-3&’433 UEOT
=0’%$" #)$+)#3,)-*3 $.$-%$"’%5.

C)@’"%3) +’.$#5 [21; 22] " .$016)9 -#)=)%3 -"(/’%5 - %’63&
3--0)@$"’%3)&, #’* *’* $%3 %) $=3+’M#-( %’ @3-*+)#%5) OT ’==+$*-3&’433
#+’%-=$+#%$2$ =0’%’. I@%’*$ $%3 3&)M# %)#+3"3’01%5) &3%3&’*-%5) 4)0)"5)
B:%*433 $=#3&3/’433, +)6’)&5) - 3-=$01/$"’%3)& ,1/B!%8 =+$4)@:+ "
-#30) 2)%)+’#3"%$--$-#(/’#)01%5; -)#)9 (GAN). G +)/:01#’#) #’*3) &$@)03
GAN ,’-#$ $=3+’M#-( %’ #(HO0:M %)9+$-)#)":M =’+’&)#+3/’43M, &$2:#
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.5#1 =$@")+H)%5 %)-#’.301%$-#(& "$ "+)&( $.:,)%3( 3 #+).:M# #L’#)01%$2$
=$@.$+’ 23=)+=’+’&)#+$" [34].

A0( =$0%$#5 :=$&(%)& @+:23) &)#$@5, *$#$+5) 0361 " %).$016$9 -#)=)%3
+)0)"’%#%5 @0( %’-. S’.$#5 [49; 71] "*0M,’M# %)-.’0’%-3+$"’%%59 OT "
4)0)":M B:%*43M @0( $.:,)%3( &$@)0)9 GAN, %’4)0)%%5; %’ =$+$H@)%3)
"5.$+$* 3/ 6:&’. U+$&) #$2$, " ^0’") 4 @3--)+#’433 +’--&’#+3"’)#-(
&)#$@ =$0:,’-#3,%$2$ OT, *$#$+59 $-0’.0()# 0361 $@%$ 3/ &’+23%’01%5;
$2+’%3,)%39 OT 3 ("0()#-( &)%)) $.L3&, ,)& %)-.’0’%-3+$"’%%59 OT.

G $#03,3) $# =)+),3-0)%%5; =$@;$@$", " K#$9 20’") =+)@0’2’)#-(
*"/$"*(+",-( /./,!/&)!!%5 ( 1H:-(5 &)#$@ +)6)%3( /’@’,3 UEOT, -&. J’.034:
1 @0( =$@+$.%$2$ -+’"%)%3( &)#$@$".

2.4 IOD1)< ($/7’-’(/)%"+’((6< ($:)():’1/(6< :$0"#

G K#$& +’/@)0) &5 "5"$@3& 4)0)":M B:%*43M $=#3&3/’433
(!2.4.1) %’6)2$ &)#$@’ U-LightOT, =+)@-#’"0()& =+’*#3,)-*3) ’-=)*#5
=+$4)@:+ $.:,)%3( 3 =$0:,)%3( "5.$+*3 (!2.4.2) 3 "5"$@3& $4)%*3
$.$.L’ML)9 -=$-$.%$-#3 @0( %’6)2$ &)#$@’ (!2.4.4). ?5 =+3"$@3&
6/-)3)*"14,*&) &,"8 *"/$"*(+",-(8 $"3014*)*/& " +’/@)0) 2.5.

2.4.1 *6+"# >$-$+"< K=(1>)) "90):)2’>))

80)@:( $=3-’%%$9 "56) -;)&) $.:,)%3(, &5 -#+)&3&-( =$0:,3#1
=’+’&)#+3,)-*:M ’==+$*-3&’43M ωθ,φ UEOT =0’%’ ω↑. R@)-1 θ,φ → =’+’&)#+5
&$@)03, *$#$+5) #+).:)#-( $.:,3#1, 3 =$/H) -#’%)# (-%$, =$,)&: &5 +’/@)0()&
3; %’ @") 2+:==5. A0( "$--#’%$"0)%3( ωθ,φ ∞ ω↑, &5 -#+)&3&-( $.:,3#1 θ,φ

=:#O& %)=$-+)@-#")%%$9 &3%3&3/’433 @3")+2)%433 DKL &)H@: ωθ,φ 3 ω↑:

DKL (ω
↑↓ωθ,φ) ≃ min

(θ,φ)
. (2.6)

I-%$"%’( #+:@%$-#1 K#$9 4)0)"$9 B:%*433 $=#3&3/’433 (2.6) $,)"3@%’:
UEOT =0’% ω↑ ("0()#-( !"(3&",*!%’. U -,’-#1M, %3H) &5 =$*’H)&, ,#$
-:L)-#":)# "$/&$H%$-#1 $=#3&3/3+$"’#1 (2.6), %) /%’( ω↑.
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G-=$&%3&, ,#$ $=#3&’01%59 UEOT =0’% ω↑ 3&))# "3@ (2.5). 8%’,’0’ &5
-@)0’)& %)*$#$+5) /’&)%5 =)+)&)%%5;. G ,’-#%$-#3, &5 $=+)@)03& v↑(y)

def
=

exp{2ϖ↑(y)→↓y↓2
2ϑ }. Z$+&:0’ (2.5) #$2@’ =+3%3&’)# "3@

ω↑(x, y)=exp{2ϕ
↑(x)→↓x↓2

2ϑ
}exp{∈x, y∋

ϑ
}v↑(y)=△ω↑(y|x)▽exp{∈x, y∋

ϑ
}v↑(y).(2.7)

D$-*$01*: :-0$"%59 =0’% 3&))# )@3%3,%:M &’--:, &5 &$H)& /’=3-’#1

ω↑(y|x) = exp{∈x, y∋
ϑ

} v
↑(y)

cv↑(x)
(2.8)

2@) cv↑(x)
def
=

)︃
Rd exp{ ∈x,y∋

ϑ }v↑(y)dy ("0()#-( %$+&3+$"$,%$9 *$%-#’%#$9,
$.)-=),3"’ML)9 +’")%-#"$

)︃
Rd ω↑(y|x)dy = 1.

S’--&$#+3& +’/0$H)%3) ω↑(x, y) = ω↑
x
(x)ω↑(y|x). I%$ =$*’/5"’)#, ,#$

@0( =$0:,)%3( =’+’&)#+3/’433 "-)2$ =0’%’ ω↑(x,y) @$-#’#$,%$ +’--&$#+)#1
=’+’&)#+3/’433 @0( )2$ 0)"$2$ &’+23%’0’ ω↑

x
3 :-0$"%$9 &)+5 ω↑(y|x). J)&

"+)&)%)&, +’")%-#"$ (2.8) =$*’/5"’)#, ,#$ 0,1/&!%" ’"$% ω↑(·|x) #/1!/,*4<
3)6)<*,7 #"$"’"!!/5 v↑. ?5 3-=$01/:)& K#3 %’.0M@)%3( @0( =’+’&)#+3/’433
ωθ,φ. D$0$H3&

ωθ,φ(x,y)
def
= uφ(x)ωθ(y|x)=uφ(x)

exp{∈x,y∋/ϑ}vθ(y)
cθ(x)

, (2.9)

2@) uφ, vθ =’+’&)#+3/:M# &)+: &’+23%’0’ ω↑
x

3 =)+)&)%%:M v↑, -$$#")#-#")%%$. G
-"$M $,)+)@1, *$%-#’%#’ cθ(x)

def
=
)︃
Rd exp{ ∈x,y∋

ϑ }vθ(y)dy ("0()#-( =’+’&)#+3/’43)9
cv↑(x). A’0)) @)&$%-#+3+:)#-( %’6 "/("+("< %$2=-;0’0, *$#$+59 =$*’/5"’)#,
,#$ $=#3&3/’43( (2.6) &$H)# .5#1 "5=$0%)%’ ."3 @$-#:=’ * ω↑.

C$"%$:’ 2.4.1 (G5,3-03&’( B$+&’ &3%3&3/’433 DKL). F$"6#/1/B(’, +*/
ω↑ #)$)’"*$(30"*,7 , (,#/143/&)!("’ (2.9). 2/:6) (’""* ’",*/ ,1"60<=)7
/>"!-): ϑDKL (ω↑↓ωθ,φ)↭L(θ,φ)→ L↑, :6"

L(θ,φ)
def
=[︃

Rd

f 1(→ϑ log
uφ(x)

cθ(x)
→↓x↓2

2
)p(x)dx+

[︃

Rd

f 2(→ϑ log vθ(y)→
↓y↓2

2
)q(y)dy+ϑ↓uφ↓1,(2.10)

) -/!,*)!*) (→L↑) 7&17"*,7 /#*(’)14!%’ 3!)+"!("’ 6&/5,*&"!!/5 @/$’%
(2.4). ;>"!-) 7&17"*,7 ,)-.)/ & */’ ,’%,1", +*/ /!) /.$)=)"*,7 & 0 = 0,
-/:6) vθ(y)=exp{2ϖ↑(y)→↓y↓2/2ϑ} ( uφ(x)=cθ(x) exp{2ϕ↑(x)→↓x↓2/2ϑ}.
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Z’*#3,)-*3, (2.10) ("0()#-( @"$9-#")%%$9 B$+&$9 (2.4), %$ - =$#)%43’0’&3
(ϕ,ϖ), "5+’H)%%5&3 ,)+)/ uφ, vθ (3 cθ):

ϕ(x)̸ϕθ,φ(x)=ϑlog
uφ(x)

cθ(x)
+
↓x↓2

2
, ϖ(y)̸ϖθ(y)=ϑ log vθ(y)+

↓y↓2

2
.

A’%%59 +)/:01#’# &$H%$ 3%#)+=+)#3+$"’#1 *’* $4)%*: *’,)-#"’ =+3.03HO%%$2$
+)6)%3( ωθ,φ /’@’,3 (2.3), "$--#’%$"0)%%$2$ 3/ =+3.03HO%%$2$ +)6)%3(
@"$9-#")%%$9 /’@’,3 (2.4). F2$ &$H%$ @$*’/’#1 %’=+(&:M, 3-=$01/:( 3-;$@%5)
$.$/%’,)%3( (ϕ,ϖ) @"$9-#")%%$9 /’@’,3, %$ &5 3-=$01/:)& (uφ,vθ), =$-*$01*:
=+3 #’*$9 /’&)%) =)+)&)%%5; "3@ "$--#’%$"0)%%$2$ =0’%’ ωθ,φ ("0()#-( .$0))
3%#)+=+)#3+:)&5& (uφ /’@’O# 0)"59 &’+23%’0, vθ → :-0$"%5) &)+5).

G&)-#$ $=#3&3/’433 (2.6) @0( =$0:,)%3( ωθ,φ &5 &$H)& $=#3&3/3+$"’#1
")+;%MM $4)%*: (2.10), *$#$+’( ("0()#-( .$0)) "5,3-03&$9. A)9-#"3#)01%$,
(2.10) ("0()#-( -:&&$9 &’#)&’#3,)-*3; $H3@’%39 =$ ")+$(#%$-#%5& &)+’& p,q.
?5 &$H)& =$0:,3#1 $4)%*: ?$%#)-U’+0$ (2.10) =$ -0:,’9%5& "5.$+*’& 3
$=#3&3/3+$"’#1 )O - =$&$L1M =+$4)@:+5 -#$;’-#3,)-*$2$ 2+’@3)%#%$2$ -=:-*’
=$ (θ,φ). I-%$"%$9 +62"+ /@)-1 /’*0M,’)#-( " "5,3-0)%33 =)+)&)%%$9 cθ 3
-0’2’)&$2$ ↓uφ↓1. C3H) &5 =+)@0’2’)& :&%:M =’+’&)#+3/’43M, =+3 *$#$+$9
$.) ")03,3%5 &$2:# .5#1 "5")@)%5 ’%’03#3,)-*3.

2.4.2 .’%’:$0%)2’>)4 ) 9%">$#=%’ "90):)2’>))

.’%’:$0%)2’>)4. G-=$&%3&, ,#$ uφ =’+’&)#+3/:)# =0$#%$-#1
&’+23%’0’ ω↑

x
, *$#$+’( ("0()#-( %)%$+&3+$"’%%$9. D$@-#’"0(( x = 0 "

:+’"%)%3) (2.7), &5 =$0:,’)& ω↑(y|x = 0) ▽ v↑(y), ,#$ $/%’,’)#, ,#$ v↑

#’*H) -$$#")#-#":)# %)%$+&3+$"’%%$9 =0$#%$-#3 &)+5. P#$ &$#3"3+:)# %’-
3-=$01/$"’#1 =’+’&)#+3/’43M " "3@) %)%$+&3+$"’%%$9 -&)-3 2’:--$"-*3;
+’-=+)@)0)%39 @0( =$#)%43’0’ vθ(y) 3 &)+5 uφ(x):

vθ(y)=
K⟩

k=1

αkN (y|rk,ϑSk); uφ(x)=
L⟩

l=1

βlN (x|µl,ϑ”l). (2.11)

R@)-1 θ
def
= {αk, rk, Sk}Kk=1, φ

def
= {βl,µl,”l}Ll=1, 2@) αk,βl ↫ 0, rk,µl ↔ Rd 3

0 ↦ Sk,”l ↔ Rd↗d. U$"’+3’43$%%5) &’#+345 &’-6#’.3+:M#-( %’ ϑ @0( :@$.-#"’.
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A0( K#$2$ #3=’ =’+’&)#+3/’433 "5=$0%()#-(, ,#$ ↓uφ↓1 =
⟨

L

l=1 βl. E$0))
#$2$, -:L)-#":M# "5+’H)%3( " /’&*%:#$9 B$+&) @0( %$+&3+$"$,%$9 *$%-#’%#5
cθ(x) 3 :-0$"%$2$ =0’%’ ωθ(y|x), -&. [66, Proposition 3.2]. ! 3&)%%$, $=+)@)03&
rk(x)

def
= rk + Skx 3 ⧸︁αk(x)

def
= αk exp{x

T
Skx+2rTk x

2ϑ }. J$2@’ "5=$0%)%$

cθ(x) =
K⟩

k=1

⧸︁αk(x); ωθ(y|x) =
1

cθ(x)

K⟩

k=1

⧸︁αk(x)N (y|rk(x), ϑSk). (2.12)

Q-=$01/:( K#$# +)/:01#’# 3 (2.11), &5 =$0:,’)& "5+’H)%3) @0( ωθ,φ:

ωθ,φ(x,y)=uφ(x)·ωθ(y|x)=
L⟩

l=1

βlN (x|µl,ϑ”l)

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
uϑ(x)

·
⟨

K

k=1 ⧸︁αk(x)N (y|rk(x), ϑSk)⟨
K

k=1 ⧸︁αk(x)⃥︁ ⎛⎞ ⎡
ωε(y|x)

.(2.13)

E7=3$()$. C’=$&%3&, ,#$ &)+5 p, q @$-#:=%5 0361 =$ %)*$#$+$&: ,3-0:
K&=3+3,)-*3; "5.$+$* (-&. -;)&: $.:,)%3( " !2.2). J’*3& $.+’/$&, =$ "5.$+*’&
{x1,...,xN} 3 {y1,...,yM} &5 $=#3&3/3+:)& K&=3+3,)-*39 ’%’0$2 (2.10):

⎤L(θ, w)def
=

1

N

N⟩

i=1

f 1(→ϑ log
uφ(xi)

cθ(xi)
→↓xi↓2

2
)+

1

M

M⟩

j=1

f 2(→ϑ log vθ(yj)→
↓yj↓2

2
)+ϑ↓uφ↓1(2.14)

3-=$01/:( =+$4)@:+: -#$;’-#3,)-*$2$ 2+’@3)%#%$2$ -=:-*’ =$ =’+’&)#+’& (θ, w).
G =’+’&)#+3/’433 vθ 3 uφ (2.11) &5 3-=$01/:)& @3’2$%’01%5) &’#+345 Sk,
”l. P#$ =$/"$0()# :&)%163#1 ,3-0$ $.:,’)&5; =’+’&)#+$" " θ 3 :-*$+3#1
"5,3-0)%3) $.+’#%5; &’#+34 S→1

k
, ”→1

l
.

."-=3$()$ +67"%"1 3/ :-0$"%5; &)+ 3 &)+5 &’+23%’0’ ωθ(y|x) ∞
ω↑(y|x), uφ ∞ ω↑

x
("0()#-( =+$-#5& 3 0O2*3&, =$-*$01*: $%3 ("%$

=’+’&)#+3/$"’%5 *’* -&)-3 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39, -&. (2.12), (2.11).

2.4.3 !+42; / 9%$#P$/0+=@F):) %’7"0’:), 7-)21):) 9" 0$:’0)1$

Q@)( 3-=$01/$"’%3( =’+’&)#+3/’433 " "3@) -&)-3 2’:--$"-*3;
+’-=+)@)0)%39 @0( @"$9-#")%%5; =$#)%43’0$" " /’@’,’;, -"(/’%%5; - EOT,
"=)+"5) =$("30’-1 " +’.$#) [72], =+)@0’2’ML)9 &)#$@$0$23M @0( =$0:,)%3(
K#’0$%%5; =’+ ")+$(#%$-#%5; &)+ - 3/")-#%5& EOT +)6)%3)& &)H@: %3&3.
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G [66] ’"#$+5 3-=$01/$"’03 K#$# #3= =’+’&)#+3/’433, ,#$.5 =$0:,3#1 0O2*39
&)#$@ (LightSB) @0( /7’-’(/)%"+’(("D" EOT.

C’6 &)#$@ @0( ($/7’-’(/)%"+’(("D" EOT (2.10) "*0M,’)# " -).( 3;
&)#$@ @0( -.’0’%-3+$"’%%$2$ EOT, #’* H) *’* $@%’ /’@’,’ ("0()#-( $.$.L)%3)&
@+:2$9 @0( ,’-#%$2$ -0:,’( @3")+2)%439, -&. /’&),’%3) " !2.2. D:-#1 f1, f2
.:@:# "5=:*05&3 3%@3*’#$+’&3 &%$H)-#"’ {1}. J$2@’ f1(t) = t 3 f2(t) = t,
3 4)0)"’( B:%*43( (2.10) =+3%3&’)# "3@

L(θ,φ)=

[︃

Rd

(→ϑ log
uφ(x)

cθ(x)
→↓x↓2

2
)p(x)dx+

[︃

Rd

(→ϑ log vθ(y)→
↓y↓2

2
)q(y)dy+ϑ↓uφ↓1=

→ϑ
⎣[︃

Rd

log
uφ(x)

cθ(x)
p(x)dx+

[︃

Rd

log vθ(y)q(y)dy→↓uφ↓1
⎦
→
[︃

Rd

↓x↓2

2
p(x)dx→

[︃

Rd

↓y↓2

2
q(y)dy

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
def
=Const(p,q)

=

ϑ
⌋︃[︃

Rd

log cθ(x)p(x)dx
⌈︃
→
[︃

Rd

log vθ(y)q(y)dy
⌈︃
→ (2.15)

ϑ

[︃

Rd

log uφ(x)p(x)dx+ϑ↓uφ↓1→Const(p,q). (2.16)

R@)-1 -#+$*’ (2.15) /’"3-3# 3-*0M,3#)01%$ $# θ 3 " #$,%$-#3 -$"=’@’)# - 4)0)"$9
B:%*43)9 LightSB, -&. [66, D+)@0$H)%3) 8]. G #$ H) "+)&(, -#+$*’ (2.16) /’"3-3#
#$01*$ $# φ, 3 )O &3%3&:& @$-#32’)#-( =+3 uφ = p. J’*3& $.+’/$&, K#’ ,’-#1
B’*#3,)-*3 %) %:H%’ " -.’0’%-3+$"’%%$& -0:,’), -&. [66, D+30$H)%3) C].

2.4.4 E>$(1) "7"7F’@F$< /9"/"7("/0) ) /+"</0+" =()+$%/’-;("<

’99%"1/):’>))

J)$+)#3,)-*3, ,#$.5 "$--#’%$"3#1 UEOT =0’% ω↑, #+).:)#-( +)63#1 /’@’,:
L(θ,φ) ≃ minθ,φ, *’* :#")+H@’)#-( " %’6)9 J)$+)&) 2.4.1. C’ =+’*#3*)
&)+5 p 3 q @$-#:=%5 ,)+)/ K&=3+3,)-*3) "5.$+*3 X

def
= {x1,...,xN} 3 Y

def
=

{y1,...,yM}, =$K#$&: #+).:)#-( $=#3&3/3+$"’#1 K&=3+3,)-*39 ’%’0$2 ⎤L(θ,φ)

B:%*433 L(θ,φ), -&. (2.14). U+$&) #$2$, @$-#:=%5) =$#)%43’05 uφ, vθ, =$
*$#$+5& $=#3&3/3+:)#-( 4)0)"’( B:%*43(, =+3%’@0)H’# $2+’%3,)%%$&: *0’--:
B:%*439. G ,’-#%$-#3, &5 +’--&’#+3"’)& %)%$+&3+$"’%%5) -&)-3 2’:--$"-*3;
+’-=+)@)0)%39 uφ, vθ - L 3 K *$&=$%)%#’&3 -$$#")#-#")%%$. J’*3& $.+’/$&,
"$/%3*’)# )-#)-#")%%59 "$=+$-: (’/1"-;1" 7-)2"1 +"//0’("+-$((6< 9-’(
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ω⎤θ, ⎤φ 1 UEOT 9-’(= ω↑ =+3 :-0$"33, ,#$ (⎤θ, ⎤φ) = argminθ,φ ⎤L(θ,φ)? Y#$.5

$#")#3#1 %’ K#$# "$=+$-, &5 3/:,’)& /9(.-0 /./.="!(7 EDKL

⎣
ω↑↓ω⎤θ, ⎤φ

⎦
, #.).

&’#)&’#3,)-*$) $H3@’%3) DKL &)H@: ω↑ 3 ω⎤θ, ⎤φ, "/(#$) =$ -0:,’9%$9 +)’03/’433
$.:,’ML3; %’.$+$" @’%%5; X ′ p, Y ′ q.

D:-#1 (θ,φ) = argmin(θ,φ)↔”↗#L(θ,φ) $.$/%’,’)# %’30:,63)
’==+$*-3&’#$+5 L(θ,φ) " @$=:-#3&$& *0’--). Q/ J)$+)&5 2.4.1 -0)@:)#,
,#$ EDKL

⎣
ω↑↓ω⎤θ, ⎤φ

⎦
&$H%$ $4)%3#1 -")+;: - 3-=$01/$"’%3)& E(L(⎤θ, ⎤φ)→ L↑).

D$-0)@%)) "5+’H)%3) &$H%$ +’/0$H3#1 %’ -#’#3-#3,)-*:M $63.*: 3 $63.*:
’==+$*-3&’433:

E(L(⎤θ, ⎤φ)→L↑)=E[L(⎤θ, ⎤φ)→L(θ,φ)]+E[L(θ,φ)→L↑]=

E[L(⎤θ, ⎤φ)→L(θ,φ)]⃥︁ ⎛⎞ ⎡
!"#"$%"$&’%(#) *+$,(#

+ [L(θ,φ)→L↑]⃥︁ ⎛⎞ ⎡
-+$,(# #../*(%$0#1$$

. (2.17)

U$03,)-#")%%’( $4)%*’ @0( -#’#3-#3,)-*$9 $63.*3 :-#’%’"03"’)#-( %3H).

.%$#-"&$()$ 2.4.2 (I4)%*’ @0( -#’#3-#3,)-*$9 $63.*3). F0,*4 p,q (’"<*
-/’#)-*!%5 !/,(*"14 ( #$"6#/1/B(’, +*/ f 1, f 2 7&17<*,7 1(#9(>"&%’(.
F$"6#/1/B(’, +*/ $),,’)*$(&)"’%" #)$)’"*$(+",-(" -1),,% #, $ (∀ (θ,φ))

,/,*/7* (3 !"!/$’($/&)!!%8 ,’","5 :)0,,/&,-(8 $),#$"6"1"!(5 , K ( L

-/’#/!"!*)’( ,//*&"*,*&"!!/ ( /:$)!(+"!!%’( ,$"6!(’( ↓rk↓,↓µl↓ ↭ R

(617 !"-/*/$/:/ R > 0), -/&)$()>(7’( sI ∃ Sk,”l ∃ SI (617 !"-/*/$%8
0 < s ↭ S) ( &",)’( a ↭ αk,βl ↭ A (617 !"-/*/$%8 0 < a ↭ A). 2/:6) &"$!/:

E
⧸︃
L(⎤θ, ⎤φ)→ L(θ,φ)

⧹︃
↭ O(

1¬
N
) +O(

1¬
M

),

:6" O(·) ,-$%&)"* -/!,*)!*%, 3)&(,7=(" */14-/ /* K,L,R,s,S,a,A,p,q, ϑ, !/
!" /* $)3’"$/& M,N .

P#$ =+)@0$H)%3) =$/"$0()# %’& /’*0M,3#1, ,#$ -#’#3-#3,)-*’( $63.*’
-#+)&3#-( * %:0M =+3 N 3 M , -#+)&(L3;-( * .)-*$%),%$-#3, - $.5,%$9
=’+’&)#+3,)-*$9 -*$+$-#1M. I-#’O#-( =+$(-%3#1 "$=+$-: ’/B"’ 1( ’% ,6"1)*4
/9(.-0 )##$/-,(’)>(( ,-/14 0:/6!/ ’)1/5? D$0$H3#)01%59 $#")# %’ K#$#
"$=+$- @’)#-( " J)$+)&) %3H).

C$"%$:’ 2.4.3 (D’+’&)#+3/’43( =)+)&)%%5; " "3@) -&)-3 2’:--$"-*3;
+’-=+)@)0)%39 $.)-=),3"’)# :%3")+-’01%:M ’==+$*-3&’43M UEOT =0’%$").
F0,*4 p ( q (’"<* -/’#)-*!%5 !/,(*"14 ( #$"6#/1/B(’, +*/ f 1, f 2
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1(#9(>"&%. 2/:6) 617 &,"8 δ > 0 ,0=",*&0<* ,’",( :)0,,/&,-(8 $),#$"6"1"!(5
vθ, uφ (2.11) ,/ +("01$.23* -/&)$()>(7’( Sk = λkId ∅ 0, ”l = ζlId ∅ 0 (8
-/’#/!"!*, -/*/$%" 06/&1"*&/$7<* DKL (ω↑↓ωθ,φ) ↭ ϑ→1(L(θ,φ)→ L↑) < δ.

* /"+"1=9("/0), +)/:01#’#5 +’/@)0’ =$*’/5"’M#, ,#$ &$H%$ -@)0’#1
$63.*: $.$.L)%3( ,-/14 0:/6!/ ’)1/5 =+3 @$-#’#$,%$ .$0163; +’/&)+’;
"5.$+$* 3 ,3-0) *$&=$%)%# " 2’:--$"-*$9 =’+’&)#+3/’433. P#$ $/%’,’)#, ,#$
#)$+)#3,)-*3 %’6 &)#$@ &$H)# -*$01 :2$@%$ ;$+$6$ "$--#’%$"3#1 UEOT =0’%.

2.5 G"1’2’0$-;/0+’ 0$"%$0)3$/1)8 %$2=-;0’0"+

2.5.1 G"1’2’0$-;/0+" 0$"%$:6 2.4.1

D/-)3)*"14,*&/. A0( :@$.-#"’ +’/@)03& @$*’/’#)01-#"$ %’ %)-*$01*$ 6’2$".
I): 1. A0( %’,’0’ %’=$&%3&, ,#$ =+(&’( /’@’,’ UEOT (2.3) 3&))# &3%3&3/’#$+
ω↑. J$2@’, =$@-#’"0(( ω↑ %)=$-+)@-#")%%$ " (2.3), &5 =$0:,’)&

(2.3) =
[︃

Rd

[︃

Rd

↓x→ y↓2

2
ω↑(x, y)dxdy → ϑH(ω↑)+Df1 (ω

↑
x
↓p) +Df2

⌋︃
ω↑
y
↓q
⌈︃
=

[︃

Rd

[︃

Rd

↓x→ y↓2

2
ω↑(x, y)dxdy+ϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

ω↑(x,y)logω↑(x,y)dxdy → ϑ↓ω↑↓1 +
[︃

Rd

f1

]︃
ω↑
x
(x)

p(x)

⌊︃
p(x)dx+

[︃

Rd

f2

]︃
ω↑
y
(y)

q(y)

⌊︃
q(y)dy = →ϑ↓ω↑↓1 +

[︃

Rd

[︃

Rd !!!!!!!!!!!↓x→ y↓2

2
ω↑(x, y)dxdy+ϑ

[︃

Rd

ω↑(x,y)·ϑ→1
⌋︃
ϕ↑(x)+ϖ↑(y)→

""""""↓x→ y↓2

2

⌈︃

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
logω↑(x,y)=

dxdy+ (2.18)

[︃

Rd

f1

]︃
ω↑
x
(x)

p(x)

⌊︃
p(x)dx+

[︃

Rd

f2

]︃
ω↑
y
(y)

q(y)

⌊︃
q(y)dy = →ϑ↓ω↑↓1 +

[︃

Rd

ω↑
x
(x)ϕ↑(x)dx+

[︃

Rd

ω↑
y
(y)ϖ↑(y)dy+

[︃

Rd

f1

]︃
ω↑
x
(x)

p(x)

⌊︃
p(x)dx+

[︃

Rd

f2

]︃
ω↑
y
(y)

q(y)

⌊︃
q(y)dy=

→ϑ↓ω↑↓1+
[︃

Rd

⎢
f1

]︃
ω↑
x
(x)

p(x)

⌊︃
+ϕ↑(x)

ω↑
x
(x)

p(x)

⎥
p(x)dx+

[︃

Rd

⎢
f2

]︃
ω↑
y
(y)

q(y)

⌊︃
+ϖ↑(y)

ω↑
y
(y)

q(y)

⎥
q(y)dy.(2.19)

R@)-1 " -#+$*) (2.18) &5 3-=$01/:)& :+’"%)%3) (2.5), *$#$+$) :-#’%’"03"’)# -"(/1
&)H@: ω↑ 3 $=#3&’01%5&3 =$#)%43’0’&3 ϕ↑, ϖ↑, @$-#’"0(ML3&3 &’*-3&:&
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@"$9-#")%%$9 /’@’,) UEOT (2.4). D$@-#’"0(( ϕ↑, ϖ↑ " /’@’,: (2.4), =$0:,’)&

(2.4)=→ϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{1
ϑ
(ϕ↑(x)+ϖ↑(y)→↓x→ y↓2

2
)}dxdy

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=↓ω↑↓1

→
[︃

Rd

f 1(→ϕ↑(x))p(x)dx→

[︃

Rd

f 2(→ϖ↑(y))q(y)dy =→ϑ↓ω↑↓1→
[︃

Rd

f 1(→ϕ↑(x))p(x)dx→
[︃

Rd

f 2(→ϖ↑(y))q(y)dy.(2.20)

R’&)#3&, ,#$ (2.19) +’"%$ (2.20) " -30: K*"3"’0)%#%$-#3 =+(&$9 3 @"$9-#")%%$9
/’@’, UEOT, -&. !2.2. ?5 .:@)& 3-=$01/$"’#1 K#$# B’*# " @’01%)963; "5"$@’;.

A0( *’H@$9 B:%*433 f )O "5=:*0’( -$=+(HO%%’( * f B:%*43(

f(t)=sup
u↔R

{ut→f(u)} =△→f(→t) =→ sup
u↔R

{→ut→f(u)}= inf
u↔R

{ut+f(u)}=△

→f(→t) ↭ ut+ f(u) ⇔u ↔ R. (2.21)

J$2@’ @0( =+$3/"$01%$2$ x ↔ Rd, =$0’2’( f = f1, u = ω↑
x(x)
p(x) , t = ϕ↑(x), =$0:,’)&

→f1(→ϕ↑(x)) ↭ ω↑
x
(x)

p(x)
ϕ↑(x) + f1

⎣ω↑
x
(x)

p(x)

⎦
=△ (2.22)

→
[︃

Rd

f1(→ϕ↑(x))p(x)dx ↭
[︃

Rd

⎢
ω↑
x
(x)

p(x)
ϕ↑(x) + f1

⎣ω↑
x
(x)

p(x)

⎦⎥
p(x)dx. (2.23)

!%’0$23,%$ @0( =+$3/"$01%$2$ y ↔ Rd

→
[︃

Rd

f2(→ϖ↑(y))q(y)dy ↭
[︃

Rd

⎢
ω↑
y
(y)

q(y)
ϖ↑(y) + f2

⎣ω↑
y
(y)

q(y)

⎦⎥
q(y)dy. (2.24)

D$-*$01*: (2.19)=(2.20), %)+’")%-#"’ (2.22), (2.23), (2.24) B’*#3,)-*3
$.+’L’M#-( " +’")%-#"’.
I): 2. J’* *’* &5 +’--&’#+3"’)& "5=:*05), =$0:%)=+)+5"%5) -%3/: B:%*433
f , "5=$0%()#-(, ,#$ f = f . J$2@’, =$@-#’"0(( f " (2.21), =$0:,’)&

→f(→t) = →f(→t) = inf
u↔R

{ut+ f(u)} =△ →f(→t) ↭ ut+ f(u) ⇔u ↔ R. (2.25)

J’*3& $.+’/$&, @0( =+$3/"$01%$2$ x ↔ Rd, =$0’2’( f = f1, t = →ω↑
x(x)
p(x) , &5

=$0:,’)&, ,#$ →f1
⎣
ω↑
x(x)
p(x)

⎦
↭ uω↑

x(x)
p(x) + f1(→u) ⇔u ↔ R. G #$ H) "+)&(, 3/ 9):) 1

&5 /%’)&, ,#$ →f1
⎣
ω↑
x(x)
p(x)

⎦
= ω↑

x(x)
p(x) ϕ

↑(x) + f1(→ϕ↑(x)), -&. (2.22). J$2@’

ω↑
x
(x)

p(x)
ϕ↑(x) + f1(→ϕ↑(x)) ↭ u

ω↑
x
(x)

p(x)
+ f1(→u) ⇔u ↔ R =△
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ω↑
x
(x)

p(x)
(ϕ↑(x)→ u) ↭ (f1(→u)→ f1(→ϕ↑(x)) ⇔u ↔ R. (2.26)

!%’0$23,%$ @0( =+$3/"$01%$2$ y ↔ Rd

ω↑
y
(y)

q(y)
(ϖ↑(y)→ u) ↭ (f2(→u)→ f2(→ϖ↑(y)) ⇔u ↔ R. (2.27)

I): 3. J)=)+1 &5 2$#$"5 @$*’/’#1 $-%$"%$9 +)/:01#’#. R’&)#3&, ,#$:

DKL (ω
↑↓ωθ,φ)=

[︃

Rd↗Rd

ω↑(x,y) logω↑(x,y)dxdy →
[︃

Rd↗Rd

ω↑(x,y) logωθ,φ(x,y)dxdy +↓ωθ,φ↓1 → ↓ω↑↓1. (2.28)

G #$ "+)&( *’* 3-#3%%59 UEOT =0’% ω↑(x,y) 3 $=#3&’01%5) @"$9-#")%%5)
=)+)&)%%5) ϕ↑(x), ϖ↑(y) -"(/’%5 :+’"%)%3)& (2.5), %’6 =’+’&)#+3/$"’%%59
=0’% ωθ,φ(x,y) &$H)# .5#1 "5+’H)% ,)+)/ ϕθ,φ(x), ϖθ(y) *’* ωθ,φ(x,y) =

exp{ϑ→1(ϕθ,φ(x) +ϖθ(y)→ ↓x→y↓2/2)}, -&. (2.9). J$2@’

(2.28) = ϑ→1

[︃

Rd↗Rd

ω↑(x,y)
⌋︃
ϕ↑(x)+ϖ↑(y)→↓x→y↓2/2

⌈︃
dxdy→

ϑ→1

[︃

Rd↗Rd

ω↑(x,y)
⌋︃
ϕθ,φ(x)+ϖθ(y)→↓x→y↓2/2

⌈︃
dxdy+ ↓ωθ,φ↓1 → ↓ω↑↓1 =

ϑ→1

[︃

Rd↗Rd

ω↑(x,y)
⌋︃
ϕ↑(x) +ϖ↑(y)→ϕθ,φ(x)→ϖθ(y)

⌈︃
dxdy + ↓ωθ,φ↓1 → ↓ω↑↓1 =

ϑ→1

[︃

Rd

ω↑
x
(x)

p(x)

⌋︃
ϕ↑(x)→ϕθ,φ(x)

⌈︃
p(x)dx+

ϑ→1

[︃

Rd

ω↑
y
(y)

q(y)

⌋︃
ϖ↑(y)→ϖθ(y)

⌈︃
q(y)dy + ↓ωθ,φ↓1 → ↓ω↑↓1

(2.26)→(2.27)

↭

ϑ→1

[︃

Rd

(f 1(→ϕθ,φ(x))→f 1(→ϕ↑(x)))p(x)dx+

ϑ→1

[︃

Rd

(f 2(→ϖθ(y))→f 2(→ϖ↑(y)))q(y)dy+↓ωθ,φ↓1→↓ω↑↓1=

ϑ→1 ·
⎣[︃

Rd

f 1(→ϕθ,φ(x))p(x)dx+

[︃

Rd

f 2(→ϖθ(y))q(y)dy+ϑ↓ωθ,φ↓1→

(

[︃

Rd

f 1(→ϕ↑(x))p(x)dx+

[︃

Rd

f 2(→ϖ↑(y))q(y)dy+ϑ↓ω↑↓1)
⃥︁ ⎛⎞ ⎡

L↑def
=

⎦
=

ϑ→1(L(θ,φ)→ L↑).
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2.5.2 G"1’2’0$-;/0+" 9%$#-"&$()4 2.4.2

?5 %’,3%’)& - @$*’/’#)01-#"’ "-=$&$2’#)01%5; #)$+)#3,)-*3;
+)/:01#’#$" (D+)@0$H)%39 2.5.1, 2.5.2), *$#$+5) %)$.;$@3&5 @0( @$*’/’#)01-#"’
$-%$"%$2$ =+)@0$H)%3( K#$2$ +’/@)0’.

.%$#-"&$()$ 2.5.1 (I4)%*’ S’@)&’;)+’ @0( -#’#3-#3,)-*$9 $63.*3). J"$!/,
+*/

E
⧸︃
L(⎤θ, ⎤φ)→ L(θ,φ)

⧹︃
↭ 4RN(F1, p) + 4RM(F2, q),

:6" F1 = {f 1(→ϕθ,φ)|(θ,φ) ↔ # ↗ $}, F2 = {f 2(→ϖθ)|θ ↔ #} 617 ϕθ,φ(x) =

ϑ log uϑ(x)
cε(x)

+ ↓x↓2
2 , ϖθ(y) = ϑ log vθ(y) +

↓y↓2
2 , ( RN(F1,p), RM(F2,q) /./3!)+)<*

,1/B!/,*4 E)6"’)8"$) [73, !26] @0!->(/!)14!%8 -1),,/& F1, F2 /*!/,(*"14!/
$)3’"$/& &%./$/- N , M (3 $),#$"6"1"!(5 p, q.

D/-)3)*"14,*&/ #$"61/B"!(7 2.5.1. G5"$@ K#$2$ B’*#’ =$0%$-#1M
’%’0$23,)% [66, D+)@0$H)%3) B.1], [40, J)$+)&’ 4] 303 [74, J)$+)&’ 3.4].

.%$#-"&$()$ 2.5.2 (I4)%*’ -0$H%$-#3 S’@)&’;)+’ +’--&’#+3"’)&5; *0’--$").
F0,*4 0 < a ↭ A, 0 < U , 0 < W ( V > 0. E),,’/*$(’ -1),, @0!->(5

F1 =
⎧
x ⇑≃ f 1(→ϑ log uφ(x) + ϑ log cθ(x)→

↓x↓2

2
)
⎫
,

F2 =
⎧
y ⇑≃ f 2(→ϑ log vθ(y)→

↓y↓2

2
)
⎫

:6"

uφ(x), vθ(y), cθ(x) #$(!)61"B)* -1),,0

V =
⎧
x ⇑≃

K⟩

k=1

αk exp
⌋︃
xTUkx+ vT

k
x+ wk) #$( (2.29)

→UI ∃ Uk = UT

k
∃ UI; ↓vk↓ ↭ V ; |wk| ↭ W ; a ↭ αk ↭ A

⎫
.

K1"607 [66, F$"61/B"!(" B.2], ’% !)3%&)"’ @0!->(( -1),,) V -&)6$)*(+!%’(
log-sum-exp @0!->(7’( , /:$)!(+"!(7’(. C% #$"6#/1):)"’, +*/ f 1, f 2

7&17<*,7 1(#9(>"&%’( @0!->(7’(, ) ’"$% p, q (’"<* -/’#)-*!%5
!/,(*"14, #$(+H’ (8 !/,(*"1( 1"B)* & 9)$" $)6(0,) R > 0 ( >"!*$/’
& !01". 2/:6)

RN(F1,p) ↭
C0¬
N
, RM(F2,q) ↭

C1¬
M

:6" -/!,*)!*% C0, C1 .4 5"%*+1, /* $)3’"$/& N , M &%./$/- (3 p, q.
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D/-)3)*"14,*&/ #$"61/B"!(7 2.5.2. !%’0$23,%$ @$*’/’#)01-#": [66,
D+)@0$H)%3) B.2] =$0:,’)&, ,#$ -0$H%$-#3 S’@)&’;)+’ *"’@+’#3,%5;
log-sum-exp B:%*439 - $2+’%3,)%3(&3 x ⇑≃ log uφ(x), x ⇑≃ log cθ(x) 3
y ⇑≃ log vθ(y) $2+’%3,)%5 ")03,3%’&3 O( 1¬

N
) 3 O( 1¬

M
). 8$20’-%$ $=+)@)0)%3M

-0$H%$-#3 S’@)&’;)+’, @0( $@3%$,%5; *"’@+’#3,%5; B:%*439 x ⇑≃ x
T
x

2

(y ⇑≃ y
T
y

2 ) $%’ +’"%’ %:0M. R’#)&, 3-=$01/:( ;$+$6$ 3/")-#%5) -"$9-#"’
&’-6#’.3+$"’%3( 3 ’@@3#3"%$-#3 -0$H%$-#3 S’@)&’;)+’ [73], =$0:,’)&, ,#$
x ⇑≃ →ϑ log uφ(x) + ϑ log cθ(x) → ↓x↓2

2 3 y ⇑≃ →ϑ log vθ(y) → ↓y↓2
2 $2+’%3,)%5

")03,3%’&3 O( 1¬
N
), O( 1¬

M
) -$$#")#-#")%%$. I-#’O#-( %’=$&%3#1, ,#$ f 1(x),

f 2(y) ("0(M#-( 03=634)"5&3. 80)@$"’#)01%$, -$20’-%$ =+3%43=: -H’#3(
J’0’2+’%@’ [75], -0$H%$-#3 S’@)&’;)+’ *0’--$" F1 3 F2 #’*H) $2+’%3,)%5
")03,3%’&3 O( 1¬

N
) 3 O( 1¬

M
) -$$#")#-#")%%$.

D/-)3)*"14,*&/ #$"61/B"!(7 2.4.2. A$*’/’#)01-#"$ %)=$-+)@-#")%%$ -0)@:)#
3/ =+)@0$H)%39 2.5.1, 2.5.2.

2.5.3 G"1’2’0$-;/0+" 0$"%$:6 2.4.3

D+)H@) ,)& =)+)9#3 * "5"$@: @"$9-#")%%$9 B$+&5 /’@’,3 (2.3), %’=$&%3&
#)$+)&: Z)%;)0(-S$*’B)00’+’.

C$"%$:’ 2.5.3 (Z)%;)01-S$*’B)00’+ [76]). F0,*4 (E,E ℜ) ( (F, F ℜ) → 6&" #)$%
*/#/1/:(+",-( ,/#$7BH!!%8 #$/,*$)!,*&. F0,*4 A : E ⇑≃ F → !"#$"$%&!%5
1(!"5!%5 /#"$)*/$, ) A : F ℜ ⇑≃ E ℜ → ":/ ,/#$7BH!!%5 /#"$)*/$. F0,*4 f ( g

→ #/10!"#$"$%&!%" ,!(30 ( ,/.,*&"!!%" &%#0-1%" @0!->((, /#$"6"1H!!%" !)
E ( F ,//*&"*,*&"!!/. L,1( ,0=",*&0"* x ↔ domf *)-/", +*/ g !"#$"$%&!)
& */+-" Ax, */

sup
x↔E

→f(→x)→ g(Ax) = min
y↔F →

f(A y) + g(y)

( ’(!(’0’ 6/,*(:)"*,7. M/1"" */:/, ",1( ,0=",*&0"* ’)-,(’(3)*/$ x ↔ E,
*/ ,0=",*&0"* y ↔ F ℜ, 06/&1"*&/$7<="" Ax ↔ 𝜗g(y) ( Ay ↔ 𝜗f(→x).

R’&)#3&, ,#$ " #)$+)&) %3H) C2(Rd) ($ $.$/%’,’)# =+$-#+’%-#"$ @"’H@5
@3BB)+)%43+:)&5; %)=+)+5"%5; B:%*439. J$,%$) $=+)@)0)%3) K#$2$
=+$-#+’%-#"’ 3 C2,b(Rd) @’%$ " ,’-#3 "7"2(’3$()<.
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C$"%$:’ 2.5.4 (A"$9-#")%%’( B$+&’ /’@’,3 (2.3)). F$7’)7 3)6)+) UEOT (2.3)
(’""* 6&/5,*&"!!0< @/$’0 (2.4), :6" #/*"!>()1% (ϕ,ϖ) #$(!)61"B)*
#$/,*$)!,*&0 C2,b(Rd) ↗ C2,b(Rd). C(!(’0’ (2.3) 6/,*(:)"*,7 617
"6(!,*&"!!/:/ ω↑ ↔ M2,+(Rd ↗ Rd).

D/-)3)*"14,*&/. C’=$&%3&, ,#$ " =+(&$9 B$+&) &3%3&3/’43( =+$3/"$@3#-(
=$ B:%*43(& ω, =+3%’@0)H’L3& M2,+(Rd ↗ Rd). G K#$& @$*’/’#)01-#")
=+)@=$0’2’)#-(, ,#$ K#$ =+$-#+’%-#"$ %’@)0)%$ %’3&)%16)9 #$=$0$23)9
σ(M2,+(Rd ↗ Rd)), $#%$-3#)01%$ *$#$+$9 %)=+)+5"%5 03%)9%5) B:%*43$%’05
ω ⇑≃

)︃
ζdω, ⇔ζ ↔ C2(Rd ↗ Rd). J$2@’ #$=$0$23,)-*$) =+$-#+’%-#"$⌋︃

M2,+(Rd ↗ Rd),σ(M2,+(Rd ↗ Rd))
⌈︃

3&))# #$=$0$23,)-*3 -$=+(HO%%$)
=+$-#+’%-#"$

⌋︃
M2,+(Rd ↗ Rd),σ(M2,+(Rd ↗ Rd))

⌈︃ℜ, *$#$+$), B’*#3,)-*3,
(03%)9%$) 3/$&$+B%$ =+$-#+’%-#": C2(Rd ↗ Rd), -&. [77, N)&&’ 9.9].
P#$# B’*# $#*+5"’)# "$/&$H%$-#1 =+3&)%3#1 ;$+$6$ 3/")-#%:M #)$+)&:
Z)%;)0(-S$*’B)00’+’. A0( K#$2$ +’--&$#+3& =+$-#+’%-#"’ E def

= C2(Rd)↗C2(Rd),
F

def
= C2(Rd ↗ Rd) 3 3; -$=+(HO%%5) =+$-#+’%-#"’ E ℜ def

=M2,+(Rd) ↗M2,+(Rd),
F ℜ def

=M2,+(Rd ↗ Rd).
I): 1. C’=$&%3&, ,#$ @0( 0M.$9 B:%*433 g : M2,+(Rd ↗ Rd) ≃ R ⇐ {+↘} ))
"5=:*0’( -$=+(HO%%’( B:%*43( $=+)@)0()#-( @0( *’H@$2$ ζ ↔ (M2,+(Rd ↗
Rd))ℜ ′= C2(Rd ↗ Rd) *’* g(ζ) = supω↔M2,+(Rd↗Rd){∈ω, ζ∋ → g(ω)}. A0( :@$.-#"’
@’01%)963; "5"$@$" "")@O& @$=$0%3#)01%5) B:%*43$%’05, -$$#")#-#":ML3)
-0’2’)&5& " =+(&$9 /’@’,) UEOT (2.3):

P (ω)
def
=

[︃

Rd

[︃

Rd

↓x→ y↓2

2
ω(x, y)dxdy → ϑH(ω);

F1(ωx)
def
= Df1 (ωx↓p) ; F2(ωy)

def
= Df2 (ωy↓q) . (2.30)

A0( %’63; 4)0)9 #+).:)#-( "5,3-03#1 "5=:*05) -$=+(HO%%5)
B:%*43$%’05. U -,’-#1M, "5=:*05) -$=+(HO%%5) * f -@3")+2)%43(& F1(ωx) 3
F2(ωy) B:%*433 ;$+$6$ 3/")-#%5, -&. [78, Proposition 23], 3 +’"%5

F1(ϕ)
def
=

[︃

Rd

f1(ϕ(x))p(x)dx, F2(ϖ)
def
=

[︃

Rd

f2(ϖ(y))q(y)dy.

Y#$.5 =+$@$0H3#1, "5,3-03& -$=+(HO%%59 * P (ω) B:%*43$%’0:

P (ζ) =

[︃

Rd

[︃

Rd

↓x→ y↓2
2

ω(x, y)dxdy → ϑH(ω)=
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= sup
ω↔M2,+(Rd↗Rd)

⎩[︃

Rd

[︃

Rd

ζ(x, y)ω(x, y)dxdy→
⌋︃ [︃

Rd

[︃

Rd

↓x→ y↓2

2
ω(x, y)dxdy →

ϑH(ω)
⌈︃⎭

=

sup
ω↔M2,+(Rd↗Rd)

⎩[︃

Rd

[︃

Rd

⌋︃
ζ(x,y)→ ↓x→ y↓2

2

⌈︃
ω(x,y)dxdy +

ϑ
⎣[︃

Rd

[︃

Rd

→ω(x,y) logω(x, y)dxdy + ↓ω↓1
⎦

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=H(ω)

⎭
=

sup
ω↔M2,+(Rd↗Rd)

ϑ·
⎩[︃

Rd

[︃

Rd

ω(x,y)
⎣ζ(x,y)→↓x→y↓2

2

ϑ
→logω(x, y)

⎦
dxdy+↓ω↓1

⎭
=

sup
ω↔M2,+(Rd↗Rd)

→ϑ·
⎩[︃

Rd

[︃

Rd

ω(x,y)
⌋︃
logω(x, y)→

ζ(x,y)→↓x→y↓2
2

ϑ

⌈︃
dxdy→↓ω↓1

⎭
=

sup
ω↔M2,+(Rd↗Rd)

→ϑ·
⎩[︃

Rd

[︃

Rd

ω(x,y)
⌋︃
logω(x, y)→

ζ(x,y)→↓x→y↓2
2

ϑ

⌈︃
dxdy→↓ω↓1+

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{
ζ(x,y)→ ↓x→y↓2

2

ϑ
}dxdy→

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{
ζ(x,y)→↓x→y↓2

2

ϑ
}dxdy

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=0

⎭
= (2.31)

sup
ω↔M2,+(Rd↗Rd)

(→ϑ) ·
{︃

DKL

⎢
ω↓ exp{

ζ(x,y)→ ↓x→y↓2
2

ϑ
}
⎥

→

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{
ζ(x,y)→ ↓x→y↓2

2

ϑ
}dxdy

}︃
.(2.32)

R@)-1 =+3 =)+);$@) $# (2.31) * (2.32) &5 :,3#5"’)& "5,3-0)%3( DKL " (2.28).
C’=$&%3&, ,#$ DKL %)$#+34’#)01%’ 3 @$-#32’)# %:0( " )@3%-#")%%$9 #$,*)

ω(x,y) = exp{
ζ(x,y)→ ↓x→y↓2

2

ϑ
}. (2.33)

J’*3& $.+’/$&, =$0:,’)&

P (ζ) = ϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{
ζ(x,y)→ ↓x→y↓2

2

ϑ
}dxdy. (2.34)

I): 2. J)=)+1 &5 2$#$"5 =+3&)%3#1 #)$+)&: Z)%;)0(–S$*’B)00’+’ "
%’6)& -0:,’). A0( %’,’0’ =$*’H)&, ,#$ K#’ #)$+)&’ =+3&)%3&’ * /’@’,)
(2.3), #.). ,#$ +’--&’#+3"’)&5) B:%*433 :@$"0)#"$+(M# %)$.;$@3&5&
:-0$"3(&. A)9-#"3#)01%$, 3/")-#%$, ,#$ "5=:*0’( -$=+(HO%%’( 0M.$2$
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B:%*43$%’0’ (%’=+3&)+, F1(·), F2(·), P (·)) ("0()#-( 9"-=($9%$%6+("<

/()2= 3 +69=1-"<. U+$&) #$2$, =)+),3-0)%%5) B:%*43$%’05 ("0(M#-(
/"7/0+$((6:) +69=1-6:)

2. A)9-#"3#)01%$, -$.-#")%%$-#1 F1(·) 3 F2(·)
-0)@:)# 3/ #$2$ B’*#’, ,#$ f -@3")+2)%433 -’&3 ("0(M#-( =$0:%)=+)+5"%5&3
-%3/: 3 -$.-#")%%5&3, " #$ "+)&( *’* -$.-#")%%$-#1 P (·) $,)"3@%’ 3/ (2.32).

J)=)+1 +’--&$#+3& 03%)9%59 $=)+’#$+ A : C2(Rd)↗ C2(Rd) ⇑≃ C2(Rd ↗Rd),
$=+)@)0)%%59 *’* A(ϕ,ϖ) : (x,y) ⇑≃ ϕ(x) + ϖ(y). I% ("0()#-( %)=+)+5"%5&,
’ )2$ -$=+(HO%%59 $=)+’#$+ $=+)@)0()#-( %’ M2,+(Rd ↗ Rd) *’* A(ω) =

(ωx,ωy). A)9-#"3#)01%$, ∈A(ω), (u,v)∋ = ∈ω, A(u,v)∋ =
)︃
Rd

)︃
Rd ω(x, y)(u(x) +

v(y))dxdy =
)︃
Rd ωx(x)u(x)dx +

)︃
Rd ωy(y)v(y)dy. J’*3& $.+’/$&, -301%’(

@"$9-#")%%$-#1 3 -:L)-#"$"’%3) &3%3&3/’#$+’ @0( (2.3) -0)@:M# 3/ #)$+)&5
Z)%;)0(–S$*’B)00’+’, *$#$+’( :#")+H@’)#, ,#$ $=#3&’01%5) /%’,)%3( /’@’,

sup
(ϕ,ϖ)↔C2(Rd)↗C2(Rd)

{→P (A(ϕ,ϖ))→ F1(→ϕ)→ F2(→ϖ)} (2.35)

3

min
ω↔M2,+(Rd↗Rd)

{P (ω) + F1(ωx) + F2(ωy)} (2.36)

-$"=’@’M#. F@3%-#")%%$-#1 &3%3&3/’#$+’ @0( (2.3) -0)@:)# 3/ -#+$2$9
"5=:*0$-#3 P (·) (*$#$+’( 3&))# &)-#$ .0’2$@’+( K%#+$=39%$&: -0’2’)&$&:).
R’&)#3&, ,#$ -$=+(HO%%59 B:%*43$%’0 -:&&5 F1 3 F2 +’")% -:&&) 3;
-$=+(HO%%5;, =$-*$01*: $%3 $=+)@)0)%5 %’ $#@)01%5; %)=)+)-)*’ML3;-(
2+:==’; =’+’&)#+$".

A’0)) @$*’H)&, ,#$ /%’,)%3) -:=+)&:&’ %) 3/&)%3#-(, )-03 $2+’%3,3#1-(
+’--&$#+)%3)& =+$-#+’%-#"’ C2,b(Rd) ↗ C2,b(Rd). R@)-1 &5 3-=$01/:)& “ℑ”
@0( $.$/%’,)%3( $=)+’433 "/(#3( &3%3&:&’ &)H@: B:%*43)9 f : Rd≃R 3
")L)-#")%%5& ,3-0$& k: (f ℑ k)(x)

def
= min(f(x),k).

D$0$H3& ϕk1

def
=ϕℑk1, ϖk2

def
=ϖℑk2. J$2@’ =+3 k1,k2 ≃ ↘ B:%*433 ϕk1, ϖk2

&$%$#$%%$ "$/+’-#’M# * ϕ, ϖ -$$#")#-#")%%$. U+$&) #$2$, ϕk1,ϖk2 ↔ C2,b(Rd).
A’0)) @$-#’#$,%$ +’--&’#+3"’#1 =’+5 (ϕ,ϖ), @0( *$#$+5; /%’,)%3)

B:%*43$%’0’ (2.35) *$%),%$, =$-*$01*: $-#’01%5) =’+5 %) "03(M# %’ -:=+)&:&.
A0( #’*3; =’+ F 1(→ϕ),F 2(→ϖ) < +↘. U+$&) #$2$, 3/ fi(1) = 0 -0)@:)#,

2!"#$%&’(()* &+,-./)* =5"*;%- @ >&3 /(A()&/(""3."#’"#- /075*$#- =5"*;%- ) "(75)&3<

3B$#)&19 37+(2($("%-, *3&3+#- "%*3:2# "( 7+%"%8#(& ."#’("%( (→↘) % "( -/$-(&)- &3C2()&/(""3

+#/"3< (+↘). ?&3 )/3<)&/3 :#+#"&%+5(&, ’&3 .#2#’# 8%"%8%.#;%% 2$- >&3< =5"*;%% %8((&

"(&+%/%#$1"0( +(,("%-.
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,#$ f i(s) ↫ s, =$K#$&: F 1(→ϕ),F 2(→ϖ)>→↘ ""3@: 3%#)2+3+:)&$-#3 ϕ 3 ϖ

$#%$-3#)01%$ &)+ p, q -$$#")#-#")%%$. 80)@$"’#)01%$, B:%*43$%’05 *$%),%5.
8%’,’0’ +’--&$#+3& ,0)%, -$@)+H’L39 P . D$-*$01*: A(ϕ,ϖ)(x,y) =

ϕ(x) +ϖ(y), B:%*433 A(ϕk1,ϖk2) %) :.5"’M# =$ k1,k2 3

lim
k1,k2≃↘

A(ϕk1,ϖk2) = A(ϕ,ϖ).

J$2@’ =$ $=+)@)0)%3M -$=+(H)%%$2$ B:%*43$%’0’ 3 ""3@: %)$#+34’#)01%$-#3
&)+ ω ↔ M2,+(Rd ↗ Rd) =$0:,’)&

P (A(ϕ,ϖ)) = sup
ω

{∈ω,A(ϕ,ϖ)∋ → P (ω)}

= sup
ω

sup
k1,k2

{∈ω,A(ϕk1,ϖk2)∋ → P (ω)}

= sup
k1,k2

sup
ω

{∈ω,A(ϕk1,ϖk2)∋ → P (ω)}

= sup
k1,k2

P (A(ϕk1,ϖk2)).

D$-*$01*: P (A(ϕk1,ϖk2)) #’*H) %) :.5"’)# =$ k1,k2, $#-M@’ -0)@:)#

lim
k1,k2≃↘

P (A(ϕk1,ϖk2)) = P (A(ϕ,ϖ)) =△ → lim
k1,k2≃↘

P (A(ϕk1,ϖk2)) = →P (A(ϕ,ϖ)).

A’0)) +’--&$#+3& ,0)% →F 1(→ϕ), 3&)ML39 "3@

→F 1(→ϕ) =

[︃

Rd

→f 1(→ϕ(x)) p(x)dx, 2@) f 1(s)
def
= sup

t↫0
{st→ f1(t)}.

D$-*$01*: -:=+)&:& " $=+)@)0)%33 f 1 .)+)#-( =$ t ↫ 0, B:%*43( f 1 %) :.5"’)#.
U+$&) #$2$, B:%*433 →f 1(→ϕk1) &$%$#$%%$ "$/+’-#’M# 3 @0( *’H@$2$ x ↔ Rd

lim
k1≃↘

⧸︃
→f 1(→ϕk1(x))

⧹︃
= →f 1(→ϕ(x)).

D+3 K#$& →F 1(→ϕk1) *$%),%$, =$-*$01*:

→f 1(→ϕk1) = →f 1(→ϕ)1{ϕ↭k1} → f 1(→k1)1{ϕ>k1},

2@) →f 1(→ϕ) 3%#)2+3+:)&’ ""3@: *$%),%$-#3 →F 1(→ϕ), ’ →f 1(→k1) → *$%),%$)
,3-0$. R%’,3# -$$#")#-#":ML3) 3%#)2+’05 *$%),%5 3 $2+’%3,)%5 -")+;:
/%’,)%3)& →F 1(→ϕ). 80)@$"’#)01%$, =$ #)$+)&) N)"3 $ &$%$#$%%$9 -;$@3&$-#3:

lim
k1≃↘

⧸︃
→F 1(→ϕk1)

⧹︃
= lim

k1≃↘

⎨
→
[︃

Rd

f 1(→ϕk1) p(x)dx

⎬
=→

[︃

Rd

f 1(→ϕ) p(x)dx=→F 1(→ϕ).
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!%’0$23,%$ @$*’/5"’)#-(, ,#$ limk2≃↘
⧸︃
→F 2(→ϖk2)

⧹︃
= →F 2(→ϖ). I#-M@’ 3&))&

→P (A(ϕ,ϖ))→F 1(→ϕ)→F 2(→ϖ)= lim
k1,k2≃↘

⎪
→P (A(ϕk1,ϖk2))→F 1(→ϕk1)→F 2(→ϖk2)

⎮
.

G +)/:01#’#) =$0:,’)&:

sup
(ϕ,ϖ)↔C2(Rd)↗C2(Rd)

{→P (A(ϕ,ϖ))→F1(→ϕ)→F2(→ϖ)} =

sup
(ϕ,ϖ)↔C2(Rd)↗C2(Rd)

lim
k1,k2≃↘

{→P (A(ϕk1,ϖk2))→F1(→ϕk1)→F2(→ϖk2)}↭

sup
(ϕ,ϖ)↔C2,b(Rd)↗C2,b(Rd)

{→P (A(ϕ,ϖ))→ F1(→ϕ)→ F2(→ϖ)}. (2.37)

I.+’#%$) %)+’")%-#"$ -0)@:)# 3/ "*0M,)%3( C2,b(Rd) ⊤ C2(Rd). 80)@$"’#)01%$,
:*’/’%%5) -:=+)&:&5 -$"=’@’M#.

D/-)3)*"14,*&/ *"/$"’% 2.4.3. C)$.;$@3&$ @$*’/’#1, ,#$ @0( "-); δ > 0

-:L)-#":M# %)%$+&3+$"’%%5) -&)-3 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39 uφ 3 vθ #’*3),
,#$ L(θ,φ)→ L↑ < δϑ. I=+)@)03&

J (ϕ,ϖ)
def
=

ϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{
ϕ(x)+ϖ(y)→↓x→y↓2

2

ϑ
}dxdy+

[︃

Rd

f 1(→ϕ(x))p(x)dx+

[︃

Rd

f 2(→ϖ(y))q(y)dy.

Q/ (2.4) 3 #)$+)&5 2.5.4 -0)@:)#, ,#$ L↑ = inf(ϕ,ϖ)↔C2,b(Rd)↗C2,b(Rd)J (ϕ,ϖ). J$2@’,
3-=$01/:( $=+)@)0)%3) 3%B3&:&’, =$0:,’)&, ,#$ @0( "-); δℜ > 0 -:L)-#":M#
%)*$#$+5) B:%*433 (⎤ϕ, ⎤ϖ) ↔ C2,b(Rd)↗C2,b(Rd) #’*3), ,#$ J (⎤ϕ,⎤ϖ)<L↑+δℜ. A0(
@’01%)963; "5"$@$" =$0$H3& δℜ

def
= δϑ

2 3 "5.)+)& -$$#")#-#":ML3) (⎤ϕ, ⎤ϖ).
I): 1. ?5 %’,%O& - "5"$@’ %)*$#$+5; %)+’")%-#", =$0)/%5; @0( -0)@:ML3;
6’2$". D$-*$01*: (ϕ,ϖ) ↔ C2,b(Rd)↗C2,b(Rd), $%3 3&)M# ")+;%3) $4)%*3 ⎤a 3 ⎤b
#’*3), ,#$ @0( "-); x,y ↔ Rd: ⎤ϕ(x) ↭ ⎤a 3 ⎤ϖ(y) ↭ ⎤b -$$#")#-#")%%$. C’=$&%3&,
,#$ =$ =+)@=$0$H)%3M #)$+)&5 &)+5 p 3 q 3&)M# *$&=’*#%59 %$-3#)01. J’*3&
$.+’/$&, -:L)-#":M# 6’+5 - 4)%#+’&3 " x = 0 3 y = 0 3 3&)ML3) %)*$#$+59
+’@3:- R > 0, *$#$+5) -$@)+H’# %$-3#)03 p 3 q -$$#")#-#")%%$. I=+)@)03&

⧸︁ϕ(x)
def
= ⎤ϕ(x)→max{0,max{↓x↓2 →R2, ↓x↓4 →R4}} ↭ ⎤ϕ(x) ↭ ⎤a;

⧸︁ϖ(y)
def
= ⎤ϖ(y)→max{0, ↓y↓2 →R2} ↭ ⎤ϖ(y) ↭ ⎤b.

?5 =$0:,’)&, ,#$

⧸︁ϕ(x) ↭ ⎤ϕ(x), ⧸︁ϖ(y) ↭ ⎤ϖ(y) =△
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ϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{1
ϑ
(⧸︁ϕ(x) + ⧸︁ϖ(y)→↓x→ y↓2

2
)}dxdy ↭

ϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{1
ϑ
(⎤ϕ(x) + ⎤ϖ(y)→↓x→ y↓2

2
)}dxdy (2.38)

G’H%$, ,#$ @0( "-); x 3 y 3/ %$-3#)0)9 p 3 q "5=$0%()#-( ⧸︁ϕ(x) = ⎤ϕ(x) 3
⧸︁ϖ(y) = ⎤ϖ(y), -$$#")#-#")%%$. J$2@’

[︃

Rd

f 1(→⎤ϕ(x))p(x)dx =

[︃

Rd

f 1(→⧸︁ϕ(x))p(x)dx,
[︃

Rd

f 2(→⎤ϖ(y))q(y)dy =

[︃

Rd

f 2(→⧸︁ϖ(y))q(y)dy. (2.39)

U$&.3%3+:( (2.38) 3 (2.39), &5 =$0:,’)&, ,#$ J (⧸︁ϕ, ⧸︁ϖ) ↭ J (⎤ϕ, ⎤ϖ) < L↑ + δℜ.
R’&)#3&, ,#$ B:%*433 exp{⧸︁ϕ(x)/ϑ}, exp{⧸︁ϖ(y)/ϑ} ("0(M#-( %)=+)+5"%5&3 3

%)$#+34’#)01%5&3. D$K#$&:, =$-*$01*: &)+5 p, q 3&)M# *$&=’*#%59 %$-3#)01,
-:L)-#":M# %)*$#$+5) *$%-#’%#5 emin, hmin > 0 #’*3), ,#$ exp{⧸︁ϕ(x)/ϑ} > emin

3 exp{⧸︁ϖ(y)/ϑ}> hmin @0( "-); x, y 3/ %$-3#)0)9 &)+ p, q -$$#")#-#")%%$. P#3
*$%-#’%#5 =$%’@$.(#-( @0( -0)@:ML3; 6’2$".
I): 2. P#$# 6’2 @$*’/’#)01-#"’ ’%’0$23,)% [66, J)$+)&’ 3.4]. Q&))&, ,#$

exp
⌋︃
⧸︁ϕ(x)/ϑ

⌈︃
↭ exp

]︃
⎤a→max{0, ↓x↓2 →R2}

ϑ

⌊︃
↭ exp

⌋︃⎤a+ R2

ϑ

⌈︃
· exp(→↓x↓2/ϑ),(2.40)

exp
⌋︃⧸︁ϖ(y)/ϑ

⌈︃
↭ exp

]︃⎤b→max{0, ↓y↓2 →R2}
ϑ

⌊︃
↭ exp

⌋︃⎤b+R2

ϑ

⌈︃
· exp(→↓y↓2/ϑ).

I#-M@’ &$H%$ /’*0M,3#1, ,#$ y ⇑≃exp(⧸︁ϖ(y)/ϑ) ("0()#-( %$+&3+:)&$9 =0$#%$-#1M,
=$-*$01*: $%’ $2+’%3,)%’ -")+;: %)%$+&3+$"’%%$9 2’:--$"-*$9 =0$#%$-#1M.
E$0)) #$2$, &5 "3@3&, ,#$ $%’ $.+’L’)#-( " %:01 %’ .)-*$%),%$-#3. J$2@’,
3-=$01/:( +)/:01#’# [79, J)$+)&’ 5a], =$0:,’)&, ,#$ @0( "-); δℜℜ > 0 -:L)-#":)#
%)%$+&3+$"’%%’( -&)-1 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39 v⧸︁θ = v⧸︁θ(y) #’*’(, ,#$

↓v⧸︁θ → exp(⧸︁ϖ/ϑ)↓↘ = sup
y↔RD

|v⧸︁θ(y)→ exp(⧸︁ϖ(y)/ϑ)| < δℜℜ. (2.41)

80)@:( :=$&(%:#$9 #)$+)&), &5 &$H)& "/(#1 "-) *$"’+3’433 " v⧸︁θ -*’0(+%5&3,
#.). $=+)@)03#1 v⧸︁θ(y) =

⟨
K

k=1 ⧸︁αkN (y|⧸︁rk,ϑ⧸︁λkId) @0( %)*$#$+5; K 3 ⧸︁αk ↔ R+,
⧸︁rk ↔ Rd, ⧸︁λk ↔ R+ (k ↔ {1, . . . ,K}). A0( @’01%)963; 4)0)9 =$0$H3&

δℜℜ =
δϑ

2
·
⎝
L1 ·

ϑ

emin
+ L2 ·

ϑ

hmin
+ ϑ(2εϑ)

d
2

⎣
1 + (εϑ)

d
2 exp

⎧⎤a+ R2

ϑ

⎫⎦
⎠→1

.
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A0( =+$-#$#5 &5 +’--&$#+3& @+:2:M -&)-1 vθ(y)
def
= v⧸︁θ(y) exp(→

↓y↓2
2ϑ ),

*$#$+’( -%$"’ ("0()#-( %)%$+&3+$"’%%$9 3 3&))# -*’0(+%5) *$"’+3’433,
-&. @$*’/’#)01-#"$ [66, J)$+)&’ 3.4] @0( =$(-%)%39. G)-’, -+)@%3) 3 *$"’+3’433
K#$9 -&)-3 $.$/%’,3& *’* αk ↔ R+, rk ↔ Rd 3 λk ↔ R+, -$$#")#-#")%%$.

?5 "5"$@3&, ,#$

ϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp
⎧1
ϑ
(⧸︁ϕ(x) + ⧸︁ϖ(y)→↓x→ y↓2

2
)
⎫
dxdy =

ϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
} exp{→↓x→ y↓2

2ϑ
} exp{

⧸︁ϖ(y)

ϑ
}dxdy >

ϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
} exp{→↓x→ y↓2

2ϑ
}(v⧸︁θ(y)→ δℜℜ)dxdy =

ϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
} exp{→↓x→ y↓2

2ϑ
}v⧸︁θ(y)dxdy →

δℜℜϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
} exp{→↓x→ y↓2

2ϑ
}dxdy =

ϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
}exp{→↓x↓2

2ϑ
}exp{∈x,y∋

ϑ
}exp{→↓y↓2

2ϑ
}v⧸︁θ(y)

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=vε(y)

dxdy→

δℜℜϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
}exp{→↓x→ y↓2

2ϑ
}dxdy=

ϑ

[︃

Rd

exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
} exp{→↓x2↓

2ϑ
}
⎣[︃

Rd

exp{∈x,y∋
ϑ

}vθ(y)dy
⃥︁ ⎛⎞ ⎡

=cε(x)

⎦
dx→

δℜℜϑ

[︃

Rd

exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
}
⎣[︃

Rd

exp{→↓x→ y↓2

2ϑ
}dy

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=(2εϑ)d/2

⎦
dx =

ϑ

[︃

Rd

exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
} exp{→↓x2↓

2ϑ
}cθ(x)dx→ δℜℜϑ(2εϑ)

d/2

[︃

Rd

exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
}dx

(2.40)

>

ϑ

[︃

Rd

exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
} exp{→↓x2↓

2ϑ
}cθ(x)dx→

δℜℜϑ(2εϑ)
d/2 exp

⎧⎤a+ R2

ϑ

⎫[︃

Rd

exp{→↓x↓2/ϑ}dx⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=(εϑ)d/2

=

ϑ

[︃

Rd

exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
} exp{→↓x2↓

2ϑ
}cθ(x)dx→ δℜℜ2

d/2εdϑ(d+1) exp
⎧⎤a+ R2

ϑ

⎫
.(2.42)
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I): 3. C’ K#$& K#’=) &5 =$*’H)&, ,#$ @0( 0M.$2$ δℜℜ > 0 -:L)-#":)#
%)%$+&3+$"’%%’( -&)-1 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39 u ⧸︁φ, *$#$+’( ("0()#-(
δℜℜ-.03/*$9 * exp{⧸︁ϕ(x)/ϑ}cθ(x). Q-=$01/:( ’%’03#3,)-*$) "5+’H)%3) @0( cθ(x)

3/ [66, D+)@0$H)%3) 3.2], =$0:,’)&, ,#$

cθ(x) =
K⟩

k=1

αk exp{→
↓rk↓2

2ϑλk
} exp{↓rk + xλk↓2

2ϑλk
}.

J$2@’

exp
⌋︃
⧸︁ϕ(x)/ϑ

⌈︃
cθ(x) ↭

exp

]︃
⎤a→max{0, ↓x↓4 →R4}

ϑ

⌊︃
cθ(x) ↭ exp

⌋︃⎤a+ R4

ϑ

⌈︃
· exp(→↓x↓4/ϑ)cθ(x) =

K⟩

k=1

αk exp
⌋︃⎤a+ R4

ϑ

⌈︃
exp{→↓rk↓2

2ϑλk
} · exp(→↓x↓4

ϑ
) exp{↓rk + xλk↓2

2ϑλk
} =

K⟩

k=1

αk exp
⌋︃⎤a+ R4

ϑ

⌈︃
exp{→↓rk↓2

2ϑλk
} · exp{↓rk + xλk↓2 → 2λk↓x↓4

2ϑλk
}

I#-M@’ "3@%$, ,#$ exp
⌋︃
⧸︁ϕ(x)/ϑ

⌈︃
cθ(x) -#+)&3#-( * %:0M =+3 x, -#+)&(L)&-(

* .)-*$%),%$-#3. P#$ $/%’,’)#, ,#$ $#$.+’H)%3) x ⇑≃ exp
⌋︃
⧸︁ϕ(x)/ϑ

⌈︃
cθ(x)

-$$#")#-#":)# %$+&3+:)&$9 =0$#%$-#3. Q-=$01/:( [79, J)$+)&’ 5a], =$0:,’)&,
,#$ @0( "-); δℜℜ > 0 -:L)-#":)# %)%$+&3+$"’%%’( -&)-1 2’:--$"-*3;
+’-=+)@)0)%39 u ⧸︁φ #.,.

↓u ⧸︁φ → exp(⧸︁ϕ/ϑ)cθ↓↘ = sup
x↔RD

|u ⧸︁φ(x)→ exp(⧸︁ϕ(x)/ϑ)cθ(x))| < δℜℜ. (2.43)

!%’0$23,%$ v⧸︁θ, .:@)& +’--&’#+3"’#1 0361 -*’0(+%5) *$"’+3’433 " u ⧸︁φ, #.).
$=+)@)03& u ⧸︁φ =

⟨
L

l=1
⧸︁βlN (x|⧸︁µl, ϑ⧸︁ζlId) @0( %)*$#$+5; L, ⧸︁µl ↔ Rd, ⧸︁ζl ↔ R+ (l ↔

{1,...,L}). U+$&) #$2$, +’--&$#+3& uφ(x) = u ⧸︁φ(x) exp{→↓x↓2
2ϑ }, *$#$+’( #’*H)

("0()#-( %)%$+&3+$"’%%$9 =0$#%$-#1M -$ -*’0(+%5&3 *$"’+3’43(&3. G)-’,
-+)@%3), *$"’+3’433 K#$9 -&)-3 $.$/%’,3& *’* βl ↔ R+, µl ↔ Rd, ζl ↔ R+

-$$#")#-#")%%$.
A’0)) "-=$&%3& :+’"%)%3) (2.42) 3 =$0:,3&, ,#$

(2.42) > ϑ

[︃

Rd

exp{→↓x↓2

2ϑ
}(u ⧸︁φ(x)→ δℜℜ)dx→ δℜℜ2

d/2εdϑ(d+1) exp
⎧⎤a+ R2

ϑ

⎫
=
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ϑ

[︃

Rd

exp{→↓x↓2

2ϑ
}u ⧸︁φ(x)

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=uϑ(x)

dx→ϑδℜℜ
[︃

Rd

exp{→↓x↓2

2ϑ
}dx

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=(2εϑ)

d
2

→δℜℜ2
d/2εdϑ(d+1) exp

⎧⎤a+ R2

ϑ

⎫
=

ϑ↓uφ↓1 → ϑδℜℜ(2εϑ)
d
2

⎣
1 + (εϑ)

d
2 exp

⎧⎤a+ R2

ϑ

⎫⎦
. (2.44)

I): 4. J)=)+1 =)+)9@O& * @+:23& "5+’H)%3(&. Q-=$01/:( -"$9-#"$
1

tmin
-03=634)"$-#3 B:%*433 t ⇑≃ log t %’ 3%#)+"’0) [tmin,+↘), =$0:,’)&

log(exp{
⧸︁ϖ(y)

ϑ
})→ log(exp{

⧸︁ϖ(y)

ϑ
}→ δℜℜ) ↭ δℜℜ

hmin
=△

log(exp{
⧸︁ϖ(y)

ϑ
}→ δℜℜ) ↫

⧸︁ϖ(y)

ϑ
→ δℜℜ

hmin
. (2.45)

!%’0$23,%$ 3&))&, ,#$

log(exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
}cθ(x)→ δℜℜ) ↫ ⧸︁ϕ(x)

ϑ
+ log cθ(x)→

δℜℜ

emin
. (2.46)

Q-=$01/:( K#$ %)+’")%-#"$, &$%$#$%%$-#1 B:%*433 0$2’+3B&’ 3 (2.41), =$0:,’)&

v⧸︁θ(y)
(2.41)

> exp{
⧸︁ϖ(y)

ϑ
}→δℜℜ=△

log v⧸︁θ(y)> log(exp{
⧸︁ϖ(y)

ϑ
}→δℜℜ)

(2.45)

↫
⧸︁ϖ(y)

ϑ
→ δℜℜ

hmin
=△

→⧸︁ϖ(y) > →ϑ log v⧸︁θ(y)→
ϑδℜℜ

hmin
; (2.47)

u ⧸︁φ(x)
(2.43)

> exp{
⧸︁ϕ(x)

ϑ
}cθ(x)→δℜℜ=△ log u ⧸︁φ(x)> log(exp{

⧸︁ϕ(x)

ϑ
}cθ(x)→δℜℜ)

(2.46)

↫
⧸︁ϕ(x)

ϑ
+ log cθ(x)→

δℜℜ

emin
=△ →⧸︁ϕ(x) > →ϑ log

u ⧸︁φ(x)

cθ(x)
→ ϑδℜℜ

emin
.(2.48)

C’=$&%3&, ,#$ f1 3 f2 ("0(M#-( %):.5"’ML3&3 B:%*43(&3, ’ #’*H)
03=634)"5&3 - *$%-#’%#’&3 L1, L2 -$$#")#-#")%%$. I#-M@’ &5 =$0:,’)&

f2(→⧸︁ϖ(y)) ↫ f2(→ϑ log v⧸︁θ(y)→
ϑδℜℜ

hmin
) = f2(→ϑ(log vθ(y) +

↓y↓2

2ϑ
)→ ϑδℜℜ

hmin
) =

f2(→ϑ log vθ(y)→
↓y↓2

2
→ ϑδℜℜ

hmin
) ↫ f2(→ϑ log vθ(y)→

↓y↓2

2
)→ L2 ·

ϑδℜℜ

hmin
; (2.49)

f1(→⧸︁ϕ(x))↫f1(→ϑlog
u ⧸︁φ(x)

cθ(x)
→ ϑδℜℜ

emin
)=f1(→ϑ log u ⧸︁φ(x)+ϑ log cθ(x)→

ϑδℜℜ

emin
)=
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f1(→ϑlog uφ(x)→
↓x↓2

2
+ϑlog cθ(x)→

ϑδℜℜ

emin
)=f1(→ϑlog

uφ(x)

cθ(x)
→↓x↓2

2
→ ϑδℜℜ

emin
)↫

f1(→ϑ log
uφ(x)

cθ(x)
→ ↓x↓2

2
)→ L1 ·

ϑδℜℜ

emin
.(2.50)

Q%#)2+3+:( K#3 %)+’")%-#"’ =$ "-)& x, y 3/ %$-3#)0)9 p, q -$$#")#-#")%%$, 3&))&

[︃

Rd

f 2(→⧸︁ϖ(y))q(y)dy ↫
[︃

Rd

f2(→ϑ log vθ(y)→
↓y↓2

2
)q(y)dy → L2 ·

ϑδℜℜ

hmin
; (2.51)

[︃

Rd

f 1(→⧸︁ϕ(x))p(x)dx ↫
[︃

Rd

f1(→ϑ log
uφ(x)

cθ(x)
→ ↓x↓2

2
)p(x)dx→ L1 ·

ϑδℜℜ

emin
. (2.52)

C’*$%)4, *$&.3%3+:( (2.44) 3 (2.52), =$0:,’)&

L(θ,φ) = J
⎣
ϑ log

uφ(x)

cθ(x)
+

↓x↓2

2⃥︁ ⎛⎞ ⎡
ϕε,ϑ

def
=

, ϑ log vθ(y) +
↓y↓2

2⃥︁ ⎛⎞ ⎡
ϖε

def
=

⎦
=

ϑ↓uφ↓1+
[︃

Rd

f1(→ϑ log
uφ(x)

cθ(x)
→↓x↓2

2
)p(x)dx+

[︃

Rd

f2(→ϑ log vθ(y)→
↓y↓2

2
)q(y)dy <

ϑ

[︃

Rd

[︃

Rd

exp{1
ϑ
(⧸︁ϕ(x) + ⧸︁ϖ(y)→↓x→ y↓2

2
)}dxdy+

[︃

Rd

f 1(→⧸︁ϕ(x))p(x)dx+

[︃

Rd

f 2(→⧸︁ϖ(y))q(y)dy +

L1 ·
ϑδℜℜ

emin
+ L2 ·

ϑδℜℜ

hmin
+ ϑδℜℜ(2εϑ)

d
2

⎣
1 + (εϑ)

d
2 exp

⎧⎤a+ R2

ϑ

⎫⎦
<

L↑ + δℜ + δℜℜ

⎝
L1 ·

ϑ

emin
+ L2 ·

ϑ

hmin
+ ϑ(2εϑ)

d
2

⎣
1 + (εϑ)

d
2 exp

⎧⎤a+ R2

ϑ

⎫⎦
⎠
↭

L↑ +
δϑ

2
+

δϑ

2
=△

DKL (ω
↑↓ωθ,φ) ↭ ϑ→1(L(θ,φ)→ L↑) < δ

,#$ /’")+6’)# @$*’/’#)01-#"$.

G)’"+)!(". 8#+$2$ 2$"$+(, =+)@=$0$H)%3) $ 03=634)"$-#3 f1(x), f2(x)
&$H%$ $=:-#3#1. A)9-#"3#)01%$, =+3 =+)@=$0$H)%3(; #3=’ “&,H -/’#)-*!/”
" =+)@0$H)%33 2.4.2 3 #)$+)&) 2.4.3 ’+2:&)%#5 f1(·), f2(·) #’*H) "-)2@’
=+3%’@0)H’# %)*$#$+5& *$&=’*#%5& &%$H)-#"’&. Q/")-#%$, ,#$ "5=:*05)
B:%*433 ("0(M#-( 03=634)"5&3 %’ *$&=’*#%5; =$@&%$H)-#"’; R, -&. [80,
Chapter 3, !18], 3 %’ -’&$& @)0) %’& %) #+).:)#-( 03=634)"$-#1 %’ "-O& R.
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2.6 *63)/-)0$-;(6$ L1/9$%):$(06

G K#$& +’/@)0) &5 #)-#3+:)& %’6 &)#$@ U-LightOT %’ %)-*$01*3;
=$-#’%$"*’; 3/ -"(/’%%5; +’.$#. U$@ %’=3-’% - 3-=$01/$"’%3)& B+)9&"$+*’
PyTorch 3 %’;$@3#-( " $#*+5#$& @$-#:=) =$ ’@+)-:

https://github.com/milenagazdieva/LightUnbalancedOptimalTransport.

P*-=)+3&)%#5 $B$+&0)%5 " :@$.%$& "3@) %$:#.:*$" *.ipynb. U’H@59
K*-=)+3&)%# #+).:)# %)-*$01*3; &3%:# $.:,)%3( %’ CPU - 4 (@+’&3.
J);%3,)-*3) 6"*)1( ?-,#"$(’"!*/& =+3")@)%5 " +’/@)0) 2.7.

2.6.1 M1/9$%):$(06 /" /:$/;@ D’=//"+/1)8 %’/9%$#$-$()<

?5 =+3"$@3& 300M-#+’#3"%59 K*-=)+3&)%# ‘Gaussians Mixture’ " 2D,
,#$.5 =+$@)&$%-#+3+$"’#1 -=$-$.%$-#1 %’6)2$ &)#$@’ +’.$#’#1 - @3-.’0’%-$&
*0’--$" " 3-;$@%$9 3 4)0)"$9 &)+’;. ?5 -0)@:)& K*-=)+3&)%#’01%$9 -;)&),
=+)@0$H)%%$9 " [32, S3-. 2], 3 $=+)@)0()& ")+$(#%$-#%5) &)+5 p, q -0)@:ML3&
$.+’/$& (S3-. 2.1’):

p(x)=
1

4
N (x|(→3, 3), 0.1 · I2)+

3

4
N (x|(1, 3), 0.1 · I2),

q(y)=
3

4
N (y|(→3,0), 0.1 · I2)+

1

4
N (y|(1,0), 0.1 · I2).

?5 #)-#3+:)& %’6 &)#$@ U-LightOT - ’),9*).($/&)!!%’(
@3")+2)%43(&3 DKL, #.). f1(t), f2(t) $=+)@)0(M#-( *’* τ·fKL(t) = τ(t log(t)→t+1),
2@) τ > 0. ?5 =+3"$@3& $.:,)%%5) =0’%5 @0( τ ↔ [1, 101, 102]. S)/:01#’#5
%’ S3-. 2.1 =$*’/5"’M#, ,#$ =’+’&)#+ τ &$H)# 3-=$01/$"’#1-( @0( *$%#+$0(
:+$"%( %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 $.:,)%%5; =0’%$". D+3 τ = 1 %’6 &)#$@ U\
LightOT @)9-#"3#)01%$ $.:,’)# UEOT =0’%5, -&. S3-. 2.12. D+3 :")03,)%33 τ

&)#$@ =)+)-#’O# =)+)%$-3#1 &’--: $# ";$@%5; 2’:--3’% * .03H’963& 4)0)"5&.
A)9-#"3#)01%$, =+3 τ = 102 %’63 +)6)%3( =$;$H3 %’ +)6)%3( &)#$@’ [66,
LightSB], *$#$+59 ’==+$*-3&3+:)# -.’0’%-3+$"’%%5) EOT =0’%5 &)H@:
&)+’&3. A’0)) &5 +’--&’#+3"’)& τ *’* #)$)’"*$ !",.)1)!,($/&)!!/,*(.

https://github.com/milenagazdieva/LightUnbalancedOptimalTransport
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’) G;$@%5),
4)0)"5) &)+5

.) U-LightOT,
τ = 102

") U-LightOT,
τ = 101

2) U-LightOT,
τ = 100

S3-. 2.1 > W-0$"%5) =0’%5 ωθ,φ(y|x), $.:,)%%5) %’63& &)#$@$& "
K*-=)+3&)%#) Gaussians Mixture - @3")+2)%43)9 DKL 3 =’+’&)#+$&

%)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 τ ↔ [100,101,102]. R@)-1 pφ $.$/%’,’)# %$+&3+$"’%%59
=)+"59 &’+23%’0 uw, #.). pφ = uφ/↓uφ↓1.

Q/9"-;2"+’()$ #)+$%D$(>)) Dχ2. A0( =$0%$#5 &5 $4)%3"’)& %’6
=$@;$@ - @3")+2)%43)9 Dχ2 " K*-=)+3&)%#) Gaussian Mixture. ?5 3-=$01/:)& #:
H) K*-=)+3&)%#’01%:M -;)&:, ,#$ $=3-’%’ "56), 3 =+)@-#’"0()& *’,)-#")%%5)
+)/:01#’#5 %’ S3-. 2.2. Q%#)+)-%$, ,#$ +)/:01#’#5 &)#$@’ $#03,’M#-( $# #);,
*$#$+5) &5 =$0:,’)& @0( @3")+2)%433 DKL. A0( @3")+2)%433 Dχ2 %$-3#)03
&’+23%’0$" $.:,)%%5; =0’%$" -$-#’"0(M# 0361 ,’-#3 %$-3#)0)9 3-;$@%$9 3
4)0)"$9 &)+ =+3 τ = 1. P#’ =+$.0)&’ 3-,)/’)# =+3 %).$016$& :")03,)%33 τ,
#.). =+3 τ = 2. G #$ H) "+)&( @’01%)96)) :")03,)%3) τ .)-=$0)/%$, =$-*$01*:
$.:,)%%5) =0’%5 %) -=+’"0(M#-( - =+$.0)&$9 @3-.’0’%-’ *0’--$". J’*3&
$.+’/$&, =’+’&)#+ τ -0)@:)# =$@.3+’#1 K"+3-#3,)-*3. G -0:,’) @3")+2)%433 DKL

%$-3#)03 -$"=’@’M# @0( "-); τ, -&. S3-. 2.1. P#$ &$#3"3+:)# %’- 3-=$01/$"’#1
@3")+2)%433 DKL " %’63; $-%$"%5; K*-=)+3&)%#’;.

.’%’:$0% τ + L1/9$%):$(0$ Gaussians Mixture. A0( =$0%$#5 &5
#’*H) =+$"$@3& *$03,)-#")%%:M $4)%*: %’6)2$ &)#$@’ - @3")+2)%43)9 DKL @0(
+’/%5; =’+’&)#+$" %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 τ. ?5 "5,3-0()& %$+&3+$"’%%:M
-#$3&$-#1 OT (Ex′pEy′ω(y|x)

(x→y)2

2 ) &)H@: 3-;$@%5& 3 -2)%)+3+$"’%%5&
+’-=+)@)0)%3(&3, ’ #’*H) +’--#$(%3) G’-)+6#)9%’ &)H@: -2)%)+3+$"’%%5&
3 4)0)"5& +’-=+)@)0)%3(&3 ("5,3-0)%%$) @3-*+)#%5& &)#$@$& OT). A0(
=$0%$#5 &5 @$=$0%3#)01%$ "5,3-0()& &)#+3*3 @0( ,.)1)!,($/&)!!/:/ =$@;$@’
[66, LightSB]. S)/:01#’#5 =+)@-#’"0)%5 " J’.034) 2.

E"3014*)*%. G-=$&%3&, ,#$ %)-.’0’%-3+$"’%%’( =+3+$@’ %’6)2$ &)#$@’
=+3"$@3# * @":& "’H%5& -"$9-#"’&. G$-=)+"5;, &)#$@ 0:,6) -$;+’%()#
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’) U-LightOT,
τ = 10

.) U-LightOT,
τ = 5

") U-LightOT,
τ = 2

2) U-LightOT,
τ = 1

S3-. 2.2 > W-0$"%5) =0’%5 ωθ,φ(y|x), $.:,)%%5) %’63& &)#$@$& -
&’-6#’.3+$"’%%5&3 @3")+2)%43(&3 Dχ2 " K*-=)+3&)%#) Gaussians Mixture

(τ ↔ [1,2,5,10]).

!"#$%
U-LightOT

(τ = 1)

U-LightOT

(τ = 10)

U-LightOT

(τ = 50)

U-LightOT

(τ = 100)
LightSB

OT %"*$0*%"2 (⊥) 2.023 2.913 3.874 3.931 3.952

W2-/#%%"*)3$’ (⊥) 2.044 1.107 0.138 0.091 0.088

J’.034’ 2 > C$+&3+$"’%%’( -#$3&$-#1 OT &)H@: ";$@%5& 3 $.:,)%%5&
+’-=+)@)0)%3(&3 3 +’--#$(%3) G’-)+6#)9%’ &)H@: $.:,)%%5& 3 4)0)"5&
+’-=+)@)0)%3(&3 " K*-=)+3&)%#) Gaussians mixture.

-"$9-#"’ ";$@%5; $.T)*#$", ,)& -.’0’%-3+$"’%%5) =$@;$@5. A)9-#"3#)01%$,
$% =$/"$0()# -$;+’%(#1 ’#+3.:#5 $.T)*#$" (*0’--5) @’H) " -0:,’) @3-.’0’%-’
*0’--$". G$-"#$+5;, 3/-/’ $-0’.0)%%$2$ 2+’%3,%$2$ :-0$"3( +’-=+)@)0)%3),
=$+$H@’)&$) %’63& &)#$@$&, )-#)-#")%%5& $.+’/$& &)%)) =$;$H) %’ 4)0)"$)
+’-=+)@)0)%3), ,)& @0( -.’0’%-3+$"’%%5; &)#$@$".

D+3")@O%%5) "56) 3%#:3#3"%5) +’--:H@)%3( =$@#")+H@’M#-(
=$0:,)%%5&3 &)#+3*’&3. A)9-#"3#)01%$, =+3 :")03,)%33 =’+’&)#+’ τ,
*$2@’ %’6 &)#$@ -#’%$"3#-( "-O .$0)) 3 .$0)) =$;$H3& %’ -.’0’%-3+$"’%%5)
=$@;$@5, %$+&3+$"’%%’( -#$3&$-#1 OT &)H@: 3-;$@%5& 3 =$+$H@’)&5&
+’-=+)@)0)%3(&3 :")03,3"’)#-(, ’ +’--#$(%3) G’-)+6#)9%’ &)H@: $.:,)%%5&
3 4)0)"5& +’-=+)@)0)%3(&3 :&)%16’)#-(. E’/$"59 &)#$@ LightSB [1], *$#$+59
("0()#-( -.’0’%-3+$"’%%5& =$@;$@$&, =$*’/5"’)# %’30:,6)) *’,)-#"$ - #$,*3
/+)%3( +’--#$(%3( G’-)+6#)9%’ 3 %’3;:@6)) - #$,*3 /+)%3( -#$3&$-#3 OT.

G)’"+)!(". R@)-1 &5 =+$"$@3& "-) K*-=)+3&)%#5 - =’+’&)#+$&
K%#+$=39%$9 +)2:0(+3/’433 ϑ = 0.05. D’+’&)#+ ϑ $#"),’)# /’ -#$;’-#3,%$-#1
$.:,)%%$2$ :-0$"%$2$ =0’%’ ωθ(·|x). D$-*$01*: %’- " $-%$"%$& 3%#)+)-:)#
*$++)*#%59 =)+)%$- &’--5 (*$%#+$03+:)&59 f1,f2), ’ %) -#$;’-#3,%$-#1, &5
%) :@)0()& .$016$2$ "%3&’%3( ϑ %’ =+$#(H)%33 20’"5.
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2.6.2 Q--@/0%’>)4 =/0"<3)+"/0) 1 +67%"/’:

Y#$.5 =$*’/’#1 -"$9-#"$ :-#$9,3"$-#3 * "5.+$-’& %’6)2$ &)#$@’, &5
=+$"$@3& K*-=)+3&)%# %’ -&)-(; 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39 - @$.’"0)%%5&3
"5.+$-’&3 3 "3/:’03/3+:)& +)/:01#’#5 %’ S3-. 2.3. D$-#’%$"*’ K*-=)+3&)%#’
-;$H’ - K*-=)+3&)%#$& Gaussian mixtures, -&. !2.6.1. S’/03,3) /’*0M,’)#-( "
"5.+$-’; (&’05; 2’:--3’%’;), @$.’"0)%%5; * ";$@%$9, "5;$@%$9 &)+’&.

’) ?)+5 p,q .) LightSB ") U-LightOT (ours)
S3-. 2.3 > W-0$"%5) =0’%5 ωθ,φ(y|x), $.:,)%%5) %’63& &)#$@$& (τ = 1) 3

LightSB " K*-=)+3&)%#) Gaussian Mixtures with outliers.

E"3014*)*% =$*’/5"’M#, ,#$ %’6 &)#$@ U-LightOT :-=)6%$ :-#+’%()# "5.+$-5
3 -=$-$.)% $@%$"+)&)%%$ -=+’"0(#1-( - =+$.0)&$9 @3-.’0’%-’ *0’--$". ?)H@:
#)& -.’0’%-3+$"’%%59 &)#$@ LightSB [66] %) -=+’"0()#-( %3 - $@%$9 3/ =+$.0)&.

2.6.3 B$9’%(6< 9$%$+"# )2"7%’&$()<

FLO $@%3& =$=:0(+%5& #3=$& K*-=)+3&)%#$", *$#$+59 $.5,%$
+’--&’#+3"’)#-( " +’.$#’; =$ OT/EOT, ("0()#-( /’@’,’ %)=’+%$2$ =)+)"$@’
3/$.+’H)%39 [81]. D$-*$01*: %’6 &)#$@ 3-=$01/:)# =’+’&)#+3/’43M %’ $-%$")
-&)-3 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39, &$H)# .5#1 #+:@%$ =+3&)%(#1 U-LightOT
@0( +)6)%3( /’@’,3 =)+)"$@’ %’=+(&:M " =+$-#+’%-#") 3/$.+’H)%39. U
-,’-#1M, " %’-#$(L)) "+)&( $.5,%$ 3-=$01/:M# ’"#$*$@3+$"L3*3 [82] @0( .$0))
KBB)*#3"%$2$ =)+)"$@’. ?5 -0)@:)& =$-#’%$"*) [66, Section 5.4] 3 3-=$01/:)&
=+)@$.:,)%%59 ALAE ’"#$*$@3+$"L3* [83] @0( %’.$+’ @’%%5; FFHQ [84] -
034’&3 0M@)9 +’/&)+’ 1024↗ 1024. ?5 +’--&’#+3"’)& +’/%5) =$@&%$H)-#"’
%’.$+’ @’%%5; FFHQ (J3$/,1%", N!%", C0B+(!%, O"!=(!%) 3 "-) "’+3’%#5
=)+)"$@$" &)H@: %3&3: J3$/,1%"ℵN!%" 3 O"!=(!%ℵC0B+(!%.
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!"#$$ 0-123(+ 4’(53(+
6(+’ 15K 23K

789"$/+’ 7K 3.5K

J’.034’ 3 > Y3-0$ /.0+)<=(8
3/$.+. FFHQ =$ =$@&%$H)-#"’&

I-%$"%$9 -0$H%$-#1M $=3-’%%5;
=)+)"$@$" ("0()#-( #)/7’-’(/ *0’--$"
" 3/$.+’H)%3(; 3/ 3-;$@%5; 3 4)0)"5;
=$@&%$H)-#", -&. J’.034: 3. S’--&$#+3&
.$0)) =$@+$.%$ =)+)"$@ J3$/,1%"≃N!%".
G %’.$+) @’%%5; FFHQ ,3-0$ &3$/,1%8 ’0B+(! /%’,3#)01%$ =+)"56’)# ,3-0$
&3$/,1%8 B"!=(!, " #$ "+)&( *’* ,3-0$ <!%8 ’0B+(! &)%16) ,3-0’ <!%8
B"!=(!. J’*3& $.+’/$&, $# -.’0’%-3+$"’%%5; &)#$@$" OT/EOT $H3@’)#-(,
,#$ $%3 =)+)")@:# ,’-#1 =+)@-#’"3#)0)9 &3$/,1%8 ’0B+(! " =+)@-#’"3#)0)9
<!%8 B"!=(!. G #$ H) "+)&( &)#$@5, $-%$"’%%5) %’ %)-.’0’%-3+$"’%%$&
#+’%-=$+#), @$0H%5 -&(2,’#1 K#: =+$.0)&:.

R’2"+6$ :$0"#6. ?5 =+$"$@3& -+’"%)%3) - %)@’"%)9 =+$4)@:+$9 [32,
UOT-FM], *$#$+’( +’--&’#+3"’)# =+3&)+%$ #: H) =$-#’%$"*: 3 @)&$%-#+3+:)#
;$+$6)) *’,)-#"$. P#$# &)#$@ 3%#)+=$03+:)# +)/:01#’#5 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$
@3-*+)#%$2$ OT " %)=+)+5"%:M =$-#’%$"*:, 3-=$01/:( &$@)03 -$20’-$"’%3(
=$#$*$" [70]. A0( =$0%$#5 &5 "*0M,’)& -+’"%)%3) - LightSB 3 &$@)01M
-$20’-$"’%3( =$#$*$" %’ $-%$") -.’0’%-3+$"’%%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’
(OT-FM) [70], ,#$.5 =+$@)&$%-#+3+$"’#1 =+$.0)&5 -.’0’%-3+$"’%%5; &)#$@$".
?5 #’*H) +’--&’#+3"’)& %)9+$-)#)"5) &)#$@5, $=3+’ML3)-( %’ -$-#(/’#)01%$)
$.:,)%3), #’*3) *’* UOT-SD [22] 3 UOT-GAN[21].

5$0%)1). ?5 -#+)&3&-( $4)%3#1 -=$-$.%$-#1 &)#$@$" "5=$0%(#1 =)+)"$@
0’#)%#%5; *$@$", -$;+’%(( *0’-- ";$@%5; 3/$.+’H)%39 %)3/&)%%5&, %’=+3&)+
-$;+’%(( =$0 =+3 =)+)"$@) J3$/,1%"≃N!%". A0( K#$2$ &5 $.:,’)& 99% MLP
*0’--3B3*’#$+ =$0’, 3-=$01/:( 0’#)%#%5) *$@5 3/$.+’H)%39. ?5 3-=$01/:)&
)2$, ,#$.5 "5,3-03#1 #$,%$-#1 -$;+’%)%3( =$0’ "$ "+)&( =)+)"$@’. ?5
$.$/%’,’)& K#$ ,3-0$ *’* */+!/,*4 (,/8$.).

G #$ H) "+)&( "’H%$ #’*H) $.)-=),3#1, ,#$.5 =$+$H@O%%5) 3/$.+’H)%3(
=+3%’@0)H’03 +’-=+)@)0)%3M 4)0)"5; 3/$.+’H)%39, ’ %) 3-;$@%5;, %’=+3&)+
=+3%’@0)H’03 +’-=+)@)0)%3M <!%8 0M@)9 " %’6)& =+3&)+). A0( *$%#+$0(
K#$2$ -"$9-#"’ &5 3-=$01/:)& @+:2$9 99% MLP *0’--3B3*’#$+, ,#$.5
$=+)@)03#1, =+3%’@0)H3# 03 *’H@$) 3/ =$+$H@O%%5; 3/$.+’H)%39 4)0)"$&:
@$&)%: 303 3-;$@%$&:. R’#)& &5 "5,3-0()& @$0M =$+$H@O%%5; 3/$.+’H)%39,
=+3%’@0)H’L3; 4)0)"$&: @$&)%:, *$#$+:M &5 $.$/%’,’)& *’* */+!/,*4 (>"1.).

S$2=-;0’06. D$@;$@5 %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT/EOT $-%’L)%5
%)*$#$+5& =’+’&)#+$& %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 (*’* τ " %’6)& &)#$@)),
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S3-. 2.4 > G3/:’03/’43( =’+ #$,%$-#)9 (,/8$.->"1.) @0( %’6)2$ &)#$@’
U-LightOT 3 @+:23; &)#$@$" OT/EOT " K*-=)+3&)%#) =$ =)+)"$@: 3/$.+’H)%39.
R%’,)%3( =’+’&)#+$" %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 @0( %’6)2$ &)#$@’ U-LightOT (τ)

3 [32, UOT-FM] (λ = reg_m) :*’/’%5 %)=$-+)@-#")%%$ %’ 2+’B3*’;.

%&$’()*+(,- [32, UOT-FM] [22, UOT-SD] [21, UOT-GAN] U-LightOT (,#.)

79’:* ($’..) 03:21 18:11 16:30 02:38

J’.034’ 4 > 8+’"%)%3) ’-#+$%$&3,)-*$2$ "+)&)%3 +’.$#5 &)#$@$"
%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT/EOT " =)+)"$@) N!%"≃J3$/,1%". C’30:,63)

+)/:01#’#5 "5@)0)%5 &)%(6:, "#$+5) =$ *’,)-#": =$@,O+*%:#5.

*$#$+59 "03()# %’ +)/:01#’#5 &)#$@$": =+3 :")03,)%33 %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3
#$,%$-#1 -$;+’%)%3( *0’--’ :")03,3"’)#-(, %$ #$,%$-#1 $#$.+’H)%3( " 4)0)"$9
*0’-- :&)%16’)#-(. D$-0)@%)) =+$3-;$@3# 3/-/’ $-0’.0)%3( $2+’%3,)%39
%’ &’+23%’05 " UEOT. A0( ,)-#%$2$ -+’"%)%3( &5 -#+)&3&-( "5,3-03#1
"/’3&$/’"3-3&$-#1 &)H@: #$,%$-#(&3 (-$;+./4)0.) @0( +’/%5; /%’,)%39
%)-.’0’%-3+$"’%%$-#3. ?5 @)0’)& K#$ @0( %’6)2$ &)#$@’ 3 UOT-FM. ?5
$.%’+:H303, ,#$ %)-.’0’%-3+$"’%%5) =$@;$@5 %’ $-%$") GAN @)&$%-#+3+:M#
%)-#’.301%$) =$")@)%3), =$K#$&: &5 =+3"$@3& +)/:01#’#5 UOT-SD 3 UOT\
GAN #$01*$ @0( $@%$2$ /%’,)%3( =’+’&)#+’.

A0( :@$.-#"’ &5 "3/:’03/3+:)& =’+5 #$,%$-#)9 @0( %’6)2$ &)#$@’ 3
)2$ *$%*:+)%#$" %’ S3-. 2.4. I4)%*’ =$*’/5"’)#, ,#$ %’6 &)#$@ U-LightOT
&$H)# KBB)*#3"%$ +)6’#1 /’@’,3 =)+)"$@’ " "5-$*3; +’/&)+%$-#(; (d = 512)
3 =+)"$-;$@3# ’01#)+%’#3"5 " +’.$#) - =+$.0)&$9 @3-.’0’%-’ *0’--$". !
3&)%%$, &5 "3@3&, ,#$ %’6 &)#$@ =$/"$0()# @$-#32’#1 0:,6)9 #$,%$-#3
-$;+’%)%3( ’#+3.:#$" ";$@%5; 3/$.+’H)%39, ,)& @+:23) &)#$@5, =+3 K#$&
$.)-=),3"’( ;$+$6:M #$,%$-#1 $#$.+’H)%3( " 4)0)"$9 *0’--. G #$ "+)&(
*’* -.’0’%-3+$"’%%5) &)#$@5 3 %)*$#$+5) %)-.’0’%-3+$"’%%5) $.)-=),3"’M#
$,)%1 "5-$*:M #$,%$-#1 $#$.+’H)%3( " 4)0)"$9 *0’--, -$$#")#-#":ML3)
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#$,%$-#3 -$;+’%)%3( ’#+3.:#$" : %3; ;:H), ,)& : %’-, ,#$ $/%’,’)#, ,#$
&5 0:,6) -=+’"0()&-( - =+$.0)&$9 @3-.’0’%-’ *0’--$". U’* 3 $H3@’)#-(,
=+3 .$016$& =’+’&)#+) τ +)/:01#’#5 %’6)2$ &)#$@’ U-LightOT -$"=’@’M# -
+)/:01#’#’&3 LightSB, *$#$+59 ("0()#-( -.’0’%-3+$"’%%5& &)#$@$&. D+3
K#$& %’6 &)#$@ 3&))# %’3&)%16)) ’-#+$%$&3,)-*$) "+)&( +’.$#5 -+)@3
-:L)-#":ML3; %)-.’0’%-3+$"’%%5; &)#$@$", -&. J’.034: 4 @0( -+’"%)%3(.
?5 @)&$%-#+3+:)& *’,)-#")%%5) +)/:01#’#5 %’6)2$ &)#$@’ 3 .’/$"5; &)#$@$"
%’ S3-. 2.5. G5.$+ =’+’&)#+’ %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 @0( "3/:’03/’433 %’6)2$
&)#$@’ 3 UOT-FM =$@+$.%$ $=3-’% " +’/@)0) 2.7. G +’/@)0) 2.6.4 &5 =+$"$@3&
).17>(/!!/" (,,1"6/&)!(" %’6)2$ &)#$@’, B$*:-3+:(-1 %’ "5.$+) =’+’&)#+$"
τ, ϑ 3 ,3-0’ *$&=$%)%# -&)-)9 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39.

C3H) &5 =+3"$@3& @$=$0%3#)01%5) +)/:01#’#5 *$03,)-#")%%$2$
-+’"%)%3( %’6)2$ &)#$@’ U-LightOT 3 @+:23; &)#$@$" %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ 3
-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT/EOT " K*-=)+3&)%#) =$ =)+)"$@: 3/$.+’H)%39. J’.0345
5, 6, 7 -$@)+H’# /%’,)%3(, 3-=$01/$"’%%5) @0( =$-#+$)%3( S3-. 2.4. D’+’&)#+5
%)-.’0’%-3+$"’%%$-#3, 3-=$01/$"’%%5) @0( %’6)2$ &)#$@’ U-LightOT 3 [32,
UOT-FM], :*’/’%5 %)=$-+)@-#")%%$ " J’.034’;. A0( =$0:,)%3( +)/:01#’#’
&)#$@’ [22, UOT-SD] &5 3-=$01/:)& 3; =’+’&)#+ %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3
τ = 0.002. D$@+$.%)) $ =’+’&)#+’; &)#$@$", 3-=$01/$"’%%5; @0( =$0:,)%3(
+)/:01#’#$" %3H), -&. +’/@)0 2.7. R’&)#3&, ,#$ &5 %) "*0M,’)& &)#+3*: FID
@0( $4)%*3 *’,)-#"’ =$+$H@O%%5; 3/$.+’H)%39, =$-*$01*: &5 $.%’+:H303,
,#$ $%’ %) ("0()#-( +)=+)/)%#’#3"%$9 &)#+3*$9 @0( $4)%*3 *’,)-#"’ &$@)0)9,
"5=$0%(ML3; =)+)"$@ 0’#)%#%5; *$@$" ALAE.

&’()"*+,"-#
OT-FM

[32]

[66, LightSB] !"!
[67, LightSBM]

[32, UOT-FM]
UOT-SD

[22]

UOT-GAN

[21]

U-LightOT

(-./)

#$%&≃’(). 67.71 78.16 84.46 (reg_m = 0.005) 45.71 73.85 84.49 (τ = 250)

’().≃#$%& 53.79 80.25 76.05 (reg_m = 0.005) 49.30 74.74 89.48 (τ = 102)

*+,.≃-&$. 76.05 87.82 84.42 (reg_m = 0.005) 75.50 84.04 90.30 (τ = 102)

-&$.≃*+,. 72.40 88.10 86.10 (reg_m = 0.05) 72.03 84.56 89.66 (τ = 103)

J’.034’ 5 > 8+’"%)%3) #$,%$-#3 (-$;+.).
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’) N!%" ≃ J3$/,1%" .) J3$/,1%" ≃ N!%"

") C0B+(!% ≃ O"!=(!% 2) O"!=(!% ≃ C0B+(!%
S3-. 2.5 > C)=’+%59 =)+)"$@ - &)#$@’&3 LightSB, OT-FM, UOT-FM 3 %’63&

U-LightOT, =+3&)%O%%5&3 " 0’#)%#%$& =+$-#+’%-#") ALAE [83] @0(
3/$.+’H)%39 FFHQ [84] (1024↗1024).
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&’()"*+,"-#
OT-FM

[32]

[66, LightSB] !"!
[67, LightSBM]

[32, UOT-FM]
UOT-SD

[22]

UOT-GAN

[21]

U-LightOT

(-./)

#$%&≃’(). 93.28 85.97 74.10 (reg_m = 0.005) 87.33 84.25 81.78 (τ = 250)

’().≃#$%& 96.12 93.10 89.30 (reg_m = 0.005) 97.39 95.88 87.79 (τ = 102)

*+,.≃-&$. 93.33 94.37 92.35 (reg_m = 0.005) 98.16 97.38 90.23 (τ = 102)

-&$.≃*+,. 94.27 89.66 88.53 (reg_m = 0.05) 94.96 92.91 88.59 (τ = 103)

J’.034’ 6 > 8+’"%)%3) #$,%$-#3 (4)0.).

&’()"*+,"-#
OT-FM

[32]

[66, LightSB] !"!
[67, LightSBM]

[32, UOT-FM]
UOT-SD

[22]

UOT-GAN

[21]

U-LightOT

(-./)

#$%&≃’(). 11.93 15.50 11.57 (reg_m = 0.005) 13.28 11.23 17.15 (τ = 250)

’().≃#$%& 14.10 21.41 17.00 (reg_m = 0.005) 18.44 14.94 30.79 (τ = 102)

*+,.≃-&$. 16.20 20.91 10.31 (reg_m = 0.005) 16.13 22.41 27.29 (τ = 102)

-&$.≃*+,. 11.42 30.87 6.99 (reg_m = 0.05) 13.23 10.55 24.68 (τ = 103)

J’.034’ 7 > 8+’"%)%3) FD &)H@: 3-#3%%5&3 3 -2)%)+3+$"’%%5&3 0’#)%#%5&3
*$@’&3.

2.6.4 H7-4>)"(("$ )//-$#"+’()$ 9’%’:$0%"+ + L1/9$%):$(0’8 9"

9$%$+"#= )2"7%’&$()<

G K#$& +’/@)0) =+3")@)%5 +)/:01#’#5 ’.0(43$%%$2$ 3--0)@$"’%3( %’6)2$
&)#$@’, "5("0(ML)2$ "03(%3) =’+’&)#+$" τ, ϑ 3 ,3-0’ *$&=$%)%# -&)-)9
2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39.

.’%’:$0%6 τ, ϑ + L1/9$%):$(0’8 / )2"7%’&$()4:). PBB)*#
=’+’&)#+’ K%#+$=39%$9 +)2:0(+3/’433 ϑ ;$+$6$ 3/:,)%, -&., %’=+3&)+, [41;
66]. ! 3&)%%$, :")03,)%3) =’+’&)#+’ ϑ -#3&:03+:)# :-0$"%5) +’-=+)@)0)%3(
ωθ(y|x) -#’%$"3#1-( .$0)) @3-=)+-%5&3. J)& %) &)%)) %3H) &5 =+3"$@3&
@$=$0%3#)01%59 *$03,)-#")%%59 ’%’03/ )2$ "03(%3( %’ $.:,)%%59 =)+)"$@.
U+$&) #$2$, &5 +’--&’#+3"’)& "$=+$- -)- #)$)’"*$ τ &1(7"* !) -)+",*&/
!)9":/ ’"*/6) & ?-,#"$(’"!*)8 #/ #"$"&/60 (3/.$)B"!(5? Y#$.5 $#")#3#1
%’ K#$# "$=+$-, &5 $.:,’)& =)+)"$@5 N!%"≃ J3$/,1%", C0B+(!%≃
O"!=(!% %’ %’.$+) @’%%5; FFHQ, "’+13+:( =’+’&)#+5 τ, ϑ, -&. !2.6.3
@0( @)#’0)9 K*-=)+3&)%#’01%$9 =$-#’%$"*3. ?5 #)-#3+:)& %’6 &)#$@ -
&’-6#’.3+$"’%%$9 @3")+2)%43)9 DKL, $.:,’( )2$ " #),)%3) 5K 3#)+’439.
I-#’01%5) 23=)+=’+’&)#+5 =+3")@)%5 " +’/@)0) 2.7. G J’.034’; 8, 11, 14, 17
&5 =+3"$@3& #$,%$-#1 -$;+’%)%3( ’#+3.:#$" 3-;$@%5; 3/$.+’H)%39 (%’=+3&)+,
=$0’ =+3 =)+)"$@) N!%"≃J3$/,1%"). G J’.034’; 9, 12, 15, 18 &5 =+3"$@3&
#$,%$-#1 $#$.+’H)%3( " *$++)*#%59 4)0)"$9 *0’-- (%’=+3&)+, &3$/,1%" 0M@3
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=+3 =)+)"$@) N!%"≃J3$/,1%"). G J’.034’; 10, 13, 16, 19 &5 =+3"$@3&
&)#+3*3 FD, *$#$+5) $=+)@)0(M#-( *’* $),,*/7!(" P$"9" &)H@: -+)@%3&3
3 *$"’+3’43(&3 $.:,)%%5; 3 4)0)"5; &)+. A0( :@$.-#"’ &5 @$=$0%3#)01%$
300M-#+3+:)& +)/:01#’#5 ’.0(43$%%5; 3--0)@$"’%39 %’ S3-. 2.6.

ϑ

τ
10 20 50 102 250 103 106

0.01 96.37±0.07 96.12±0.25 93.44±0.22 90.26±0.18 85.15±0.82 81.79±0.98 79.27±1.11

0.05 96.03±0.08 95.55±0.13 93.19±0.55 88.93±0.94 84.49±1.57 80.59±0.55 78.42±0.73

0.1 95.20±0.21 94.92±0.24 92.30±0.25 87.99±0.83 82.91±1.01 78.76±0.50 78.25±0.87

0.5 88.53±0.26 87.46±0.41 83.41±0.80 80.14±0.56 76.00±0.84 73.36±0.23 71.84±0.27

1.0 → 81.26±1.09 77.84±0.33 74.33±0.54 71.01±1.13 67.43±0.15 66.71±0.13

J’.034’ 8 > J)-#$"’( #$,%$-#1 (-$;+.) (𝒜) =+3 =)+)"$@) N!%" ≃ J3$.

ϑ

τ
10 20 50 102 250 103 106

0.01 38.94±0.91 51.92±0.80 67.68±1.06 75.49±0.30 81.34±1.06 83.67±0.74 85.27±1.35

0.05 40.09±0.16 53.19±0.49 69.01±0.74 77.41±0.67 81.78±0.33 84.80±0.90 85.63±0.76

0.1 44.18±1.50 56.74±0.58 71.77±0.57 78.34±0.91 83.70±0.54 87.07±0.37 88.21±0.23

0.5 50.51±0.34 65.61±2.04 81.50±1.17 87.48±0.06 92.21±0.29 92.93±0.14 93.80±0.55

1.0 → 70.81±2.69 83.82±2.45 89.56±0.50 93.78±0.35 95.04±0.20 95.50±0.41

J’.034’ 9 > J)-#$"’( #$,%$-#1 (4)0.) (𝒜) =+3 =)+)"$@) N!%" ≃ J3$.

ϑ

τ
10 20 50 102 250 103 106

0.01 35.55±1.24 26.77±1.59 17.39±0.19 16.42±1.96 12.28±1.16 11.46±0.70 10.85±0.12

0.05 42.05±3.04 31.47±0.03 23.90±1.49 18.31±0.16 17.15±0.48 16.27±0.62 19.89±5.51

0.1 50.05±2.48 40.67±0.73 31.15±0.32 27.49±0.56 25.86±0.88 24.57±0.06 26.30±0.15

0.5 114.49±1.06 104.42±0.33 98.21±4.21 92.48±0.98 89.42±0.10 88.74±0.12 89.55±1.18

1.0 → 165.39±1.50 149.84±0.86 142.39±0.18 137.40±0.21 135.85±0.17 135.25±0.17

J’.034’ 10 > J)-#. FD (⊥) =$0:,)%%5; 0’#)%#. *$@$" =+3 =)+)"$@) N!%"≃J3$.

ϑ

τ
10 20 50 102 103 106

0.01 96.14±0.08 95.96±0.03 93.60±0.72 89.88±0.74 81.49±0.89 80.19±2.17

0.05 95.36±0.41 95.26±0.24 92.77±0.48 89.48±0.60 81.34±0.35 79.99±0.42

0.1 94.73±0.22 94.33±0.21 92.65±0.52 89.12±0.40 81.06±0.82 77.73±1.21

0.5 88.21±0.82 88.43±0.15 86.13±0.94 83.89±0.67 74.92±0.53 70.32±1.46

1.0 → 81.67±0.94 79.71±1.28 77.15±1.65 67.80±0.30 65.31±0.90

J’.034’ 11 > J)-#$"’( #$,%$-#1 (-$;+.) (𝒜) =+3 =)+)"$@) J3$/,1%" ≃ N!%".

E"3014*)*% =$*’/5"’M#, ,#$ :")03,)%3) ϑ %)2’#3"%$ "03()# *’*
%’ #$,%$-#1 -$;+’%)%3( ’#+3.:#$" 3-;$@%5; 3/$.+’H)%39, #’* 3 %’ FD
=$+$H@O%%5; 0’#)%#%5; *$@$", ,#$ "5/"’%$ :")03,)%%$9 @3-=)+-%$-#1M ωθ(y|x).
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ϑ

τ
10 20 50 102 103 106

0.01 67.45±0.51 76.38±0.36 84.86±0.23 87.87±0.37 91.56±0.40 92.29±0.37

0.05 67.21±0.10 76.66±1.22 84.43±0.40 87.79±0.38 91.98±0.50 92.29±0.71

0.1 65.29±1.54 76.58±1.10 84.29±0.73 88.65±0.64 92.33±0.49 92.87±0.11

0.5 69.13±3.43 76.74±1.39 82.33±6.53 86.86±2.89 94.06±0.62 94.91±0.45

1.0 → 80.13±1.89 85.87±0.53 91.00±0.62 95.66±0.41 96.37±0.52

J’.034’ 12 > J)-#. #$,%$-#1 (4)0.) (𝒜) =+3 =)+)"$@) J3$/,1%" ≃ N!%".

ϑ

τ
10 20 50 102 103 106

0.01 45.58±7.90 31.24±0.62 22.44±0.32 18.23±0.24 17.30±2.99 24.29±12.53

0.05 60.09±13.23 38.88±3.33 27.85±0.07 30.79±8.58 24.59±4.48 26.44±7.23

0.1 54.45±1.07 46.52±0.70 41.98±5.22 34.02±0.25 44.25±9.33 40.16±7.51

0.5 128.91±1.09 121.00±0.91 116.78±10.57 111.49±5.02 102.51±0.04 102.31±0.11

1.0 → 187.33±1.64 173.11±1.67 171.32±13.12 156.25±4.40 152.73±0.38

J’.034’ 13 > J)-#. FD (⊥) =$0:,)%%5; 0’#)%#. *$@$" =+3 =)+)"$@) J3$.≃N!%".

ϑ

τ
10 20 50 102 103 106

0.01 93.75±0.10 93.28±0.07 92.01±0.16 90.85±0.12 88.70±0.36 87.62±0.34

0.05 93.40±0.17 93.20±0.14 91.91±0.25 90.30±0.39 88.05±0.20 87.77±0.23

0.1 92.99±0.18 92.78±0.15 91.24±0.46 89.57±0.06 87.45±0.62 87.21±0.11

0.5 89.96±0.40 88.34±0.37 87.24±0.26 86.75±1.06 84.09±0.31 83.54±0.41

1.0 → 84.94±0.54 83.54±0.41 81.80±0.14 80.72±0.20 79.87±0.47

J’.034’ 14 > J)-#. #$,%$-#1 (-$;+.) (𝒜) =+3 =)+)"$@) C0B. ≃ O"!.

ϑ

τ
10 20 50 102 103 106

0.01 61.38±0.29 74.57±0.78 85.78±0.87 90.32±0.70 93.79±0.26 94.19±0.40

0.05 60.97±1.14 74.99±0.32 85.01±0.64 90.23±0.50 93.87±0.25 94.44±0.07

0.1 61.36±0.60 73.52±0.24 86.38±0.40 90.38±0.39 94.19±0.28 94.73±0.36

0.5 65.74±0.87 73.61±0.58 86.45±0.48 89.80±0.66 95.14±0.58 95.59±0.61

1.0 → 78.18±0.18 86.85±0.74 91.50±0.74 95.63±0.14 95.93±0.17

J’.034’ 15 > J)-#. #$,%$-#1 (4)0.) (𝒜) =+3 =)+)"$@) C0B. ≃ O"!.

ϑ

τ
10 20 50 102 103 106

0.01 54.84±4.12 37.87±0.55 27.27±3.17 22.69±3.48 27.73±4.28 17.32±1.29

0.05 51.61±2.58 51.25±11.78 34.28±1.04 27.29±2.60 30.63±1.67 25.77±2.22

0.1 59.45±3.60 51.17±3.28 43.05±3.68 38.02±1.64 34.42±0.91 37.54±1.79

0.5 132.45±6.07 119.82±1.07 107.16±1.48 107.23±6.76 103.24±2.32 100.71±1.66

1.0 → 182.26±2.20 164.51±1.50 156.41±2.04 146.73±0.28 146.05±0.10

J’.034’ 16 > J)-#. FD (⊥) =$0:,)%%5; 0’#)%#. *$@$" =+3 =)+)"$@) C0B.≃O"!.

Q%#)+)-%$, ,#$ #$,%$-#1 $#$.+’H)%3( " *$++)*#%59 4)0)"$9 *0’-- %) 3&))#
$,)"3@%$9 @3%’&3*3 =$ ϑ. G #$ H) "+)&( =+3 0&"1(+"!(( τ $.:,)%%5) =0’%5
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ϑ

τ
10 20 50 102 103 106

0.01 95.70±0.05 95.31±0.10 93.68±0.09 92.46±0.13 89.08±0.32 88.81±0.05

0.05 95.55±0.08 95.05±0.09 93.67±0.10 92.32±0.27 89.66±0.17 88.39±0.42

0.1 95.21±0.26 94.83±0.19 93.14±0.30 91.96±0.26 89.09±0.53 87.38±0.40

0.5 93.02±0.22 92.53±0.29 91.13±0.01 89.73±0.44 85.87±1.20 85.24±0.41

1.0 → 90.00±0.78 88.83±0.73 87.46±0.30 83.32±1.03 83.16±0.55

J’.034’ 17 > J)-#. #$,%$-#1 (-$;+.) (𝒜) =+3 =)+)"$@) O"!. ≃ C0B.

ϑ

τ
10 20 50 102 103 106

0.01 51.54±0.48 64.67±1.09 77.59±0.39 82.52±0.49 88.61±0.48 88.99±0.18

0.05 49.26±0.72 64.09±1.08 76.88±0.17 83.47±0.52 88.59±0.55 89.14±0.55

0.1 49.74±0.78 63.99±0.82 76.96±0.54 82.45±0.22 89.29±0.55 89.14±0.38

0.5 48.64±2.31 60.88±0.55 77.58±0.28 82.10±1.17 89.82±0.99 90.63±1.06

1.0 → 62.62±0.24 74.95±1.17 82.42±0.73 90.20±0.34 90.75±0.37

J’.034’ 18 > J)-#. #$,%$-#1 (4)0.) (𝒜) =+3 =)+)"$@) O"!. ≃ C0B.

ϑ

τ
10 20 50 102 103 106

0.01 47.00±1.74 33.65±0.67 23.85±1.15 20.83±1.27 16.48±0.09 18.78±3.44

0.05 52.30±1.29 39.79±1.25 29.66±1.81 27.23±3.45 24.68±2.80 23.43±1.91

0.1 58.40±0.62 48.66±0.73 37.55±0.35 37.74±2.39 31.63±0.42 32.83±2.02

0.5 131.17±0.78 120.63±0.76 108.44±0.60 104.85±1.17 101.29±0.11 102.26±1.58

1.0 → 186.46±0.92 169.64±0.63 160.52±0.42 152.78±0.13 152.37±0.09

J’.034’ 19 > J)-#. FD (⊥) =$0:,)%%5; 0’#)%#. *$@$" =+3 =)+)"$@) O"!.≃C0B.

S3-. 2.6 > G3/:’03/’43( ’.0(43$%%$2$ 3--0)@$"’%3( =’+’&)#+$" τ, ϑ "
K*-=)+3&)%#) =$ =)+)"$@: 3/$.+’H)%39.

$.)-=),3"’M# ’"!490< */+!/,*4 -$;+’%)%3( *0’--’ ";$@%5; 0’#)%#%5; *$@$",
%$ 10+9"" FD =$+$H@O%%5; 0’#)%#%5; *$@$" 3 #$,%$-#1 $#$.+’H)%3( " 4)0)"$9
*0’--. P#$ $H3@’)&$) =$")@)%3), =$-*$01*: =+3 .$0163; τ $2+’%3,)%3( %’
&’+23%’05 $.:,)%%5; =0’%$" -#’%$"(#-( .$0)) -#+$23&3. J$ )-#1 &5 /’-#’"0()&
&’+23%’05 $.:,)%%5; =0’%$" .5#1 .03H) * 3-;$@%$9 3 4)0)"$9 &)+’&, ,#$
=$/"$0()# $.:,’#1 .$0)) #$,%5) $#$.+’H)%3( " 4)0)":M &)+:, %$ %) =$/"$0()#
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-$;+’%(#1 3-;$@%5) *0’--5 " -0:,’) =+$.0)& @3-.’0’%-’. Q%#)+)-%$, ,#$
=+3 =)+)"$@) J3$/,1%"≃N!%" FD =$0:,)%%5; 0’#)%#%5; *$@$" 3 #$,%$-#1
$#$.+’H)%3( " 4)0)"$9 *0’-- &’0$ &)%(M#-( =+3 τ ↫ 102, #$2@’ *’* #$,%$-#1
-$;+’%)%3( ’#+3.:#$" @)&$%-#+3+:)# /’&)#%$) =’@)%3) &)H@: τ = 102 3 τ = 103.
D$K#$&: &5 &$H)& +’--&’#+3"’#1 τ = 102 *’* $=#3&’01%$) /%’,)%3) =’+’&)#+’,
#’* *’* $%$ $.)-=),3"’)# %’30:,6:M "/’3&$/’"3-3&$-#1 &)H@: *’,)-#"$&
$.:,)%%5; =)+)"$@$" 3 3; -=$-$.%$-#1M -$;+’%(#1 =+3/%’*3 ";$@%5; 0’#)%#%5;
*$@$". D+3 =)+)"$@) N!%"≃J3$/,1%" /%’,)%3( #$,%$-#3 3 FD @)&$%-#+3+:M#
/’&)#%5) +’/03,3( @0( +’--&’#+3"’)&5; τ, =$K#$&: .50’ +’--&$#+)%’ .$0))
@)#’01%’( 6*’0’ 3 "5.+’%$ τ = 2.5 · 102 *’* $=#3&’01%$) /%’,)%3).

G -$"$*:=%$-#3 %’6 &)#$@ =+)@0’2’)# 23.*39 -=$-$. "5.$+’ *$%B32:+’433
=)+)"$@’ @$&)%’, *$#$+’( =$/"$0()# 0:,6) -$;+’%(#1 -"$9-#"’ 3-;$@%5;
$.T)*#$" 303 =$+$H@’#1 +’-=+)@)0)%3), .$0)) .03/*$) * 4)0)"$&:. Q#$2$"59
"5.$+ $=#3&’01%$9 *$%B32:+’433 $-#’O#-( %’ :-&$#+)%3) =$01/$"’#)0(.
G5@)0)%%5) /%’,)%3( " J’.034’; 3-=$01/:M#-( @0( -+’"%)%3( - @+:23&3
=$@;$@’&3 " !2.6.3.

G)’"+)!(". FD -0)@:)# +’--&’#+3"’#1 *’* /*!/,(*"14!0< &)+:
.03/$-#3 &)H@: =$0:,)%%5&3 3 4)0)"5&3 &)+’&3. S)/:01#’#5, =$0:,)%%5)
-.’0’%-3+$"’%%5& &)#$@$& [66, LightSB] (K*"3"’0)%#%5& %’6)&: =+3 .$0163;
τ), +’--&’#+3"’M#-( *’* /$0$#$9 -#’%@’+#.

T)/-" D’=//"+/1)8 1":9"($(0 + 9"0$(>)’-’8. A0( =$0%$#5 &5
=+$"$@3& ’.0(43$%%$) 3--0)@$"’%3) %’6)2$ &)#$@’ U-LightOT - +’/%5& ,3-0$&
2’:--$"-*3; *$&=$%)%# (K, L) " =$#)%43’0’; vθ 3 uφ, -$$#")#-#")%%$. ?5
/’=:-*’)& &)#$@ @0( =)+)"$@’ N!%"≃J3$/,1%" - 5K 6’2$", ϑ = 0.05 3 =$0’2’)&
τ = 250. U$03,)-#")%%5) +)/:01#’#5 (#$,%$-#1 -$;+’%)%3( *0’--’, #$,%$-#1
$#$.+’H)%3( " 4)0)"$9 *0’--, FD =$+$H@O%%5; 0’#)%#%5; *$@$" $#%$-3#)01%$
4)0)"5; 0’#)%#%5; *$@$") =+3")@)%5 " J’.034’; %3H).
S)/:01#’#5 =$*’/5"’M#, ,#$ " +’--&’#+3"’)&$9 /’@’,) %’6 &)#$@ @)&$%-#+3+:)#
;$+$6)) *’,)-#"$ @’H) =+3 &’0$& ,3-0) *$&=$%)%#, ,#$ &$H%$ $.T(-%3#1
20’@*$-#1M 0’#)%#%5; =+)@-#’"0)%39 @’%%5; @0( ’"#$*$@3+$"L3*’ ALAE.
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K

L
1 2 4 8 16 32 64 128

1 84.17±0.45 84.73±1.27 84.25±1.08 85.08±0.78 84.84±0.92 85.82±0.70 85.52±0.74 83.70±0.48

2 84.99±0.59 84.54±0.43 84.56±0.39 84.18±0.63 83.87±2.03 83.56±1.37 84.66±0.44 86.74±0.54

4 84.50±0.86 84.81±0.46 84.60±0.37 84.65±0.77 83.75±1.01 84.00±1.52 83.51±0.90 83.99±0.63

8 83.88±1.01 84.08±0.81 83.71±0.60 82.76±1.98 84.69±0.38 84.30±0.39 85.05±1.59 83.03±1.02

16 84.65±0.33 85.00±1.62 84.28±0.78 84.76±1.23 83.66±0.33 85.14±0.49 83.77±1.16 84.34±0.15

32 83.48±0.40 86.02±1.22 84.79±0.60 84.44±0.42 85.24±0.84 84.06±1.00 84.73±0.51 84.54±0.27

64 85.24±0.27 85.23±0.59 84.12±0.12 84.64±0.64 84.01±1.95 84.10±1.26 84.77±1.25 83.76±1.44

128 85.21±0.29 85.16±0.07 84.63±1.15 84.64±0.49 84.12±0.57 84.11±0.76 84.22±0.68 84.64±0.93

J’.034’ 20 > J)-#. #$,%$-#1 (-$;+.) (𝒜) =+3 =)+)"$@) N!%"≃J3$. @0( %’6)2$
&)#$@’ - +’/%5& ,3-0$& 2’:--$"-*3; *$&=$%)%# " =$#)%43’0’;.

K

L
1 2 4 8 16 32 64 128

1 83.35±0.85 82.03±0.11 82.69±0.82 83.34±0.08 82.95±0.46 82.80±0.58 82.49±0.64 82.54±0.36

2 83.26±0.98 81.80±0.81 81.82±0.66 82.35±0.92 82.77±0.45 82.26±0.98 82.36±0.37 82.84±0.38

4 82.76±0.17 81.47±0.29 82.32±0.13 82.60±0.66 82.70±0.64 82.48±0.37 83.23±1.24 82.44±0.68

8 82.35±0.39 81.63±0.38 82.23±0.52 82.19±0.72 82.64±0.58 82.55±0.18 82.85±0.28 82.87±0.09

16 82.43±0.61 82.12±1.10 81.30±0.79 82.11±0.93 82.56±0.26 81.88±0.85 83.34±0.57 82.90±0.39

32 81.57±0.47 81.39±0.62 81.76±0.27 81.28±0.57 82.47±1.30 82.06±0.41 82.35±0.55 82.56±0.89

64 82.01±0.79 82.33±0.83 81.97±0.61 82.01±0.26 82.44±0.74 81.61±0.75 82.06±0.51 83.44±0.38

128 82.39±0.92 82.18±0.56 81.74±0.19 82.22±0.74 81.58±0.23 82.66±0.33 83.07±0.30 82.85±0.45

J’.034’ 21 > J)-#. #$,%$-#1 (4)0.) (𝒜) =+3 =)+)"$@) N!%"≃J3$. @0( %’6)2$
&)#$@’ - +’/%5& ,3-0$& 2’:--$"-*3; *$&=$%)%# " =$#)%43’0’;.

K

L
1 2 4 8 16 32 64 128

1 17.41±0.28 17.42±0.36 18.10±1.41 17.83±0.41 17.97±0.69 18.42±0.86 17.69±0.37 18.07±0.61

2 19.07±0.81 17.47±0.83 16.87±0.25 16.93±0.56 21.05±1.86 17.38±0.69 17.22±0.76 17.83±0.70

4 17.07±0.53 16.66±0.14 17.02±0.84 18.01±1.79 16.71±0.06 17.07±0.95 16.59±0.41 16.42±0.10

8 16.55±0.22 23.56±7.59 16.37±0.23 16.81±0.95 17.21±1.01 18.37±1.47 17.13±0.77 16.96±0.86

16 17.58±1.58 18.06±1.61 18.25±2.46 17.69±1.87 18.00±0.34 17.19±0.71 17.62±0.93 18.97±2.01

32 17.85±0.10 17.15±0.71 16.50±0.10 21.91±4.05 20.04±2.78 19.31±3.22 18.79±2.03 22.56±1.66

64 21.39±1.32 21.91±4.23 21.00±4.47 18.02±1.24 21.63±3.14 19.56±0.99 17.53±0.47 20.26±4.46

128 22.09±4.91 35.68±21.07 33.80±21.67 20.46±2.39 24.80±5.33 22.73±3.03 22.09±1.25 22.72±7.41

J’.034’ 22 > J)-#. FD (⊥) =$0:,)%%5; 0’#)%#. *$@$" =+3 =)+)"$@) N!%"≃J3$.
@0( %’6)2$ &)#$@’ - +’/%5& ,3-0$& 2’:--$"-*3; *$&=$%)%# " =$#)%43’0’;.
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2.7 C$8()3$/1)$ #$0’-) L1/9$%):$(0"+

2.7.1 E7F)$ #$0’-)

Y#$.5 &3%3&3/3+$"’#1 %’6: 4)0)":M B:%*43M (2.14), &5 =’+’&)#+3/:)&
αk,rk,Sk @0( vθ 3 βl,µl,”l @0( uφ " (2.11). C0)@:( -#’%@’+#%5& =+’*#3*’&
20:.$*$2$ $.:,)%3(, &5 =’+’&)#+3/:)& 0$2’+3B&5 logαk, logβl "&)-#$ =+(&$9
=’+’&)#+3/’433 αk,βl. D)+)&)%%5) rk, µl =’+’&)#+3/:M#-( %’=+(&:M *’*
&%$2$&)+%5) ")*#$+5. ?5 +’--&’#+3"’)& @3’2$%’01%5) &’#+345 Sk, ”l

3 =’+’&)#+3/:)& 3; ,)+)/ 3; @3’2$%’01%5) /%’,)%3( log(Sk)i,i 3 log(”l)i,i,
-$$#")#-#")%%$. ?5 3%343’03/3+:)& =’+’&)#+5, -0)@:( -;)&) 3/ [66]. G$
"-); %’63; K*-=)+3&)%#’; &5 3-=$01/:)& $=#3&3/’#$+ Adam.

2.7.2 G$0’-) L1/9$%):$(0’ /" /:$/4:) D’=//"+/1)8 %’/9%$#$-$()<

?5 3-=$01/:)& K = L = 5, ϑ = 0.05, lr = 3e→ 4. D+3 $.:,)%33 &5 @)0’)&
2 · 104 2+’@3)%#%5; 6’2$" - +’/&)+$& "5.$+$* 128. A0( ’02$+3#&’ LightSB &5
3-=$01/:)& =’+’&)#+5, =+)@-#’"0)%%5) ’"#$+’&3 " $B343’01%$& +)=$/3#$+33.

2.7.3 G$0’-) L1/9$%):$(0’ 9" 9$%$+"#= )2"7%’&$()<

?5 3-=$01/:)& *$@ 3 &$@)01 @)*$@)+’ 3/ https://github.com/

podgorskiy/ALAE, @’%%5) 3 3/"0),O%%5) %)9+$-)#1M ’#+3.:#5 @0( %’.$+’
@’%%5; FFHQ -*’,’%5 3/ https://github.com/ngushchin/LightSB/. G *0’--
J3$/,1%" &5 "*0M,’)& 3/$.+’H)%3( - ’#+3.:#$& J/3$),* ↫ 44; " *0’-- N!%"
– - J/3$),*↔ [16, 44]. ?5 3-*0M,303 3/$.+’H)%3( - 034’&3 @)#)9, ,#$.5
:")03,3#1 #$,%$-#1 *0’--3B3*’433 =$ ’#+3.:#: #/1. A0( K*-=)+3&)%#$" -
%’63& &)#$@$& &5 3-=$01/:)& "/")6)%%:M @3")+2)%43M DKL - =’+’&)#+’&3 τ,
:*’/’%%5&3 " +’/@)0) 2.6.4, 3 =$0’2’)& K = L = 10, ϑ = 0.05, lr = 1, +’/&)+
"5.$+$* → 128. ?5 "5=$0%()& 5 · 103 2+’@3)%#%5; 6’2$" - 3-=$01/$"’%3)&
$=#3&3/’#$+’ Adam [85] 3 =0’%3+$"L3*’ MultiStepLR - =’+’&)#+’&3 ω = 0.1,

https://github.com/podgorskiy/ALAE
https://github.com/podgorskiy/ALAE
https://github.com/ngushchin/LightSB/
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milestones= [500,1000]. A0( #)-#3+$"’%3( &)#$@’ [66, LightSB] &5 3-=$01/:)&
$B343’01%59 *$@ (-&. --50*: "56)) 3 3%-#+:*433, =+)@$-#’"0)%%5) ’"#$+’&3.

R’2"+6$ :$0"#6. A0( &)#$@$" OT-FM 3 UOT-FM &5 =’+’&)#+3/:)&
")*#$+%$) =$0) (vt,θ)t↔[0,1] @0( =)+)%$-’ &’--5 - =$&$L1M @":;-0$9%$9
=$0%$-"(/%$9 %)9+$-)#3 - 512 -*+5#5&3 %)9+$%’&3 3 ReLU ’*#3"’43)9.
D’+’&)#+ "+)&)%3 t =)+)@ =$@’,)9 " -)#1 @$=$0%3#)01%$ *$@3+:)#-( -
=$&$L1M -3%:-$3@’01%$2$ =+3/%’*$"$2$ $#$.+’H)%3(. 8*$+$-#1 $.:,)%3( @0(
$=#3&3/’#$+’ Adam :-#’%$"0)%’ +’"%$9 1e-4. A0( =$0:,)%3( $=#3&’01%$2$
#+’%-=$+#%$2$ =0’%’ ε↑(x,y), 3-=$01/:M#-( @3-*+)#%5) OT &)#$@5 3/
=’*)#’ POT [86], =$-#+$)%%5) %’ +)6)%3(; (=0’%’; ε↑(x,y)) @3-*+)#%5;
OT /’@’,. G ,’-#%$-#3, @0( UOT-FM &5 3-=$01/:)& ot.unbalanced.sinkhorn

- +)2:0(+3/’43)9, +’"%$9 0.05. Y3-0$ 6’2$" 3%B)+)%-’ :-#’%$"0)%$ +’"%5& 100.
A0( =$0:,)%3( +)/:01#’#$" UOT-FM %’ S3-. 2.4 &5 /’=:-#303 &)#$@ %’ 3K
K=$; - =’+’&)#+$& reg_m↔ [5e-4,5e-3,5e-2,0.5,1,10,102,103,104,105,106] 3 =+3")03
-+)@%3) /%’,)%3( B3%’01%5; &)#+3* =$ 3 %)/’"3-3&5& /’=:-*’& - +’/%5&3
=’+’&)#+’&3 seed. G J’.034’; 5, 6, 7 =+3")@)%5 +)/:01#’#5 @0( *’H@$2$
=)+)"$@’ @0( $@%$2$ "5.+’%%$2$ =’+’&)#+’, :*’/’%%$2$ " *’H@$9 3/ #’.034.
?5 3-=$01/:)& -$;+’%)%%5) ")-’ &$@)03 UOT-FM, ,#$.5 "3/:’03/3+$"’#1
)) *’,)-#"$ %’ S3-. 2.5. A0( [22, UOT-SD], [21, UOT-GAN] &5 3-=$01/:)&
$B343’01%59 *$@, =+)@$-#’"0)%%59 ’"#$+’&3, -&. --50*3:

https://github.com/Jae-Moo/Unbalanced-Optimal-Transport-Generative-Model

https://github.com/uhlerlab/unbalanced_ot

D$-*$01*: &)#$@5 UOT-SD, UOT-GAN +’%)) %) =+3&)%(03-1 * %’.$+:
@’%%5; FFHQ, &5 %’-#+$303 =)+).$+ =$ -)#*) =’+’&)#+$" 3 -0)@$"’03
3%-#+:*43(& ’"#$+$" =$ 3; %’-#+$9*’&. A0( UOT-SD, UOT-GAN &5
3-=$01/$"’03 #+);-0$9%:M %)9+$-)#1 - 512 -*+5#5&3 %)9+$%’&3 3 ReLU
’*#3"’43)9. ?5 $.:,’03 UOT-SD 3 UOT-GAN " #),)%3) 10K 3#)+’439,
:-#’%$"303 +’/&)+ -0:,’9%5; "5.$+$* +’"%5& 128 3 3-=$01/$"’03 $=#3&3/’#$+
Adam [85] - lr = 10→5 3 lr = 10→4, -$$#")#-#")%%$. A0( UOT-SD &5
3-=$01/$"’03 @3")+2)%43M DKL - 3; =’+’&)#+$& %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 τ =

0.002. A0( $-#’01%5; =’+’&)#+$" &5 3-=$01/$"’03 /%’,)%3( =$ :&$0,’%3M,
=+)@$-#’"0)%%5) ’"#$+’&3 @0( /’@’, 2)%)+’433 CIFAR-10. A0( "-); .’/$"5;
&$@)0)9, *$#$+5) 3-=$01/:M# K%#+$=39%:M +)2:0(+3/’43M, &5 =$0’2’)& ϑ=0.05.

https://github.com/Jae-Moo/Unbalanced-Optimal-Transport-Generative-Model
https://github.com/uhlerlab/unbalanced_ot
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2.8 E7/=&#$()$

S’/+’.$#’%%59 &)#$@ 3&))# &%$2$ =+)3&:L)-#" =$ -+’"%)%3M - @+:23&3
-:L)-#":ML3&3 UEOT &)#$@’&3. G$-=)+"5;, $% %) #+).:)# -0$H%$9 max-min
$=#3&3/’433. G$-"#$+5;, $% =+)@$-#’"0()# "5+’H)%3) " /’&*%:#$9 B$+&) @0(
:-0$"%$2$ ωθ(y|x) ∞ ω↑(y|x) UEOT =0’%’. E$0)) #$2$, $% =$/"$0()# =$0:,’#1
"5.$+*3 *’* 3/ :-0$"%$9 &)+5 ωθ(y|x), #’* 3 3/ &)+5 &’+23%’0’ uφ(x) ∞
ω↑
x
(x). U+$&) #$2$, +)6’ML)) =+)"$-;$@-#"$ K#$2$ &)#$@’ /’*0M,’)#-( " #$&,

,#$ $% 3&))# %)&3%3&’*-%:M 4)0)":M B:%*43M $=#3&3/’433 3 %) #+).:)#
3-=$01/$"’%3( #(HO0$9 %)9+$-)#)"$9 =’+’&)#+3/’433. G +)/:01#’#) &)#$@
-;$@3#-( /’ &3%:#5 %’ CPU. IH3@’)#-(, ,#$ K#3 =+)3&:L)-#"’ &$2:# :-303#1
3-=$01/$"’%3) &)#$@’ *’* -#’%@’+#%$2$ 3 =+$-#$2$ .’/$"$2$ &)#$@’ @0( /’@’,3
UEOT - =+30$H)%3(&3 " +’/%5; -B)+’;.

I@%3& 3/ $2+’%3,)%39 &)#$@’ ("0()#-( 3-=$01/$"’%3) =’+’&)#+3/’433
" "3@) -&)-3 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39, ,#$ &$H)# $2+’%3,3"’#1 )2$
&’-6#’.3+:)&$-#1. P#$ :*’/5"’)# %’ %)$.;$@3&$-#1 +’/+’.$#*3 -=$-$.$"
$=#3&3/’433 4)0)"$9 B:%*433 (2.4) - .$0)) $.L)9 =’+’&)#+3/’43)9, %’=+3&)+,
%)9+$-)#)"$9.
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,-’+’ 3. 5$0"# +63)/-$()4 9"-=($/7’-’(/)%"+’((68

"90):’-;(68 0%’(/9"%0(68 7’%)>$(0%"+

!2+)2’43( @’%%5; 3/ %)-*$01*3; 3-#$,%3*$" &$H)# .5#1 B$+&’03/$"’%’
*’* /’@’,’ =$3-*’ /#*(’)14!%8 *$)!,#/$*!%8 (IJ) .’+34)%#+$", *$#$+’(
/’*0M,’)#-( " "5,3-0)%33 -+)@%)2$ ")+$(#%$-#%5; +’-=+)@)0)%39 - #$,*3
/+)%3( OT -#$3&$-#3. I@%’*$ " +)’01%5; -4)%’+3(; %’03,3) "5.+$-$" 3
6:&’ " &)+’; @’%%5; &$H)# -:L)-#")%%$ :;:@6’#1 *’,)-#"$ #+’@343$%%5;
-#’#3-#3,)-*3; &)#$@$" "5,3-0)%3( OT .’+34)%#+$". Y#$.5 +)63#1 K#:
=+$.0)&:, &5 =+)@0’2’)& %$"59 &’-6#’.3+:)&59 =$@;$@ * "5,3-0)%3M
0,*/5+(&/:/ %)=+)+5"%$2$ .’+34)%#+’, 3-=$01/:( @"$9-#")%%:M B$+&:03+$"*:
(#/10)!",.)1)!,($/&)!!/5 /’@’,3 OT. C’-*$01*$ %’& 3/")-#%$, " @’%%$9 20’")
+’/+’.$#’% =)+"59 ’02$+3#& @0( "5,3-0)%3( :-#$9,3"5; IJ .’+34)%#+$"
%)=+)+5"%5; +’-=+)@)0)%39. C’6 &)#$@ -B$+&:03+$"’% *’* &3%3&’*-%’(
/’@’,’ $=#3&3/’433 3 @$=:-*’)# /.=(" B:%*433 -#$3&$-#3. ?5 -#+$2$
#)$+)#3,)-*3 $.$-%$"5"’)& =+)@0$H)%%59 &)#$@ 3 @)&$%-#+3+:)& )2$
:-#$9,3"$-#1 * "5.+$-’& 3 @3-.’0’%-: *0’--$" - =$&$L1M +(@’ 300M-#+’#3"%5;
K*-=)+3&)%#$".

I-%$"%5) +)/:01#’#5 20’"5 3/0$H)%5 " +’.$#) [A4]. ?)#$@, ’02$+3#& 3
#)$+)#3,)-*3) +)/:01#’#5, =+)@-#’"0)%%5) " 20’") 3 =:.03*’433, +’/+’.$#’%5 3
@$*’/’%5 ’"#$+$& @3--)+#’433. P*-=)+3&)%#’01%$) #)-#3+$"’%3) &)#$@’ " !3.6.4
3 !3.6.5 "5=$0%)%$ ’"#$+$&, ’ @$=$0%3#)01%5) 300M-#+’#3"%5) K*-=)+3&)%#5
" !3.6.1-!3.6.3, !3.6.6 → -$’"#$+$& -#’#13 [A4].

3.1 *+$#$()$

?3+ =$0$% @’%%5;, 3 #$,%59 ’%’03/ K#3; @’%%5; =$/"$0()# +)6’#1
+(@ /’@’, " &3+), -"(/’%%5; - %’:*$9, &)@343%$9, 3%H)%)+3)9 3 #.@.
S’-=+$-#+’%O%%’( #+:@%$-#1 " ’%’03/) @’%%5; "$/%3*’)# 3/-/’ @":; B’*#$+$":
(i) $2+$&%$2$ *$03,)-#"’ @’%%5; 3 (ii) #$2$, ,#$ @’%%5) =$-#:=’M# 3/ %)-*$01*3;
3-#$,%3*$", * =+3&)+:, 3/ +’/%5; %’:,%5; K*-=)+3&)%#$", .$01%34 303
3%H)%)+%5; 3-=5#’%39. I@%3& 3/ &%$2$$.)L’ML3; -=$-$.$" -=+’"3#1-( -
K#3&3 #+:@%$-#(&3 ("0()#-( $-:L)-#"0)%3) ):$":)>(( 6)!!%8. P#$ $/%’,’)#
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:&)%16)%3) -=)43B3,%5; @0( *$%*+)#%$2$ 3-#$,%3*’ ;’+’*#)+3-#3* 3
-$;+’%)%3) #$01*$ %)/’"3-3&$9 $# 3-#$,%3*’ 3%B$+&’433 @0( +)6)%3(
+’--&’#+3"’)&$2$ =+’*#3,)-*$2$ -0:,’(.

C)@’"%$ "$/%3*0$ %’=+’"0)%3) 3--0)@$"’%39 [14; 15; 31; 37; 38], *$#$+$)
B$*:-3+:)#-( %’ +)6)%33 /’@’,3 ’2+)2’433 @’%%5; " +’&*’; /’@’,3 =$3-*’
$=#3&’01%5; #+’%-=$+#%5; (IJ) .’+34)%#+$". A0( /’@’%%$2$ %’.$+’ $=$+%5;
+’-=+)@)0)%39, =+)@-#’"0(ML3; @’%%5) 3/ +’/%5; 3-#$,%3*$", /’@’,’ -$-#$3#
" #$&, ,#$.5 %’9#3 2)$&)#+3,)-*3 $-&5-0)%%$) -+)@%)) K#3; +’-=+)@)0)%39,
&3%3&3/3+:( -+)@%MM IJ -#$3&$-#1 $# $=$+%5; +’-=+)@)0)%39 @$ 3-*$&$2$.

Q/%’,’01%$ "")@O%%’( @0( @$-#’#$,%$ -=)43B3,%$9 =$-#’%$"*3
(*"’@+’#3,%5) )"*03@$"5 B:%*433 -#$3&$-#3 OT) [16], $.0’-#1 IJ .’+34)%#+$"
,+)/"5,’9%$ +’/"30’-1 /’ =$-0)@%)) @)-(#30)#3). G %’-#$(L)) "+)&(, "
K#$9 $.0’-#3 &$H)# =+3&)%(#1-( 20:.$*$) $.:,)%3), 3 &)#$@5 &$2:# .5#1
’@’=#3+$"’%5 * =$-#’%$"*’& - "5-$*$+’/&)+%5&3 @’%%5&3, %’=+3&)+,
3/$.+’H)%3(&. I@%’*$ #)*:L3) 3--0)@$"’%3( .’+34)%#+$" -*0$%%5
32%$+3+$"’#1 #3=3,%$) 3 "’H%$) -"$9-#"$ @’%%5;, "$/%3*’ML)) " +)’01%5;
=+30$H)%3(;: %’03,3) %)H)0’#)01%$2$ 6:&’ 3 "5.+$-$" [35]. P#$ &$#3"3+:)#
+’/+’.$#*: 0,*/5+(&/:/ B+)9&"$+*’ IJ .’+34)%#+$", *$#$+59 (i) %’-0)@:)#
"-) @$-#3H)%3( #)*:L3; 3--0)@$"’%39 .’+34)%#+$", %’=+3&)+, @$=:-*’)#
20:.$*$) $.:,)%3) 3 &$H)# .5#1 ’@’=#3+$"’% * "5-$*3& +’/&)+%$-#(&; (ii)
+’/:&%$ -=+’"0()#-( - :=$&(%:#5&3 "56) $2+’%3,)%3(&3 +)’01%5; @’%%5;.
Y#$.5 :@$"0)#"$+3#1 $.) 4)03, &5 =+)@0’2’)& $=3+’#1-( %’ %)@’"%3) #);%3*3
%)=+)+5"%$2$ !",.)1)!,($/&)!!/:/ OT [22; 87], *$#$+5) )-#)-#")%%5& $.+’/$&
-$20’-:M#-( - %)#$,%$-#(&3 " @’%%5;.

I-%$"%5) %$2=-;0’06 K#$9 20’"5 /’*0M,’M#-( " -0)@:ML)&:
1. S’/+’.$#’% %$"59 ’02$+3#& =$0:%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT (SUOT)

.’+34)%#+’, *$#$+59 :-#$9,3" * "5.+$-’& 3 @3-.’0’%-: *0’--$" "
$=$+%5; +’-=+)@)0)%3(; (§3.4).

2. S’/+’.$#’%5 -#+$23) #)$+)#3,)-*3) $-%$"5 =$@;$@’, "*0M,’( $4)%*3
*’,)-#"’ "$--#’%$"0)%%5; #+’%-=$+#%5; =0’%$" (§3.4.1).

3. D+$")@)% +(@ K*-=)+3&)%#$" - &$@)01%5&3 @’%%5&3 3 3/$.+’H)%3(&3
@0( @)&$%-#+’433 *’,)-#"’ &)#$@’ 3 )2$ :-#$9,3"$-#3 * "5.+$-’& 3
@3-.’0’%-: *0’--$" (§3.6).

G @’%%$9 20’") +’/+’.$#’% =)+"59 ’02$+3#& =$-#+$)%3( 0,*/5+(&%8 IJ
.’+34)%#+$" " !"#$"$%&!/5 "5,3-03#)01%$9 =$-#’%$"*) (§3.2.3). 8:L)-#":ML3)
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+’.$#5, +)6’ML3) =$;$H3) /’@’,3, +’--&’#+3"’M# )/1-@3)0$-;("

6(,-$"*!%" =$-#’%$"*3 [35; 36].
E7"2(’3$()4. C’ =+$#(H)%33 20’"5 &5 $.$/%’,’)& K = {1,...,K}

@0( K ↔ N 3 3-=$01/:)& s[1:K] @0( $.$/%’,)%3( *$+#)H’ $.T)*#$" (s1,...,sK).
?5 $=+)@)0()& X ⊤ RD

→, Xk ⊤ RDk , Y ⊤ RD *’* *$&=’*#%5) =$@&%$H)-#"’
)"*03@$"5; =+$-#+’%-#". ?5 3-=$01/:)& C(Y) @0( $.$/%’,)%3( &%$H)-#"’
%)=+)+5"%5; B:%*439 %’ Y . ?%$H)-#"’ .$+)0)"-*3; ")+$(#%$-#%5; (303
%)$#+34’#)01%5;) &)+ %’ X $.$/%’,’M#-( *’* P(X ) (303 M+(X )). A0( @":;
&)+ µ1,µ2↔M+(X ) &5 =36)& µ1⇒µ2, ,#$.5 $.$/%’,3#1, ,#$ &)+’ µ1 ’.-$0M#%$
%)=+)+5"%’ $#%$-3#)01%$ &)+5 µ2. 8$"&)-#%5) ")+$(#%$-#%5) +’-=+)@)0)%3(
%’ X↗Y - &’+23%’0’&3 P 3 Q $.$/%’,’M#-( *’* !(P,Q) 3 $.5,%$ %’/5"’M#-(
*$)!,#/$*!%’( #1)!)’(. G-) -$"&)-#%5) %)$#+34’#)01%5) &)+5 %’ X ↗ Y
$.$/%’,’M#-( *’* M+(X ↗ Y). A0( /’@’%%$9 &)+5 ω(x,y) ↔ P(X ↗ Y) (303
M+(X ↗ Y)) &5 3-=$01/:)& ωx(x), ωy(y) @0( $.$/%’,)%3( )O &’+23%’0$". G-)
")+$(#%$-#%5) &)+5 ω(x,y) ↔ P(X ↗ Y) #’*3), ,#$ ωy = Q @0( /’@’%%$9
")+$(#%$-#%$9 &)+5 Q, $.$/%’,’M#-( *’* !(Q). ?5 3-=$01/:)& ω(y|x) @0(
$.$/%’,)%3( :-0$"%$9 &"$/7*!/,*!/5 &)+5. A0( 3/&)+3&$2$ $#$.+’H)%3( T

-3&"$0 T# $.$/%’,’)# -$$#")#-#":ML39 $=)+’#$+ =)+)%$-’ &)+5 (push-forward
operator). 8$=+(HO%%’( =$ Z)%;)0M B:%*43( * B:%*433 ϖ(u) $.$/%’,’)#-(
*’* ϖ(t)

def
= supu↔R{ut → ϖ(u)}.

3.2 .%$#+’%)0$-;(6$ /+$#$()4

G K#$& +’/@)0) &5 %’=$&%3& =$%(#3( %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ $=#3&’01%$2$
#+’%-=$+#’ 3 =$0:%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ .’+34)%#+’, $#%$-(L3)-( * K#$9 20’").
G !3.2.1 &5 B$+&:03+:)& /’@’,: SUOT 3 )) =$0:@"$9-#")%%:M B$+&:03+$"*:.
G !3.2.2 &5 B$+&:03+:)& /’@’,: =$3-*’ .’+34)%#+’ OT/UOT. R’#)&, " !3.2.3
&5 $=3-5"’)& %’6: "5,3-03#)01%:M =$-#’%$"*:. A0( =$@+$.%$-#)9 $. OT &5
$#-50’)& * [8; 29; 88], $ %)-.’0’%-3+$"’%%$& OT - [20; 28; 33], $. OT .’+34)%#+’;
- [16; 89]. G)/@) " @’%%$9 20’") =+)@=$0’2’)#-(, ,#$ 3-;$@%5) &)+5 P,Pk(k ↔ K)

’.-$0M#%$ %)=+)+5"%5 $#%$-3#)01%$ &)+5 N).)2’.
A0( %’,’0’ "")@O& =$%(#3) ϖ-@3")+2)%439, %)$.;$@3&$) @0( %’63;

@’01%)963; "5"$@$".
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ϖ-#)+$%D$(>)) #-4 ($"0%)>’0$-;(68 :$%. D:-#1 µ1,µ2 ↔ M+(X ℜ)

> @") !"/*$(>)*"14!%" &)+5. J$2@’ @0( B:%*433 ϖ : R+ ≃ R+ ⇐ {↘}
ϖ-6(&"$:"!>(7 &)H@: µ1,µ2 /’@’O#-( *’*:

Dϖ (µ1↓µ2)
def
=

[︃

X
ϖ

]︃
dµ1

dµ2
(x)

⌊︃
dµ2(x), )-03 µ1 ⇒ µ2, 3 +↘ 3%’,).

R@)-1 =+)@=$0’2’)#-(, ,#$ =$+$H@’ML’( B:%*43( ϖ(u) ("0()#-( "5=:*0$9,
%)$#+34’#)01%$9, =$0:%)=+)+5"%$9 -%3/:, $.+’L’)#-( " %$01 $@%$/%’,%$
=+3 u = 1 3 :@$"0)#"$+()# -"$9-#": ϖ(u)

u

u≃↘≃ ↘. J$2@’ -$=+(HO%%’(
B:%*43( ϖ(u) ("0()#-( %):.5"’ML)9, 3 )O $.0’-#1 $=+)@)0)%3( > R, -&. [90].
D+3 K#3; =+)@=$0$H)%3(; Dϖ ("0()#-( *$++)*#%$9 &)+$9 +’/03,3( &)H@:
@":&( %)$#+34’#)01%5&3 &)+’&3. ]$+$6$ 3/")-#%5) =+3&)+5 ϖ-@3")+2)%439
"*0M,’M# @3")+2)%43M U:01.’*’–N)9.0)+’ DKL [20; 28] 3 χ2-@3")+2)%43M Dχ2.
A)#’01%$) $.-:H@)%3) @$=:-#3&5; @3")+2)%439 =+3")@)%$ " 20’") 2 +’.$#5.

3.2.1 E90):’-;(6< 0%’(/9"%0

N-’//)3$/1’4 2’#’3’ OT. S’--&$#+3& @") ")+$(#%$-#%5) &)+5 P↔
P(X ), Q↔P(Y) 3 B:%*43M -#$3&$-#3 c(x,y) ↔ C(X ↗ Y). J$2@’ /’@’,’ OT
[6] &)H@: P 3 Q /’@’O#-( *’*

OTc(P,Q)
def
= inf

ε↔!(P,Q)

[︃

X↗Y
c(x,y)dε(x, y). (3.1)

D+3 &(2*3; =+)@=$0$H)%3(; $ +’-=+)@)0)%3(; P, Q 3 B:%*433 -#$3&$-#3 c

&3%3&3/’#$+ ε↑ /’@’,3 (3.1) "-)2@’ -:L)-#":)#, %$ %) 2’+’%#3+:)#-(, ,#$ $%
)@3%-#")%)%, -&. [29]. G ,’-#%$& -0:,’) *"’@+’#3,%$9 -#$3&$-#3 c(x,y) = ↓x→y↓2

2

/’@’,’ (3.1) -"$@3#-( * ;$+$6$ 3/")-#%$&: (*"’@+’#:) +’--#$(%3( G’-)+6#)9%’-2
(W2

2(P,Q)). R’@’,’ (3.1) @$=:-*’)# #/106&/5,*&"!!0< @/$’01($/&-0 :

OTc(P,Q) = sup
f↔C(Y)

⧸︃ [︃

X
f c(x)dP(x) +

[︃

Y
f(y)dQ(y)

⧹︃
, (3.2)

2@) f c(x)
def
= infµ↔P(Y)

)︃
Y
⌋︃
c(x,y) → f(y)

⌈︃
dµ(y) ("0()#-( c-#$"/.$)3/&)!("’.

R’&)#3&, ,#$ -#’%@’+#%$) c-=+)$.+’/$"’%3) " @"$9-#")%%$9 /’@’,) OT $.5,%$
$=+)@)0()#-( *’* f c(x) = infy↔Y{c(x,y)→ f(y)}. R@)-1, @0( .:@:L3; %:H@, &5
/’&)%()& *0’--3,)-*$) c-=+)$.+’/$"’%3) %’ ,1)./" c-#$"/.$)3/&)!(" [91, J)$+)&’
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1.3], [77]. P#$# =)+);$@ *$++)*#)%, =$-*$01*: 3%B3&:& " -0’.$& =+)$.+’/$"’%33
" 0M.$& -0:,’) @$-#32’)#-( %’ %)*$#$+$9 µ ↔ P(Y) - %$-3#)0)& " &%$H)-#")
arg infy↔Y{c(x,y) → f(y)}.

B$/7’-’(/)%"+’((’4 & 9"-=($/7’-’(/)%"+’((’4 2’#’3) OT.

8#’%@’+#%’( B$+&:03+$"*’ /’@’,3 OT "0),O# +’/03,%5) =+$.0)&5 [20;
49], #’*3) *’* ,:"-#"3#)01%$-#1 * "5.+$-’&, %)-=$-$.%$-#1 -=+’"0(#1-(
- @3-.’0’%-$& *0’--$" " 3-;$@%$9 3 4)0)"$9 &)+’; 3 %)=+3&)%3&$-#1 *
$.L3& %)$#+34’#)01%5& &)+’&. ?5 +’--&’#+3"’)& =)+)%$- &’--5 &)H@:
&"$/7*!/,*!%’( ’"$)’( 3 B$*:-3+:)&-( %’ =)+"5; @":; =+$.0)&’;. U
-,’-#1M, 3; &$H%$ =+)$@$0)#1, $-0’.3" HO-#*3) $2+’%3,)%3( %’ &’+23%’05
" /’@’,) OT, ,#$ =+3"$@3# * /’@’,) %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT [28; 33, UOT].
R’@’,’ UOT &)H@: ")+$(#%$-#%5&3 &)+’&3 P↔P(X ), Q↔P(Y) 3&))# "3@

UOTc,ϖ,ϕ(P,Q) = inf
ω↔M+(X↗Y)

[︃

X↗Y
c(x,y)dω(x, y)+Dϖ (ωx↓P)+Dϕ (ωy↓Q) (3.3)

2@) c(x,y) ↔ C(X ↗ Y) > %)=+)+5"%’( B:%*43( -#$3&$-#3, ’ Dϖ, Dϕ -
ϖ-@3")+2)%433 %’ X 3 Y , -$$#")#-#")%%$. ?5 &$H)& %’-#+’3"’#1 -#)=)%1
6#+’B’ /’ %)-$"=’@)%3) &’+23%’01%5; +’-=+)@)0)%39, ""$@( #)$)’"*$
!",.)1)!,($/&)!!/,*( τ > 0 3 +’--&’#+3"’( Dϖ = τDϖ→, Dϕ = τDϕ→.
C)B$+&’01%$, =+3 τ ≃ +↘ -$$#")#-#":ML’( /’@’,’ UOT -#+)&3#-( *
*0’--3,)-*$9 /’@’,) OT (3.1). E$0)) -#+$2$, *0’--3,)-*’( /’@’,’ OT
(3.1) ("0()#-( ,’-#%5& -0:,’)& /’@’,3 UOT (3.3), 2@) ϖ-@3")+2)%433 Dϖ,
Dϕ $=+)@)0)%5 #’*, ,#$ Dϖ→ (Pℜ↓Qℜ) = 0, )-03 Pℜ = Qℜ, 3 +↘ 3%’,).
P*"3"’0)%#%$, K#$ $/%’,’)#, ,#$ =$+$H@’ML3) B:%*433 ϖ, ϕ ("0(M#-(
"5=:*05&3 3%@3*’#$+’&3 &%$H)-#"’ {1}, ’ 3; -$=+(HO%%5) B:%*433 /’@’M#-(
*’* ϖ(t) = ϕ(t) = t.

G K#$9 20’") &5 B$*:-3+:)&-( %’ /’@’,) #/10!",.)1)!,($/&)!!/:/ OT
(SUOT), #.). %’ -0:,’), *$2@’ $-0’.0()#-( #$01*$ =)+"$) $2+’%3,)%3) %’
&’+23%’05 " /’@’,) OT (3.1):

SUOTc,ϖ(P,Q) = inf
ω↔!(Q)

[︃

X↗Y
c(x,y)dω(x, y) +Dϖ (ωx↓P) . (3.4)

R’&)#3&, ,#$ &3%3&3/’#$+ ω↑ /’@’,3 (3.4) "-)2@’ -:L)-#":)# .0’2$@’+(
*$&=’*#%$-#3 =+$-#+’%-#"’ X ↗ Y (,#$ "0),O# *$&=’*#%$-#1 !(Q)),
%)=+)+5"%$-#3 B:%*433 -#$3&$-#3 c(x,y) 3 =$0:%)=+)+5"%$-#3 -%3/: B:%*433
ϖ (,#$ "0),O# =$0:%)=+)+5"%$-#1 -%3/: $=#3&3/3+:)&$2$ B:%*43$%’0’ =$ ω).
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D$0:@"$9-#")%%’( /’@’,’ SUOT 3&))# "3@

SUOTc,ϖ(P,Q) = sup
f↔C(Y)

{︃
→
[︃

X
ϖ(→f c(x))dP(x)+

[︃

Y
f(y)dQ(y)

}︃
. (3.5)

R’&)#3&, ,#$ =+3 &(2*3; =+)@=$0$H)%3(; $ B:%*433 -#$3&$-#3 c(x,y)

$=#3&’01%59 =$#)%43’0 f ↑ /’@’,3 (3.5) "-)2@’ -:L)-#":)#, -&. [33, J)$+)&’
4.14]. U$2@’ ϖ(t) = t, /’@’,’ (3.5) -"$@3#-( * *0’--3,)-*$9 @"$9-#")%%$9 /’@’,)
(3.2) @0( -.’0’%-3+$"’%%$9 /’@’,3 OT (3.1).

3.2.2 ."-=($/7’-’(/)%"+’((6< "90):’-;(6< 0%’(/9"%0(6<

7’%)>$(0%

S’--&$#+3& ")+$(#%$-#%5) &)+5 Pk ↔ P(Xk) 3 %)=+)+5"%5) B:%*433
-#$3&$-#3 ck(x,y) : Xk ↗ Y ⇑≃ R, k ↔ K. A0( /’@’%%5; ")-$" λk ↫ 0 #’*3;,
,#$

⟨
K

k=1 λk = 1, -1),,(+",-)7 /’@’,’ =$3-*’ $=#3&’01%5; #+’%-=$+#%5; (IJ)
.’+34)%#+$" /’*0M,’)#-( " %’;$H@)%33 &3%3&3/’#$+’ -:&&5 OT -#$3&$-#)9
- B3*-3+$"’%%5&3 =)+"5&3 &’+23%’0’&3 P[1:K]:

inf
Q↔P(Y)

K⟩

k=1

λkOTck(Pk,Q). (3.6)

Y#$.5 $.)-=),3#1 :-#$9,3"$-#1 $4)%3"’%3( .’+34)%#+’, )-#)-#")%%$
+’--&$#+)#1 $-0’.0)%3) &’+23%’0$" P[1:K], #.). /’&)%3#1 /’@’,3 OT " (3.6)
%’ /’@’,3 SUOT. D:-#1 ϖ[1:K] - %’.$+ ϖ-@3")+2)%439. J$2@’ /’@’,’ =$3-*’
SUOT .’+34)%#+’ 3&))# "3@

L↑ def
= inf

Q↔P(Y)
Bu(Q)

def
= inf

Q↔P(Y)

K⟩

k=1

λkSUOTck,ϖk(Pk,Q). (3.7)

I,)"3@%$, ,#$ /’@’,’ =$3-*’ SUOT .’+34)%#+’ (3.7) "*0M,’)# " -).(
-#’%@’+#%:M /’@’,: OT (3.6). ?5 #’*H) $#&)#3&, ,#$ " =+3%43=) &$H%$
/’&)%3#1 OT %’ /’@’,: UOT (3.3), %)-.’0’%-3+$"’%%:M - $.)3; -#$+$% [92>94].
I@%’*$ =+’*#3,)-*3 K#$ %) 3&))# -&5-0’. A)9-#"3#)01%$, *$%),%’( 4)01
/’*0M,’)#-( " #$&, ,#$.5 3/.’"3#1-( $# =$#)%43’01%5; "5.+$-$" 3 6:&’
"$ ";$@%5; @’%%5;, ’ %) " .’+34)%#+). D$K#$&: %)# %)$.;$@3&$-#3 "
%)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 .’+34)%#+’.
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E0’2$@’+( [33, 80)@-#"3) 2.9] B:%*43$%’05 Q ⇑≃ SUOTck,ϖk(Pk,Q) (k ↔ K)
("0(M#-( "5=:*05&3 3 =$0:%)=+)+5"%5&3 -%3/:. 80)@$"’#)01%$, B:%*43$%’0
Q ⇑≃ Bu(Q) #’*H) ("0()#-( "5=:*05& 3 =$0:%)=+)+5"%5& -%3/:. R’&)#3&,
,#$ P(Y) ("0()#-( -0’.$ *$&=’*#%5&. J$2@’, .0’2$@’+( #)$+)&) G)9)+6#+’--’
[88, Box 1.1], B:%*43$%’0 Bu(Q) 3&))# =$ *+’9%)9 &)+) $@3% &3%3&3/’#$+, ,#$
$/%’,’)#, ,#$ .’+34)%#+ Q↑ -:L)-#":)#. J)& %) &)%)), &5 %) &$H)& :#")+H@’#1,
,#$ $% )@3%-#")%)%, =$-*$01*: %) @$*’/’%$, ,#$ B:%*43$%’0 Q ⇑≃ Bu(Q)

("0()#-( -#+$2$ "5=:*05&.

3.2.3 *63)/-)0$-;(’4 9"/0’("+1’

G +)’01%$& -4)%’+33 +’-=+)@)0)%3( Pk %) /’@’%5 " ("%$& "3@) 3 &$2:#
.5#1 $4)%)%5 #$01*$ =$ K&=3+3,)-*3& "5.$+*’&. D+)@=$0$H3&, ,#$ %’& @’%5
Nk K&=3+3,)-*3; "5.$+$* xk[1:Nk]

′ Pk,k ↔ K. C’6’ 4)01 - %’9#3 ’==+$*-3&’433
⎤ωk SUOT =0’%$" ω↑

k
&)H@: &)+’&3 Pk 3 %)3/")-#%5& SUOT .’+34)%#+$& Q↑

@0( /’@’%%5; B:%*439 -#$3&$-#3 3 ϖ-@3")+2)%439 ck,ϖk, k ↔ K. D$-0) K#$2$
&5 &$H)& 3-=$01/$"’#1 $.:,)%%5) =0’%5 @0( =$0:,)%3( "5.$+$* 3/ :-0$"%5;
=0’%$", #.). =$0:,’#1 %$"5) #$,*3 y ′ ⎤ωk(·|xk) 3/ (’==+$*-3&3+$"’%%$2$)
.’+34)%#+’, 3-=$01/:( "5.$+*3 xk ′ (⎤ωk)x *’* ";$@5. C’ -’&$& @)0) =$0:,)%3)
"5.$+$* 3/ 0)"5; &’+23%’0$" $.:,)%%5; =0’%$" %) ("0()#-( =+$-#$9 /’@’,)9,
=$-*$01*: &’+23%’0 %) &$H)# .5#1 0)2*$ $4)%)% =$ $.:,)%%5& =0’%’& 303
=$#)%43’0’&. U -,’-#1M, &5 &$H)& -=+’"3#1-( - K#$9 =+$.0)&$9, 3-=$01/:(
&)#$@ &%./$-( , /*-1/!"!("’ [95], -&. !3.4.2 @0( @$=$0%3#)01%5; @)#’0)9.

G’H%$ $#&)#3#1, ,#$ $.:,)%%5) =0’%5 @$0H%5 @$=:-*’#1 !/&%" ";$@%5)
@’%%5), #.). #’*3), *$#$+5) %) $.(/’#)01%$ =+3-:#-#":M# " $.:,’ML3;
%’.$+’; @’%%5;. P#’ =$-#’%$"*’ $.5,%$ %’/5"’)#-( !"#$"$%&!/5 [15; 31;
37] 3 -:L)-#")%%$ $#03,’)#-( $# @3-*+)#%$9 [8; 96]. D$-0)@%(( %’4)0)%’ %’
+)6)%3) /’@’,3 =$3-*’ .’+34)%#+’ &)H@: ?’#($(+",-(’( &)+’&3, ,#$ @)0’)#
)O =+3&)%)%3) * %$"5& "5.$+*’& @’%%5; /’#+:@%3#)01%5&.
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3.3 E72"% /=F$/0+=@F)8 :$0"#"+

G K#$& +’/@)0) &5 =+3"$@3& $./$+ +)0)"’%#%5; +’.$#. G =)+"$&
=$@+’/@)0) &5 +’--&’#+3"’)& %)=+)+5"%5) OT &)#$@5 - $-$.5& B$*:-$&
%’ %)-.’0’%-3+$"’%%$9 =$-#’%$"*). G$ "#$+$& =$@+’/@)0) +’--&’#+3"’M#-(
%’3.$0)) +)0)"’%#%5) &)#$@5 IJ @0( /’@’,3 =$3-*’ .’+34)%#+’.

B$<%"/$0$+6$ OT/UOT :$0"#6. C)9+$-)#)"$9 %)=+)+5"%59 OT
("0()#-( =$=:0(+%$9 3 =0$@$#"$+%$9 $.0’-#1M %)@’"%3; 3--0)@$"’%39 "
2)%)+’#3"%$& &$@)03+$"’%33. C)*$#$+5) *0M,)"5) &)#$@5 "*0M,’M#: [11;
12; 97] (%’ $-%$") ICNN, *"’@+’#3,%’( -#$3&$-#1); [2; 40; 65] (P%#+$=39%59
OT); [41; 43; 47; 98>100] (&$-# V+O@3%2)+’); [101>104] (&$@)03 -$20’-$"’%3(
=$#$*$"). I-$.:M "’H%$-#1 @0( +’/+’.$#’%%$2$ %’&3 &)#$@’ =+)@-#’"0(M#
&3%3&’*-%5) (-$-#(/’#)01%5)) &)#$@5 IJ, $-%$"’%%5) %’ (=$0:)@"$9-#")%%$9
B$+&:03+$"*) OT [3; 4; 63; 64]. C)@’"%$ -$-#(/’#)01%’( &)#$@$0$23( .50’
+’-63+)%’ %’ %)-.’0’%-3+$"’%%:M =$-#’%$"*: [21; 22; 87], ,#$ -=$-$.-#"$"’0$
+’/"3#3M %)=+)+5"%5; &)#$@$" IJ, :-#$9,3"5; * %)#$,%$-#(& " @’%%5;.

B$9%$%6+(6$ :$0"#6 EC #-4 2’#’3) 9")/1’ 7’%)>$(0%’. ?5
%’,%)& - *+’#*$2$ $./$+’ %)=+)+5"%5; &)#$@$" IJ @0( /’@’,3 =$3-*’
.’+34)%#+’ 3 /’#)& =)+)9@)& * #)*:L)&: -$-#$(%3M 3--0)@$"’%39 :-#$9,3"5;
(%)-.’0’%-3+$"’%%5;) .’+34)%#+$". ?)#$@5 %)=+)+5"%$2$ OT .’+34)%#+’
&$H%$ +’/@)03#1 %’ -0)@:ML3) *’#)2$+33: [38; 48] 3-=$01/:M# ICNN
[105] =’+’&)#+3/’43M 3 +’.$#’M# #$01*$ - *"’@+’#3,%5&3 )"*03@$"5&3
B:%*43(&3 -#$3&$-#3 (𝜔22); [37] #’*H) +’--&’#+3"’)# 𝜔22, %$ 3-=$01/:)# ’02$+3#&
%)=$@"3H%$9 #$,*3 [106]; [107] -#+$3#-( - 3-=$01/$"’%3)& &$-#’ V+O@3%2)+’;
[31; 108] 3-=$01/:M# :-0$"3) *$%2+:K%#%$-#3; [14; 15] :-303"’M# :-0$"3)
*$%2+:K%#%$-#3 - =$&$L1M %)9+$-)#)"$2$ OT [3] 3 %)9+$-)#)"$2$ IJ, $-%$"’%%$2$
%’ B:%*433 K%)+233 [40], -$$#")#-#")%%$. D$-0)@%3) +’.$#5 =+)@-#’"0(M# -$.$9
0:,63) #)*:L3) =$@;$@5 " $.0’-#3 %)=+)+5"%5; OT .’+34)%#+$".
I.0’-#1 "5,3-0)%3( :-#$9,3"5; .’+34)%#+$" 3--0)@$"’%’ /%’,3#)01%$ &)%16)
3, %’-*$01*$ %’& 3/")-#%$, $2+’%3,)%’ 3-*0M,3#)01%$ @3-*+)#%5&3 (§3.2.3)
&)#$@’&3 [18; 20; 35; 36; 109>111], $-%$"’%%5&3 %’ +’/%5; =+3%43=’; (MMD
+)2:0(+3/’43(/’02$+3#& Sinkhorn/Sliced OT 3 #.@.). G $#03,3) $# K#$2$, &5
@)0’)& -:L)-#")%%59 6’2 "=)+O@ 3 =+)@0’2’)& =)+"59 !"#$"$%&!%5 =$@;$@ *



77

"5,3-0)%3M :-#$9,3"$2$ .’+34)%#+’ - *$++)*#%5& #)$+)#3,)-*3& $.$-%$"’%3)&
3 =+’*#3,)-*$9 "’03@’43)9 (§3.4, 3.6).

3.4 .%$#-"&$((6< :$0"#

G !3.4.1 &5 "5"$@3& 3 3--0)@:)& %’6: %$":M 4)0)":M B:%*43M
$=#3&3/’433 @0( $.:,)%3( SUOT .’+34)%#+$". G !3.4.2 &5 =+)@0’2’)& ’02$+3#&
@0( +)6)%3( K#$9 /’@’,3. A$*’/’#)01-#"’ "-); #)$+)#3,)-*3; +)/:01#’#$"
=+3")@)%5 " +’/@)0) 3.5.

3.4.1 *6+"# >$-$+"< K=(1>)) "90):)2’>))

Y#$.5 +’/+’.$#’#1 =+$4)@:+: "5,3-0)%3( .’+34)%#+’, &$H%$ =+$-#$
=$@-#’"3#1 @"$9-#")%%:M B$+&: /’@’,3 SUOT (3.5) " /’@’,: =$3-*’ .’+34)%#+’
(3.7) 3 =$0:,3#1 min-max /’@’,:. C’ -’&$& @)0), .)/ @$=$0%3#)01%5;
&$@3B3*’439 K#$ =+3")@O# * min-max-min /’@’,), =$-*$01*: --=+)$.+’/$"’%3(
f ck
k

#’*H) #+).:)#-( $=#3&3/3+$"’#1. G %’6)9 J)$+)&) 3.4.1 %3H) &5
=+)@-#’"0()& -=$-$. +)6)%3( /’@’,3 $=#3&3/’433 (3.7) " B$+&’#) max-min 3
.)/ $=#3&3/’433 =$ +’-=+)@)0)%3(& Q ↔ P(Y).

C$"%$:’ 3.4.1 (D$0:@"$9-#")%%’( B$+&’ /’@’,3 =$3-*’ SUOT .’+34)%#+’).
D&/5,*&"!!)7 @/$’) 3)6)+( #/(,-) SUOT .)$(>"!*$) (3.7) (’""* &(6

L↑ = sup
m↔R,f[1:K]↔CK(Y)

⟨K
k=1 λkfk↘m

K⟩

k=1

λk
⧸︃ [︃

Xk

→ϖk(→f ck
k
(xk))dPk(xk) +m

⧹︃
. (3.8)

A’0)) &5 .:@)& 2$"$+3#1, ,#$ =$#)%43’05 f[1:K] ("0(M#-( m--/!:$0?!*!%’(
303 :@$"0)#"$+(M# :-0$"3M m--/!:$0?!*!/,*(, )-03

⟨
K

k=1 λkfk ↘ m (@0(
%)*$#$+$2$ m ↔ R). D$@-#’"0(( $=+)@)0)%3) c-=+)$.+’/$"’%3( " (3.8), &5
=$0:,’)& %’6: 3#$2$":M 4)0)":M B:%*43M $=#3&3/’433.

!-$#/0+)$ 3.4.1.1 (?3%3&’*-%’( B$+&:03+$"*’ @0( /’@’,3 (3.8)). J%#/1!"!/:

L↑=sup
m↔R,

f[1:K]↔CK(Y)
⟨K

k=1 λkfk↘m

inf
ω(·|xk)↔P(Y)

K⟩

k=1

λk

⎝[︃

Xk

→ϖk

⎣
→
[︃

Y

⌋︃
ck(xk,y)→fk(y)

⌈︃
dωk(y|xk)

⎦
dPk(xk)+m

⎠

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
⧸︁L(f[1:K],{ωk(·|xk)}[1:K],m)

def
=

(3.9)



78

:6" sup ."$H*,7 #/ m ↔ R ( m--/!:$0?!*!%’ #/*"!>()1)’ f[1:K] ↔ CK(Y), )
inf → #/ 0,1/&!%’ #1)!)’ ωk(·|xk).

Q%#)+)-%$, ,#$ " ,’-#%$& -0:,’), *$2@’ =$ *+’9%)9 &)+) $@3% 3/ ,0)%$"
SUOTck,ϖk " =+’"$9 ,’-#3 (3.7) -"$@3#-( * OTck , :-0$"3) m-*$%2+:K%#%$-#3 "
(3.9) =+)"+’L’)#-( " :-0$"3) *$%2+:K%#%$-#3

⟨
K

k=1 λkfk ↘ 0, *$#$+$) $.5,%$
=$("0()#-( " -.’0’%-3+$"’%%5; =$-#’%$"*’; [14; 15].

!-$#/0+)$ 3.4.1.2 (W-0$"3) *$%2+:K%#%$-#3 @0( -=)43’01%$9 /’@’,3 SUOT
.’+34)%#+’). F$"6#/1/B(’, +*/ ϖ1(t) = t, *.". SUOTc1,ϖ1 = OTc1 & (3.7).
2/:6) 6&/5,*&"!!)7 @/$’) (3.9) #$(!(’)"* ,1"60<=(5 &(6:

L↑=

sup
f[1:K]↔CK(Y)
⟨K

k=1 λkfk↘0

inf
ω(·|xk)↔P(Y)

K⟩

k=1

λk

⎝[︃

Xk

→ϖk

⎣
→
[︃

Y

⌋︃
ck(xk,y)→fk(y)

⌈︃
dωk(y|xk)

⎦
dPk(xk)

⎠
. (3.10)

J)$+)&’ 3.4.2 %3H) @)&$%-#+3+:)# @"’ "’H%5; -"$9-#"’ 3-#3%%5; =0’%$" ω↑,
+)6’ML3; /’@’,: =$3-*’ SUOT .’+34)%#+’ (3.7). G$-=)+"5;, 0)"5) &’+23%’05
K#3; =0’%$" (ω↑

k
)x &$H%$ $;’+’*#)+3/$"’#1 ,)+)/ $=#3&’01%5) =$#)%43’05 f ↑

k
,

,#$ =$/"$0()# %’& =$-#+$3#1 =+$4)@:+: =$0:,)%3( "5.$+*3 3/ =0$#%$-#)9
&’+23%’0$", -&. !3.4.2. G$-"#$+5;, J)$+)&’ 2’+’%#3+:)#, ,#$ -)&)9-#"$
$=#3&’01%5; =0’%$" @)9-#"3#)01%$ ("0()#-( $@%3& 3/ +)6)%39 (3.9).

C$"%$:’ 3.4.2 (W-0$"%5) =0’%5 SUOT .’+34)%#+’ -$@)+H’#-( " $=#3&’01%5;
-)@0$"5; #$,*’;). F$"6#/1/B(’, +*/ ,0=",*&0<* m ( {f ↑

k
(y) ↔ C(Y)}K

k=1,
-/*/$%" 6/,*)&17<* ’)-,(’0’ & 3)6)+" (3.9). F$"6#/1/B(’, +*/ ck(x,y)

7&17<*,7 !"#$"$%&!%’( @0!->(7’( ,*/(’/,*(, ) ϖk - !"#$"$%&!%’(
6(@@"$"!>($0"’%’( @0!->(7’(. F0,*4 {ω↑

k
}K
k=1 - ,"’"5,*&/ SUOT #1)!/&

’"B60 Pk ( !"-/*/$%’ .)$(>"!*$/’ Q↑. 2/:6) 617 -)B6/:/ #1)!) ω↑
k

(a) ’)$:(!)1 #1)!) ’/B"* .%*4 #$"6,*)&1"! -)-:

d(ω↑
k
)x(x) = ℬϖk(→(f ↑

k
)ck(x))dPk(x); (3.11)

(b) ,//*&"*,*&0<=(5 0,1/&!%5 #1)! ω↑
k
(·|xk) 06/&1"*&/$7"*

ω↑
k
(·|xk) ↔ arg min

ωk(·|xk)

⧸︁L(f ↑
[1:K], {ωk(·|xk))}[1:K],m). (3.12)
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J)$+)&’ (3.4.2) =$*’/5"’)#, ,#$ @0( %)*$#$+5; $=#3&’01%5; -)@0$"5; #$,)*
{(f ↑

k
,ω↑

k
)}K

k=1 /’@’,3 (3.9) "5=$0%()#-(, ,#$ {ω↑
k
}K
k=1 ("0()#-( -)&)9-#"$&

3-#3%%5; SUOT =0’%$" &)H@: P[1:K] 3 Q↑. G #$ H) "+)&(, @0( 0M.$2$
-)&)9-#"’ $=#3&’01%5; f ↑

[1:K] &%$H)-#"’ argminωk(·|xk) &$2:# -$@)+H’#1 %)
#$01*$ $=#3&’01%5) SUOT =0’%5 {ω↑

k
}K
k=1, %$ 3 @+:23) B:%*433, ,#$ ("0()#-(

3/")-#%$9 =+$.0)&$9 1/B!%8 $"9"!(5 %)9+$-)#)"5; &)#$@$" IJ [4].
J)& %) &)%)), " J)$+)&) 3.4.3 %3H) &5 =$*’/5"’)&, ,#$ )-03 #+$9*’

(⎤m,{ ⎤fk}Kk=1, {⎤ωk}Kk=1) @$-#’#$,%$ ;$+$6$ +)6’)# /’@’,: (3.9) 3 "5=$0%)%5
%)*$#$+5) @$=$0%3#)01%5) =+)@=$0$H)%3(, #$ "$--#’%$"0)%%5) :-0$"%5) =0’%5
{⎤ω(·|xk)k}Kk=1 .03/*3 * :-0$"%5& =0’%’& 3-#3%%5; SUOT =0’%$" {ω↑

k
(·|xk)}Kk=1.

E0’2$@’+( K#$&: +)/:01#’#: &5 /’*0M,’)&, ,#$ *$2@’ !02$+3#& 1 (!3.4.2),
$=#3&3/3+:ML39 (3.9), -$6O0-( =$,#3 * $=#3&:&:, )2$ +)6)%3( .03/*3 *
3-#3%%5& :-0$"%5& =0’%’&.

C$"%$:’ 3.4.3 (I4)%*3 *’,)-#"’ "$--#’%$"0)%%5; =0’%$"). E),,’/*$(’
&/,,*)!/&1"!!%" ⎤m--/!:$0?!*!%" #/*"!>()1% ⎤f[1:K] *)-(", +*/ ⎤fk ↔ C(Y), k ↔
K, ( &/,,*)!/&1"!!%" 0,1/&!%" #1)!% {⎤ωk(·|xk)}Kk=1, xk ′ Pk *)-(", +*/
⎤ωk(·|xk) ↔ P(Y), k ↔ K. F$"6#/1/B(’, +*/ 0,1/&(7 2"/$"’% 3.4.2 &%#/1!"!%,
Y 7&17"*,7 &%#0-1%’ ’!/B",*&/’, ( /*/.$)B"!(7 y ⇑≃ ck(xk,y) → ⎤fk(y)
7&17<*,7 β-,(14!/ &%#0-1%’( !) Y, k ↔ K. 2)-B" #0,*4 0 < 0

def
= ℬϖ(→b),

:6" b - &"$8!77 />"!-) b = max
k↔K

max
fk↔{ ⎤fk,f↑

k}
max

xk↔Xk,y↔Y
{ck(xk, y)→ fk(y)}. J&"6H’

$)3$%&% 6&/5,*&"!!/,*(:

δ1( ⎤f[1:K], ⎤ω[1:K])
def
= ⧸︁L( ⎤f[1:K], ⎤ω[1:K], ⎤m)→ inf

ωk(·|xk)↔P(Y)

⧸︁L( ⎤f[1:K],ω[1:K], ⎤m);

δ2( ⎤f[1:K])
def
= L↑ → inf

ωk(·|xk)↔P(Y)

⧸︁L( ⎤f[1:K],ω[1:K], ⎤m).

2/:6) 2
0β

⌋︃
δ1 + δ2

⌈︃
↫ ⟨

K

k=1 λk
)︃
Xk

W2
2

⌋︃
⎤ωk(·|x),ω↑

k
(·|x)

⌈︃
dPk(x).

J)$+)&’ 3.4.3 :-#’%’"03"’)# $4)%*3 *’,)-#"’ "$--#’%$"0)%%5; =0’%$"
{⎤ωk(·|xk)}Kk=1, 3--0)@:( $)3$%&% 6&/5,*&"!!/,*(, #.). $63.*3 +)6)%3(
"%:#+)%%)9 3 "%)6%)9 /’@’, $=#3&3/’433 " (3.9). R’&)#3&, ,#$ :-0$"3( -301%$9
"5=:*0$-#3 %) 2’+’%#3+:M#-( %’ =+’*#3*), %$ $.5,%$ 3-=$01/:M#-( " -"(/’%%5;
+’.$#’; [63; 64], -&. [15, !4] @0( @$=$0%3#)01%5; @)#’0)9.
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3.4.2 .’%’:$0%)2’>)4 ) 9%’10)3$/1’4 9%">$#=%’ "90):)2’>))

.’%’:$0%)2’>)4. Y#$.5 +)’03/$"’#1 $=#3&3/’43M =$ +’-=+)@)0)%3(&
ω(·|xk) ↔ P(Y) (k ↔ K) " (3.9), &5 +’--&’#+3"’)& 3; =’+’&)#+3/’43M
-#$;’-#3,)-*3&3 303 @)#)+&3%3+$"’%%5&3 B:%*43(&3, 3-=$01/:( -#+’#)23M,
$=+)@)0O%%:M " [15, !4.1] 3 [4, !4.1]. Y#$.5 +)’03/$"’#1 $=#3&3/’43M
=$ :-0$"%5& =0’%’& ωk(·|xk) " (3.9), &5 $=+)@)0()& "-=$&$2’#)01%$)
=+$-#+’%-#"$ S ⊤ RDs, .)/’#$&%$) +’-=+)@)0)%3) S ↔ P(S) 3 3/&)+3&5)
$#$.+’H)%3( Tk : Xk ↗ S ≃ Y . A0( *’H@$2$ =0’%’ ωk &5 +’--&’#+3"’)&
=+)@-#’"0)%3) - 3-=$01/$"’%3)& $#$.+’H)%3( Tk #’*$), ,#$ ωk(·|x) = Tk(x,·)#S.
Q-=$01/:( -#$;’-#3,)-*:M =’+’&)#+3/’43M :-0$"%5; =0’%$", &5 &$H)&
=)+)B$+&:03+$"’#1 4)0)":M B:%*43M $=#3&3/’433 (3.9) *’*:

sup
m↔R,

f[1:K]↔CK(Y)
⟨K

k=1 λkfk=m

inf
T[1:K]

K⟩

k=1

λk

⎝[︃

Xk

→ϖk

⎢[︃

S

⎣
fk(Tk(xk, s))→ck(xk, Tk(xk, s))

⎦
dS(s)

⎥
dPk(xk)+m

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
L(f[1:K],T[1:K],m)

def
=

⎠
.(3.13)

?5 $.$/%’,’)& "5+’H)%3) =$@ sup inf " (3.13) *’* L(f[1:K], T[1:K],m). G
%)*$#$+5; =$-#’%$"*’; -#$;’-#3,%$-#1 :-0$"%5; =0’%$" ω(·|x) %) #+).:)#-(.
J$2@’ &5 &$H)& +’--&$#+)#1 3/&)+3&$) $#$.+’H)%3) Tk : Xk ≃ Y , *$#$+$)
/’@’O# 6"*"$’(!($/&)!!%" :-0$"%5) =0’%5 *’* ωk(·|x) = δTk(x)(·).

A0( +)6)%3( (3.13) &5 =’+’&)#+3/:)& $#$.+’H)%3( Tk 3 =$#)%43’05
fk (k ↔ K) *’* %)9+$-)#3 Tk,φ : RDk ↗ RDs ⇑≃ RD 3 fk,θ : RD ⇑≃ R - ")-’&3
φ

def
= φ[1:K] ↔ $, θ

def
= θ[1:K] ↔ #. R@)-1 $ = $1 ↗ $2 ↗ ... ↗ $K 3 # =

#1 ↗#2 ↗ ...↗#K - =+$-#+’%-#"’ =’+’&)#+$" @0( $#$.+’H)%39 3 =$#)%43’0$"
-$$#")#-#")%%$. R’&)#3&, ,#$ RDs $.$/%’,’)# -#$;’-#3,)-*:M +’/&)+%$-#1,
*$#$+:M -0)@:)# $=:-#3#1 " -0:,’) @)#)+&3%3+$"’%%5; $#$.+’H)%39. Y#$.5
$.)-=),3#1 :-0$"3) m-*$%2+:K%#%$-#3 @0( =$#)%43’0$", &5 =’+’&)#+3/:)& 3;
*’* fk,θ = gk,θ →

⟨
n ⇓=k

λn
λk(K→1)gn,θ +

m

Kλk
, 2@) gk,θ $.$/%’,’M# "-=$&$2’#)01%5)

%)9+$-)#3. R@)-1 &5 "@$;%$"0()&-( =$;$H3&3 -#+’#)23(&3 3/ [14; 15; 31].
E7=3$()$. C’=$&%3&, ,#$ &5 +’.$#’)& " %)=+)+5"%$9 "5,3-03#)01%$9

=$-#’%$"*) /’@’,3 =$3-*’ .’+34)%#+’, #.). +’-=+)@)0)%3( P[1:K] @$-#:=%5 0361
,)+)/ K&=3+3,)-*3) "5.$+*3 @’%%5;. J’*3& $.+’/$&, &5 $4)%3"’)& 4)0)":M
B:%*43M $=#3&3/’433 (3.13) =$ "5.$+*’& &)#$@$& ?$%#)-U’+0$. G ,’-#%$-#3,
4)0)"’( B:%*43( $=#3&3/3+:)#-( - =$&$L1M ’02$+3#&’ -#$;’-#3,)-*$2$
2+’@3)%#%$2$ -=:-*’-=$@TO&’ =$ -0:,’9%5& "5.$+*’& 3/ +’-=+)@)0)%39 Pk 3
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Algorithm 1: SUOT .’+34)%#+ - =$0:%)-.’0’%-3+$"’%%5&
%)9+$-)#)"5& $=#3&’01%5& #+’%-=$+#$&

*8"#: S’-=+)@)0)%3( P1:K , S, @$-#:=%5) =$ "5.$+*’&; -#$3&$-#3
=)+)%$-’ ck : Xk ↗ Y ⇑≃ R; $#$.+’H)%3( Tk,φ 3 m-*$%2+:K%#%5)
=$#)%43’05 fk,θ, k ↔ K; ,3-0$ NT "%:#+)%%3; 3#)+’439; +’/&)+5
"5.$+$*.

*68"#: I.:,)%%5) (-#$;’-#3,)-*3)) $#$.+’H)%3( T[1:K],φ↑,
’==+$*-3&3+:ML3) SUOT =0’%5 &)H@: Pk 3 .’+34)%#+$& Q↑.

9"+0"%40;

D$0:,3#1 "5.$+*3 Xk ′ Pk, k ↔ K; @0( *’H@$2$ xk ↔ Xk =$0:,3#1
"5.$+*3 "-=$&$2’#)01%$2$ %’.$+’ S[xk] ′ S;

⎜Lf ̸ →
⟨

k↔K λk

⎝
1

|Xk|
⟨

xk↔Xk

ϖ

⎢
⟨

sk↔S[xk]

f(Tk(xk,s))→c(xk,Tk(xk,s))
|S[xk]|

⎥
→m

⎠
;

I.%$"3#1 θ, 3-=$01/:( 𝜀⎜Lf

𝜀θ , ,#$.5 ’)-,(’(3($/&)*4 ⎜Lf ;
#-4 nT = 1,2, . . . , NT +69"-(40;

D$0:,3#1 "5.$+*3 Xk ′ Pk; @0( *’H@$2$ xk ↔ Xk:

=$0:,3#1 "5.$+*3 "-=$&$2’#)01%$2$ %’.$+’ S[xk] ′ S;
⎟LTk ̸ 1

|Xk|
⟨

xk↔Xk

⟨
sk↔S[xk]

c(xk,Tk(xk,s))→f(Tk(xk,s))
|S[xk]|

I.%$"3#1 φ, 3-=$01/:( 𝜀⎜LT

𝜀φ , ,#$.5 ’(!(’(3($/&)*4 ⎜LT ;
1"($>

9"1’ ($ ,/91/,4;

"-=$&$2’#)01%$2$ +’-=+)@)0)%3( S1. A0( =+$-#$#5 &5 /’&)%()& &3%3&3/’43M
4)0)"$9 B:%*433 L(fθ,[1:K], Tφ,[1:K]) =$ Tφ,[1:K] %’ =+(&:M &3%3&3/’43M
--=+)$.+’/$"’%3(

)︃
Xk

)︃
S

⎣
ck(xk, Tk(xk, s))→fk(Tk(xk, s))

⎦
dS(s)dPk(xk), *$#$+$)

3&))# #$ H) &%$H)-#"$ &3%3&3/’#$+$". ?5 =$@+$.%$ $=3-5"’)& %’6:
=+$4)@:+: $=#3&3/’433 " !02$+3#&) 1.

."-=3$()$ +67"%1). C’6 =$@;$@ * $4)%3"’%3M SUOT .’+34)%#+’
$-0’.0()# $2+’%3,)%3( %’ &’+23%’05, -"(/’%%5) -$ ";$@%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3
Pk. P#$ $/%’,’)#, ,#$ "$ "+)&( =$0:,)%3( "5.$+*3 ";$@%5) #$,*3 xk -0)@:)#
=$0:,’#1 %) 3/ +’-=+)@)0)%39 Pk, ’ 3/ 0)"5; &’+23%’0$" $.:,)%%5; =0’%$" (⎤ωk)x.
I@%’*$ =$0:,)%3) "5.$+*3 3/ K#3; &’+23%’0$" %) /’@’%$ " ("%$& "3@) 3 #+).:)#

1
D3$5’("%( /0B3+*% %. )&34#)&%’()*3:3 +#)7+(2($("%- 375)*#(&)-, *3:2# 80 %8((8 2($3 )

2(&(+8%"%+3/#""08% 3&3B+#C("%-8% Tφ,[1:K].
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3-=$01/$"’%3( -:L)-#":ML3; #);%3* =$0:,)%3( "5.$+*3 3/ #"$"&3&"9"!!%8
+’-=+)@)0)%39, %’=+3&)+ ’"*/6) &%./$-( , /*-1/!"!("’.

P#3 #);%3*3 =+3&)%(M#-( -0)@:ML3& $.+’/$&. E0’2$@’+( J)$+)&)
3.4.2 (a) &5 &$H)& ’==+$*-3&3+$"’#1 $#%$6)%3) =0$#%$-#)9 &)+ (ω↑

k
)x 3

Pk: d(ω↑
k)x(x)

dPk(x)
∞ ℬϖ(→( ⎤fk)c(x)), 2@) ⎤fk $.$/%’,’)# $.:,)%%59 =$#)%43’0.

8$$#")#-#")%%$, &5 &$H)& (1) =$0:,3#1 "5.$+*3 Xk ′ Pk 3 "5.$+*3 #$9 H)
+’/&)+%$-#3 3/ +’"%$&)+%$2$ +’-=+)@)0)%3( uk ′ U ; (2) "5,3-03#1 *$%-#’%#:
c

def
= max

⌋︃
ℬϖ(→( ⎤fk)c(x))

⌈︃
; (3) =+3%(#1 "5.$+*3 X ℜ

k
, *$#$+5) :@$"0)#"$+(M#

%)+’")%-#": uk ↭ ℬϖ(→( ⎤fk)c(X →
k))

c
, 3 $#*0$%3#1 $-#’01%5).

3.5 G"1’2’0$-;/0+’ 0$"%$0)3$/1)8 %$2=-;0’0"+

3.5.1 G"1’2’0$-;/0+’ C$"%$:6 3.4.1 ) !-$#/0+)4 3.4.1.1

D/-)3)*"14,*&/ 2"/$"’% 3.4.1. D$@-#’"0(( @"$9-#")%%:M B$+&: (3.5) " (3.7),
&5 &$H)& -B$+&:03+$"’#1 /’@’,: =$3-*’ .’+34)%#+’ *’* %’;$H@)%3)

L↑ = min
Q↔P(Y)

sup
f1,...,fK↔C(Y)

K⟩

k=1

λk
⧸︃ [︃

Xk

→ϖk(→f c

k
(x))dPk(xk) +

[︃

Y
fk(y)dQ(y)

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
F(Q,f[1:K])

def
=

⧹︃
(3.14)

2@) &5 /’&)%()& inf %’ min .0’2$@’+( -:L)-#"$"’%3M SUOT .’+34)%#+’,
-&. !3.2.2. R’&)#3&, ,#$ *$&=’*#%$-#1 =+$-#+’%-#"’ Y "0),O# -0’.:M
*$&=’*#%$-#1 P(Y). G #$ H) "+)&( B:%*43$%’0 Q ⇑≃ F(Q, f[1:K]) ("0()#-(
%)=+)+5"%5& 3 03%)9%5& =$ Q. D+3 K#$& $% ("0()#-( "$2%:#5& =$
f[1:K]. A)9-#"3#)01%$, "5=:*0’( -$=+(HO%%’( B:%*43( * =$+$H@’ML)9
B:%*433 ϖ ("0()#-( "5=:*0$9 3 %):.5"’ML)9 =$ $=+)@)0)%3M, ’ $=)+’43(
c-=+)$.+’/$"’%3( ("0()#-( "$2%:#$9, -&. [14, D+)@0$H)%3) A.1 (iii)]. D$-*$01*:
-:=)+=$/343( "$2%:#$9 %)"$/+’-#’ML)9 B:%*433 →ϖk(·) 3 "5=:*0$9 B:%*433
→f c

k
(·), #$ )-#1 →ϖk(→f c

k
(·)), #’*H) ("0()#-( "$2%:#$9 B:%*43)9 (@0( *’H@$2$

k ↔ K), #$ &5 &$H)& =+3&)%3#1 &3%3&’*-%:M #)$+)&: [112, 80)@-#"3) 1] 3
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=$&)%(#1 &)-#’&3 min 3 sup " (3.14):

L↑= sup
f1,...,fK↔C(Y)

min
Q↔P(Y)

K⟩

k=1

λk
⧸︃ [︃

Xk

→ϖk(→f c

k
(xk))dPk(xk)+

[︃

Y
fk(y)dQ(y)

⧹︃
=

sup
f1,...,fK↔C(Y)

⎪ K⟩

k=1

λk

[︃

Xk

→ϖk(→f c

k
(xk))dPk(xk)+ min

Q↔P(Y)

[︃

Y

K⟩

k=1

λkfk(y)

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
f(y)

def
=

dQ(y)
⎮
=

sup
f1,...,fK↔C(Y)

⎪ K⟩

k=1

λk

[︃

Xk

→ϖk(→f c

k
(xk))dPk(xk)+ min

Q↔P(Y)

[︃

Y
f(y)dQ(y)

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
G(f1,...fK)

def
=

⎮
.(3.15)

J)=)+1 3-=$01/:)& -0)@:ML39 B’*#: infQ↔P(Y)

)︃
Y f(y)dQ(y) = infy↔Y f(y).

D+)@=$0$H3&, ,#$ 3-#3%%$) /%’,)%3) m
def
= miny↔Y f(y) 3/")-#%$. J$2@’ &5

&$H)& $2+’%3,3#1 sup " (3.15) =$#)%43’0’&3 f[1:K], :@$"0)#"$+(ML3&3 :-0$"3M
m--/!:$0?!*!/,*(:

⟨
K

k=1 λkfk ↘ m. A)9-#"3#)01%$, @0( *’H@$2$ *$+#)H’
(f1,...,fK) +’--&$#+3& *$+#)H ( ⧸︁f1,..., ⧸︁fK)

def
= (f1,...,fK + m→f

λK
), :@$"0)#"$+(ML39

:-0$"3M *$%2+:K%#%$-#3. A0( K#$2$ *$+#)H’ infy↔Y
⟨

K

k=1 λk
⧸︁fk = m 3 &5 3&))&:

G( ⧸︁f1,..., ⧸︁fK)→ G(f1,...fK) =

λK

[︃

XK

[→ϖK(→ ⧸︁f c

K
(xK)) +ϖK(→f c

K
(xK))]dPK(xK)+!!!!!m→m =

λK

[︃

XK

⎪
ϖK(→f c

K
(xK))→ϖK(→(fK +

m→ f

λK
)c(xK))

⎮
dPK(xK) ↫ 0. (3.16)

R@)-1 %)+’")%-#"$ " -#+$*) (3.16) -0)@:)# 3/ -"$9-#" B:%*433 --=+)$.+’/$"’%3(
3 "5=:*0$9 -$=+(HO%%$9 * =$+$H@’ML)9 B:%*433 @3")+2)%433 ϖ. G$-=)+"5;,
--=+)$.+’/$"’%3) ("0()#-( :.5"’ML)9 B:%*43)9 -"$)2$ ’+2:&)%#’, -&. [14,
D+)@0$H)%3) A.1 (i)]. J’*3& $.+’/$&,

fK +
m→ f

λK
↭ fK +

#
#
#

##m→m

λK
= fK =△ (fK +

m→ f

λK
)cK ↫ f cK

K
.

G$-"#$+5;, "5=:*0’( -$=+(HO%%’( B:%*43( ϖK ("0()#-( %):.5"’ML)9, $#*:@’

→f cK
K

↫ →(fK +
m→ f

λK
)cK =△ ϖK(→f cK

K
) ↫ ϖK(→(fK +

m→ f

λK
)cK).

Q/ K#$2$ %)+’")%-#"$ (3.16) -#’%$"3#-( $,)"3@%5&. P#$ $/%’,’)#, ,#$ =)+);$@ *
*$%2+:K%#%$&: *$+#)H: *$++)*#)% @0( 3/")-#%$2$ /%’,)%3( m. G’H%$ $#&)#3#1,
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,#$ %’ =+’*#3*) K#$ /%’,)%3) %) /’@’%$ 3 @$0H%$ $=#3&3/3+$"’#1-(. J’*3&
$.+’/$&, 3#$2$"’( 4)0)"’( B:%*43( $=#3&3/’433 &$H)# .5#1 /’=3-’%’ *’*

L↑ = sup
m↔R

f[1:K]↔CK(Y)
⟨K

k=1 λkfk↘m

G(f1, ..., fK) = sup
m↔R

f[1:K]↔CK(Y)
⟨K

k=1 λkfk↘m

⎪ K⟩

k=1

λk

[︃

Xk

→ϖk(→f c

k
(xk))dPk(xk)+m

⎮
(3.17)

2@) (3.17) -$"=’@’)# - (3.8).

D/-)3)*"14,*&/ K1"6,*&(7 3.4.1.1. D$@-#’"0(( $=+)@)0)%3) --=+)$.+’/$"’%3(
" (3.8), &5 =$0:,’)&

L↑=

sup
m↔R

f[1:K]↔CK(Y)
⟨K

k=1 λkfk↘m

K⟩

k=1

λk

⎝[︃

Xk

→ϖk

⎣
→ inf
µ(y)↔P(Y)

[︃

Y

⌋︃
ck(xk,y)→fk(y)

⌈︃
dµ(y)

⎦
dPk(xk)+m

⎠
= (3.18)

sup
m↔R

f[1:K]↔CK(Y)
⟨K

k=1 λkfk↘m

K⟩

k=1

λk

⎝[︃

Xk

inf
µ(y)↔P(Y)

⎩
→ϖk

⎣
→
[︃

Y

⌋︃
ck(xk,y)→fk(y)

⌈︃
dµ(y)

⎦⎭
dPk(xk)+m

⎠
. (3.19)

D+3 =)+);$@) $# (3.18) * (3.19) &5 &)%()& &)-#’&3 $=)+’43M "/(#3( inf =$
µ(y) ↔ P(Y) 3 ϖk. P#$ "$/&$H%$, =$-*$01*: →ϖk &$%$#$%%$ %)"$/+’-#’ML’(,
3 3%B3&:& " (3.18) @$-#32’)#-(.

J)=)+1 /’&)#3&, ,#$ $#$.+’H)%3)

(xk,µ) ⇑≃
⎩
→ϖk

⎣
→
[︃

Y

⌋︃
ck(xk,y)→ fk(y)

⌈︃
dµ(y)

⎦⎭
(3.20)

("0()#-( 3/&)+3&5& 3 $2+’%3,)%%5& -%3/:. A)9-#"3#)01%$, =+$-#+’%-#"’
Xk, Y 3 P(Y) *$&=’*#%5, ’ =$#)%43’05 fk(y) 3 B:%*433 -#$3&$-#3
ck(xk,y) %)=+)+5"%5, =$K#$&: B:%*43( (xk,µ) ⇑≃ →

)︃
Y(ck(xk, y)→ fk(y))dµ(y)

$2+’%3,)%’ -")+;:, #.). ∝Bk ↔ R:

⇔(xk,µ) ↔ Xk ↗ P(Y) : →
[︃

Y
(ck(xk, y)→ fk(y))dµ(y) ↭ Bk.

J’* *’* →ϖk &$%$#$%%’ %)"$/+’-#’ML’( 3 dom(ϖk)=(→↘, lim
u≃↘

ϖ(u)

u⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=+↘

)=R, #$:

⇔(xk,µ) ↔ Xk ↗ P(Y) : →ϖk

⎣
→

[︃

Y
(ck(xk, y)→ fk(y))dµ(y)

⎦
↫ →ϖk(Bk) > →↘.
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D$-0)@%)) %)+’")%-#"$ =$*’/5"’)#, ,#$ $#$.+’H)%3) " (3.20) @)9-#"3#)01%$
$2+’%3,)%$ -%3/:; )2$ 3/&)+3&$-#1 $,)"3@%’. E0’2$@’+( -"$9-#"’& K#$2$
$#$.+’H)%3(, &5 &$H)& "$-=$01/$"’#1-( =+’"30$& =)+)-#’%$"*3 &)H@:
3%#)2+’0$& 3 inf [113, D+)@0$H)%3( 7.27 and 7.50] 3 =$0:,3#1

(3.19) =

sup
m↔R

f[1:K]↔CK(Y)
⟨K

k=1 λkfk↘m

K⟩

k=1

λk

⎝
inf

ωk(·|xk):
Xk ⇑≃P(Y)

[︃

Xk

→ϖk

⎣
→
[︃

Y

⌋︃
ck(xk,y)→fk(y)

⌈︃
dωk(y|xk)

⎦⎭
dPk(xk)+m

⎠
(3.21)

2@) inf .)+O#-( =$ -)&)9-#"’& 3/&)+3&5; -#$;’-#3,)-*3; $#$.+’H)%39
{ωk(·|xk)}[1:K]. R’&)#3&, ,#$ (3.21) -$"=’@’)# - (3.9) =$-0) #+3"3’01%$9
=)+)-#’%$"*3 $=)+’439 -:&&3+$"’%3( 3 inf. P#$ /’")+6’)# @$*’/’#)01-#"$.

D/-)3)*"14,*&/ K1"6,*&(7 3.4.1.2. D$-*$01*: SUOTc1 = OTc1, &5 3&))&
ϖ1 = Id. J$2@’ =$@-#’"0(( f̃1 := f1 → m

λ1
3 ϖ1 = Id " (3.9), &5 =$0:,’)&

:-0$"3) *$%2+:K%#%$-#3 -0)@:ML3& $.+’/$&:

L↑ =

sup
m,f[1:K]⟨K

k=1 λkfk↘m

inf
ωk(·|xk)

K⟩

k=1

λk

⎝[︃

Xk

→ϖk

⎣
→

[︃

Y

⌋︃
ck(xk,y)→ fk(y)

⌈︃
dωk(y|xk)

⎦
dPk(xk) +m

⎠
=

sup
m,f[1:K]

λ1f̃1+
⟨K

k=2 λkfk↘0

inf
ωk(·|xk)↔P(Y)

⎝
λ1

[︃

X1

[︃

Y

]︃
c1(x1,y)→

]︃
f̃1(y) +

$
$
$m

λ1

⌊︃⌊︃
dω1(y|x1)dP1(x1)+

K⟩

k=2

λk

[︃

Xk

→ϖk

⎣
→

[︃

Y

⌋︃
ck(xk,y)→ fk(y)

⌈︃
dωk(y|xk)

⎦
dPk(xk) +""m

⎠
=

sup
λ1f̃1+

⟨K
k=2 λkfk↘0

inf
ωk(·|xk)↔P(Y)

⎝
λ1

[︃

X1

→ϖ1

⎣
→

[︃

Y

⌋︃
c1(x1,y)→ f̃1(y)

⌈︃
dω1(y|x1)

⎦
dP1(x1)+

K⟩

k=2

λk

[︃

Xk

→ϖk

⎣
→

[︃

Y

⌋︃
ck(xk,y)→ fk(y)

⌈︃
dωk(y|xk)

⎦
dPk(xk)

⎠
.
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3.5.2 G"1’2’0$-;/0+" C$"%$:6 3.4.2

C3H) &5 %’=$&%3& "-=$&$2’#)01%59 #)$+)#3,)-*39 +)/:01#’#, *$#$+59 .:@)#
3-=$01/$"’#1-( " @$*’/’#)01-#") J)$+)&5 3.4.2.

C$"%$:’ 3.5.1 (8"(/1 &)H@: +)6)%3(&3 @"$9-#")%%5; /’@’, OT 3 UOT
[22]). F$"6#/1/B(’, +*/ ϖ 7&17"*,7 !"#$"$%&!/ 6(@@"$"!>($0"’/5 @0!->("5.
2/:6), ",1( ,0=",*&0"* /#*(’)14!%5 #/*"!>()1 f ↑, 6/,*)&17<=(5 ’)-,(’0’
& 6&/5,*&"!!/5 3)6)+" UOT, f ↑ 7&17"*,7 $"9"!("’ ,1"60<="5 3)6)+(

OTc(⧸︁P, ⧸︁Q) = sup
f

[︃

X
f c(x)d⧸︁P(x) +

[︃

Y
f(y)d⧸︁Q(y)

:6" d⧸︁P(x) = ℬϖ1(→(f ↑)c(x))dP(x) ( d⧸︁Q(y) = ℬϖ2(→f ↑(y))dQ(y).

P#’ #)$+)&’ =$@,O+*3"’)# -"(/1 &)H@: +)6)%3(&3 *0’--3,)-*$9 /’@’,3 OT 3 )O
%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ ’%’0$2’. R’&)#3&, ,#$ " -0:,’) /’@’,3 SUOT: ϖ2(y) = y,
=$K#$&: &)+’ ⧸︁Q -"$@3#-( * Q. J)=)+1 &5 2$#$"5 @$*’/’#1 %’6: J)$+)&: 3.4.2.

D/-)3)*"14,*&/ 2"/$"’% 3.4.2. C3H) &5 =$*’/5"’)&, ,#$ $=#3&’01%5)
=$#)%43’05 f ↑

[1:K], @$-#’"0(ML3) &’*-3&:& " @"$9-#")%%$9 /’@’,) SUOT
.’+34)%#+’ (3.8), #’*H) ("0(M#-( $=#3&’01%5&3 @0( *’H@$9 3/ /’@’,
SUOTck,ϖk(Pk,Q). C’=$&%3&, ,#$ /’@’,’ SUOT .’+34)%#+’ (3.7) @$=:-*’)#
&3%3&3/’#$+, *$#$+59 &5 $.$/%’,’)& *’* Q↑. J$2@’:

K⟩

k=1

λkSUOTck,ϖk(Pk,Q↑)
(3.8)

= sup
m↔R

f[1:K]↔CK(Y)
⟨K

k=1 λkfk↘m

K⟩

k=1

λk
⧸︃[︃

Xk

→ϖk(→f ck
k
(xk))dPk(xk)+m

⧹︃
= (3.22)

sup
m↔R,f[1:K]↔CK(Y)

⟨K
k=1 λkfk↘m

K⟩

k=1

λk

[︃

Xk

→ϖk(→f ck
k
(xk))dPk(xk) +

[︃

Y

K⟩

k=1

λkfk(y)

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=m

dQ↑(y) ↭ (3.23)

sup
f[1:K]↔CK(Y)

K⟩

k=1

λk

[︃

Xk

→ϖk(→f ck
k
(xk))dPk(xk)+

[︃

Y

K⟩

k=1

λkfk(y)dQ↑(y).

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=
⟨K

k=1 λkSUOTck,ϖk
(Pk,Q↑)

(3.24)

R@)-1 =)+);$@ $# -#+$*3 (3.22) * (3.23) -0)@:)# 3/ #$2$ B’*#’, ,#$ $=#3&3/’43(
=+$"$@3#-( =$ m-*$%2+:K%#%5& =$#)%43’0’&. F-03 /’#)& -%(#1 K#$ $2+’%3,)%3)
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%’ =$#)%43’05, /%’,)%3) sup &$H)# -#’#1 .$016), ,#$ $.T(-%()# =)+);$@
&)H@: (3.23)-(3.24). G’H%$, ,#$ B3%’01%’( 4)0)"’( B:%*43( " -#+$*) (3.24)
+’"%’ 3-;$@%$9 4)0)"$9 B:%*433 " -#+$*) (3.22). J’*3& $.+’/$&, %)+’")%-#"$
" -#+$*) (3.23) $.+’L’)#-( " +’")%-#"$. P#$ @$*’/5"’)#, ,#$ =$#)%43’05
f ↑
[1:K], @$-#’"0(ML3) &’*-3&:& " /’@’,) SUOT .’+34)%#+’ (3.8), -$"=’@’M#

- $=#3&’01%5&3 =$#)%43’0’&3 @0( *’H@$9 3/ /’@’, SUOT.
J$2@’, .0’2$@’+( J)$+)&) 3.5.1, /’@’,’ SUOT .’+34)%#+’ (3.24) @$=:-*’)#

B$+&:03+$"*::

L↑ =
K⟩

k=1

λkSUOTck,ϖk(Pk,Q↑) =
K⟩

k=1

λkOTck(⧸︁Pk,Q↑) (3.25)

2@) *’H@$) 3/ +’-=+)@)0)%39 ⧸︁Pk (k ↔ K) /’@’O#-( ,)+)/ $=#3&’01%59 =$#)%43’0
f ↑
k
, @$-#’"0(ML39 &’*-3&:& " /’@’,) OTck(⧸︁Pk,Q↑) " )O @"$9-#")%%$9 B$+&)

(3.2): d⧸︁Pk(xk) = ℬϖ(→(f ↑
k
)ck(xk))dPk(xk). J’*3& $.+’/$&, $=#3&’01%5) SUOT

=0’%5 #)=)+1 -$$#")#-#":M# $=#3&’01%5& OT =0’%’& ω↑
k
(x,y), =+3%’@0)H’L3&

!(⧸︁Pk,Q↑), #.). 3&)ML3& &’+23%’05 (ω↑
k
)x = ⧸︁Pk, (ω↑

k
)y = Q↑.

J)=)+1 /’B3*-3+:)& k ↔ K. C’6’ 4)01 - =$*’/’#1, ,#$

ω↑
k
(·|xk) ↔ arg inf

ωk(·|xk))

[︃

Y
(ck(xk,y)→ f ↑

k
(y))dω(·|xk),

2@) inf .)+O#-( =$ 3/&)+3&5& $#$.+’H)%3(& ωk(·|xk). J$2@’, =$"#$+(( "5"$@5
80)@-#"3( 3.4.1.1, &5 0)2*$ =$0:,3&, ,#$ ω↑

k
(·|xk) ↔ arg infωk(·|xk))L(f ↑

k
,ωk(·|xk))).

Y#$.5 @$*’/’#1 =)+"$), &5 -%$"’ 3-=$01/:)& #$# B’*#, ,#$ ω↑
k

("0()#-(
+)6)%3)& -.’0’%-3+$"’%%$9 /’@’,3 OT &)H@: =)+)&’-6#’.3+$"’%%5&
&’+23%’0$& ⧸︁Pk 3 Q↑. R’&)#3&, ,#$ ℬϖk ("0()#-( %)=+)+5"%$9 B:%*43)9,
=$-*$01*: =+)@=$0’2’)#-(, ,#$ ϖk ("0()#-( %)=+)+5"%$ @3BB)+)%43+:)&$9
B:%*43)9. P#$ "0),O#, ,#$ ⧸︁Pk ("0()#-( ’.-$0M#%$ %)=+)+5"%5& +’-=+)@)0)%3)&
$#%$-3#)01%$ Pk. J’*3& $.+’/$&, &5 &$H)& 3-=$01/$"’#1 [29, Remark
5.13], 2@) :#")+H@’)#-(, ,#$ @0( *’H@$2$ y ↔ Supp(ω↑

k
(·|xk)) "5=$0%()#-(

y ↔ arg infy→↔Y
⌋︃
ck(xk,yℜ)→fk(yℜ)

⌈︃
. D$-0)@%)) :#")+H@)%3) K*"3"’0)%#%$

#$&:, ,#$ ω↑
k
(·|xk) ↔ arg infωk(·|xk)

)︃
Y(ck(xk,y)→ f ↑

k
(y))dω(·|xk), ,#$ /’")+6’)#

@$*’/’#)01-#"$. R’&)#3&, ,#$ =$-*$01*: 3%B3&:& @$-#32’)#-( =$ *+’9%)9 &)+)
%’ $@%$& $#$.+’H)%33 ω↑

k
(·|xk), #$ arg infωk(·|xk) " =$-0)@%)& +’")%-#") %’ -’&$&

@)0) ("0()#-( argminωk(·|xk).
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3.5.3 G"1’2’0$-;/0+" C$"%$:6 3.4.3

J)$+)&’ =+)@$-#’"0()# ’%’03/ +’/+5"$" @"$9-#")%%$-#3. C’& @’%5
’==+$*-3&’433: ⎤m; ⎤f[1:K], *$#$+5) ("0(M#-( ⎤m-*$%2+:K%#%5&3; ⎤ω[1:K].
C’=$&%3&, ,#$ +’/+5"5 @"$9-#")%%$-#3 $=+)@)0)%5 -0)@:ML3& $.+’/$&:

δ1( ⎤f[1:K], ⎤ω[1:K]) = ⧸︁L( ⎤f[1:K], ⎤ω[1:K], ⎤m)→ inf
ωk(·|xk)↔P(Y)

⧸︁L( ⎤f[1:K],ω[1:K], ⎤m); (3.26)

δ2( ⎤f[1:K]) = L↑ → inf
ωk(·|xk)↔P(Y)

⧸︁L( ⎤f[1:K],ω[1:K], ⎤m). (3.27)

D/-)3)*"14,*&/ 2"/$"’% 3.4.3. C’6) @$*’/’#)01-#"$ -:L)-#")%%$ +’-63+()#
@$*’/’#)01-#"$ [15, J)$+)&’ 4.2] @0( -0:,’( *0’--3,)-*$9 B:%*433 -#$3&$-#3.
T’/0; 1. C)-*$01*$ $.$/%’,)%39.
A0( %’,’0’ "")@O& %)-*$01*$ $.$/%’,)%39 (Q↑ → SUOT .’+34)%#+):

Vk(fk,ωk)
def
=

[︃

Xk

→ϖk

⎣
→
[︃

Y

⌋︃
ck(xk,y)→fk(y)

⌈︃
dωk(y|xk)

⎦
dPk(xk); (3.28)

⧸︁Vk(fk,ωk)
def
= Vk(fk,ωk) +

[︃

Y
fk(y)dQ↑(y); (3.29)

Jk(fk)
def
= inf

ωk(·|xk)↔P(Y)
Vk(fk,ωk); (3.30)

⧸︁Jk(fk)
def
= Jk(fk) +

[︃

Y
fk(y)dQ↑(y); (3.31)

R’&)#3&, ,#$ "5=$0%()#-(:

L↑ = sup
m↔R,

f[1:K]↔CK(Y)
⟨K

k=1 λkfk↘m

⟨ K⟩

k=1

λkJk(fk) +m

⟩
= sup

m↔R,
f[1:K]↔CK(Y)
⟨K

k=1 λkfk↘m

inf
ω(·|xk)↔P(Y)

⟨ K⟩

k=1

λkVk(fk,ωk) +m

⟩
.

J’*H), )-03 f[1:K] ("0(M#-( m-*$%2+:K%#%5&3, #$
⟨

K

k=1 λk
)︃
Y fk(y)dQ↑(y) = m,

3 =$K#$&::
K⟩

k=1

λk⧸︁V(ff ,ωk) =
K⟩

k=1

λkVk(fk,ωk) +m = ⧸︁L(f[1:K],ω[1:K],m);

K⟩

k=1

λk ⧸︁Jk(fk) =
K⟩

k=1

λkJk(fk) +m = inf
ωk(·|xk)↔P(Y)

⧸︁L(f[1:K],ω[1:K],m). (3.32)
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J)=)+1 &5 %’,3%’)& @$*’/’#)01-#"$.
T’/0; 2. !%’03/ +’/+5"’ @"$9-#")%%$-#3 δ1.
8%’,’0’ "5+’/3& +’/+5" @"$9-#")%%$-#3 δ1 ,)+)/ "")@O%%5) "56) Vk (3.28),
Jk (3.30) -0)@:ML3& $.+’/$&:

δ1 = ⧸︁L( ⎤f[1:K], ⎤ω[1:K], ⎤m)→ inf
ωk(·|xk)↔P(Y)

⧸︁L( ⎤f[1:K],ω[1:K], ⎤m)

=
K⟩

k=1

λk
⎧
Vk( ⎤fk, ⎤ωk)→ Jk( ⎤fk)

⎫

=
K⟩

k=1

λkδ1,k( ⎤fk, ⎤ωk),

2@) δ1,k( ⎤fk, ⎤ωk)
def
= Vk( ⎤fk, ⎤ωk)→ Jk( ⎤fk); (3.33)

?5 ’%’03/3+:)& +’/+5"5 @"$9-#")%%$-#3 δ1,k @0( *’H@$2$ *$%*+)#%$2$ k ↔
[1,K] =$ $#@)01%$-#3. A0( :@$.-#"’ "")@O& B:%*43M ⎤gk(xk, y)

def
= ck(xk, y)→ ⎤fk(y),

xk ↔ Xk, y ↔ Y . R’&)#3&, ,#$ ⎤gk ("0()#-( β--301%$ "5=:*0$9 =$ "#$+$&:
’+2:&)%#: =$ =+)@=$0$H)%3M #)$+)&5. I=+)@)03& $#$.+’H)%3( T

⎤f
k
: Xk ≃ Y

-0)@:ML3& $.+’/$&:

T
⎤f
k
(xk)

def
= arg inf

y↔Y
⎤gk(xk, y).

R’&)#3&, ,#$ $#$.+’H)%3) T
⎤f
k

*$++)*#%$ $=+)@)0)%$ (=$-*$01*: ⎤gk -301%$
"5=:*0’) 3 ("0()#-( .$+)0)"-*3& (-&. @$*’/’#)01-#"$ [15, J)$+)&’ 4.2]). I%$
/’@’O# -)&)9-#"$ :-0$"%5; +’-=+)@)0)%39:

xk ⇑≃ ω
⎤f
k
(·|xk) ↔ P(Y);

ω
⎤f
k
(·|xk)

def
= δ

T
)︃f
k (xk)

(·). (3.34)

A0( 0M.$2$ -)&)9-#"’ ωk(·|xk) ↔ P(Y) 3&))&:

Vk( ⎤fk,ωk) =

[︃

Xk

→ϖk

⎣
→
[︃

Y

⎤gk(xk, y)dωk(y|xk)
⎦
dPk(xk) (3.35)

↫
[︃

Xk

→ϖk

⎣
→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⎦
dPk(xk) (3.36)

=

[︃

Xk

→ϖk

⎣
→
[︃

Y

⎤gk(xk, y)dω
⎤f
k
(y|xk)

⎦
dPk(xk) = Vk( ⎤fk,ω

⎤f
k
),
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2@) =+3 =)+);$@) $# (3.35) * (3.36) &5 3-=$01/:)& -"$9-#"’ ϖk 3 T
⎤f
k
:

[︃

Y

⎤gk(xk, y)dωk(y|xk) ↫ ⎤gk(xk, T
⎤f
k
(xk)) △

→
[︃

Y

⎤gk(xk, y)dωk(y|xk) ↭ →⎤gk(xk, T
⎤f
k
(xk))

ϖk 3’ 4,56#’"△

ϖk

⎣
→

[︃

Y

⎤gk(xk, y)dωk(y|xk)
⎦

↭ ϖk

⎣
→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⎦
△

→ϖk

⎣
→

[︃

Y

⎤gk(xk, y)dωk(y|xk)
⎦

↫ →ϖk

⎣
→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⎦
.

Q/ =+3")@O%%$2$ "56) &5 /’*0M,’)&, ,#$ ω
⎤f
k

&3%3&3/3+:)# B:%*43$%’0 ωk ⇑≃
Vk( ⎤fk,ωk). G ,’-#%$-#3, $%$ @$-#’"0()# /%’,)%3) Jk( ⎤fk):

Jk( ⎤fk) = Vk( ⎤fk,ω
⎤f
k
). (3.37)

8 #$,*3 /+)%3( (3.37) +’/+5" @"$9-#")%%$-#3 δ1,k &$H%$ =+$’%’03/3+$"’#1
-0)@:ML3& $.+’/$&:

δ1,k( ⎤fk, ⎤ωk)= Vk( ⎤fk, ⎤ωk)→ Vk( ⎤fk,ω
⎤f
k
)

=

[︃

Xk

⟨
ϖk

⎣
→⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⎦
→ϖk

⎣
→
[︃

Y

⎤gk(xk, y)d⎤ωk(y|xk)
⎦⟩

dPk(xk)(3.38)

↫0

[︃

Xk

⟨[︃

Y

⎤gk(xk, y)d⎤ωk(y|xk)→ ⎤gk(xk, T
⎤f
k
(xk))

⟩
dPk(xk) (3.39)

=0

[︃

Xk

[︃

Y

⎩
⎤gk(xk, y)→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⎭
d⎤ωk(y|xk)dPk(xk) (3.40)

↫0β

2

[︃

Xk

[︃

Y

↓y → T
⎤f
k
(xk)↓22d⎤ωk(y|xk)dPk(xk). (3.41)

F"$"8/6 /* (3.38) - (3.39). R’&)#3&, ,#$:

→⎤gk(xk, T
⎤f
k
(xk)) ↫ →

[︃

Y
⎤gk(xk, y)d⎤ωk(y|xk)

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
def
= ⎤gω

k

↫ → max
xk↔Xk;y↔Y

⎤gk(xk, y) ↫ →b.

8"$9-#"’ =)+"$2$ =$+(@*’ "5=:*0$9 @3BB)+)%43+:)&$9 B:%*433 ϖk @’M#:

ℬϖk

⌋︃
→ ⎤gω

k

⌈︃
↫ ℬϖk(→b) = 0;
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ϖk

⌋︃
→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⌈︃
↫ ϖk

⌋︃
→ ⎤gω

k

⌈︃
+ℬϖk(→⎤gω

k
)
⧸︃
⎤gω
k
→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk)

⧹︃

C’ 3; $-%$") &5 =$0:,’)&:

ϖk

⌋︃
→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⌈︃
→ϖk

⌋︃
→ ⎤gω

k

⌈︃
↫ 0

⧸︃
⎤gω
k
→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk)

⧹︃
,

,#$ $.$-%$"5"’)# =)+);$@ $# (3.38) * (3.39).
F"$"8/6 /* (3.40) - (3.41). R’&)#3&, ,#$ T

⎤f
k
(xk) ("0()#-( &3%3&3/’#$+$&

$#$.+’H)%3( y ⇑≃ ⎤gk(xk, y). D$K#$&:, "-0)@-#"3) β--301%$9 "5=:*0$-#3 ⎤gk =$
"#$+$&: ’+2:&)%#:, "5=$0%()#-(:

β

2
↓T ⎤f

k
(xk)→ y↓22 ↭ ⎤gk(xk, y)→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk)),

,#$ $.$-%$"5"’)# K#$# =)+);$@.
T’/0; 3. !%’03/ +’/+5"’ δ2.
R’&)#3&, ,#$ &5 +’.$#’)& =+3 :-0$"3(; J)$+)&5 3.4.2. G ,’-#%$-#3, &5
=+)@=$0’2’)&, ,#$ -:L)-#":M# m↑ 3 m↑-*$%2+:K%#%5) =$#)%43’05 {f ↑

k
↔

C(Y)}K
k=1, *$#$+5) @$-#’"0(M# &’*-3&:& " (3.9). J’*H) &5 $.$/%’,’)& {ω↑

k
}K
k=1

*’* -)&)9-#"$ $=#3&’01%5; SUOT =0’%$" &)H@: Pk 3 Q↑.
D+3 K#3; =+)@=$0$H)%3(; &5 /’&),’)&, ,#$:

L↑ %0. (3.8)

=
K⟩

k=1

λk
⎪ [︃

Xk

→ϖk

⎣
→ (f ↑

k
)ck(xk)

⎦
dPk(xk) +m↑

⎮
(3.42)

=
K⟩

k=1

λk
⎪ [︃

Xk

→ϖk

⎣
→
[︃

Y

⌋︃
ck(xk, y)→f ↑

k
(y)

⌈︃
dω↑

k
(y|xk)

⎦
dPk(xk)+m↑

⎮
,(3.43)

=
K⟩

k=1

λk⧸︁Vk(f
↑
k
,ω↑

k
) (3.44)

2@) =)+);$@ $# (3.42) * (3.43) -0)@:)# 3/ @$*’/’#)01-#"’ J)$+)&5 3.4.2.
G ,’-#%$-#3,

[︃

Y

⌋︃
ck(xk, y)→ f ↑

k
(y)

⌈︃
dω↑

k
(y|xk) = (f ↑

k
)ck(xk).

E0’2$@’+( (3.44) 3 (3.32) +’/+5" δ2 &$H%$ +’/0$H3#1 -0)@:ML3& $.+’/$&:

δ2 = L↑ → inf
ωk(·|xk)↔P(Y)

⧸︁L( ⎤f[1:K],ω[1:K], ⎤m)
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=
K⟩

k=1

λk
⌋︃⧸︁Vk(f

↑
k
,ω↑

k
)→ ⧸︁Jk( ⎤fk)

⌈︃

%0. (3.37)

=
K⟩

k=1

λk
⌋︃⧸︁Vk(f

↑
k
,ω↑

k
)→ ⧸︁Vk( ⎤fk,ω

⎤f
k
)
⌈︃

=
K⟩

k=1

λkδ2,k( ⎤fk),

2@) δ2,k( ⎤fk)
def
= ⧸︁Vk(f

↑
k
,ω↑

k
)→ ⧸︁Vk( ⎤fk,ω

⎤f
k
).

A’0)) &5 ’%’03/3+:)& +’/+5" δ2,k @0( *’H@$2$ *$%*+)#%$2$ k ↔ [1 : K]:

δ2,k( ⎤fk)=
[︃

Xk

⟨
ϖk

⎣
→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⎦
→ϖk

⎣
→(f ↑

k
)ck(xk)

⎦⟩
dPk(xk) (3.45)

+

[︃

Y

⎧
f ↑
k
(y)→ ⎤fk(y)

⎫
dQ↑(y)

↫
[︃

Xk

⟨
(f ↑

k
)ck(xk)→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⟩
ℬϖk

⌋︃
→ (f ↑

k
)ck(xk)

⌈︃
dPk(xk)⃥︁ ⎛⎞ ⎡

=d(ω↑
k)x(xk) , %0. (3.11)

(3.46)

+

[︃

Y

⎧
f ↑
k
(y)→ ⎤fk(y)

⎫
dQ↑(y)

=

[︃

Xk

[︃

Y

⎧
ck(xk, y)→ f ↑

k
(y)

⎫
dω↑

k
(y|xk)d(ω↑

k
)x(xk)⃥︁ ⎛⎞ ⎡

=dω↑
k(xk,y)

+

[︃

Y

f ↑
k
(y)dQ↑(y)

→
[︃

Xk

⎤gk(xk, T
⎤f
k
(xk))d(ω

↑
k
)x(xk)→

[︃

Y
⎤fk(y)dQ↑(y)

=

[︃

Xk

[︃

Y

⎧
ck(xk, y). . . . . . . . . →""""f ↑

k
(y)

⎫
dω↑

k
(xk, y) +

!!!!!!!!!!!!!
[︃

Xk

[︃

Y

f ↑
k
(y)dω↑

k
(xk, y)

→
[︃

Xk

[︃

Y

⎤gk(xk, T
⎤f
k
(xk))

!!!!!!!!!!!!!!!!!

dω↑
k
(xk, y)→

[︃

Xk

[︃

Y

⎤fk(y). . . . . .dω
↑
k
(xk, y)

=

[︃

Xk

[︃

Y

⎧
⎤gk(xk, y). . . . . . . . . → ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

!!!!!!!!!!!!!!!!!

⎫
dω↑

k
(xk, y)

=

[︃

Xk

⟨[︃

Y

⎤gk(xk, y)dω↑
k
(y|xk)→⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⟩
ℬϖk

⌋︃
→(f ↑

k
)ck(xk)

⌈︃
dPk(xk)(3.47)

↫ 0

[︃

Xk

⟨[︃

Y

⎤gk(xk, y)dω↑
k
(y|xk)→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⟩
dPk(xk) (3.48)
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= 0

[︃

Xk

[︃

Y

⎩
⎤gk(xk, y)→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⎭
dω↑

k
(y|xk)dPk(xk)

↫ 0β

2

[︃

Xk

[︃

Y

↓y → T
⎤f
k
(xk)↓22dω↑

k
(y|xk)dPk(xk) (3.49)

F"$"8/6 /* (3.45) - (3.46) -0)@:)# 3/ -"$9-#" =)+"$2$ =$+(@*’ "5=:*0$9
@3BB)+)%43+:)&$9 B:%*433 ϖk:

ϖk

⌋︃
→⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⌈︃
↫ϖk

⌋︃
→(f ↑

k
)ck(xk)

⌈︃
+ℬϖk

⌋︃
→(f ↑

k
)ck(xk)

⌈︃⧸︃
(f ↑

k
)ck(xk)→⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk))

⧹︃
.

F"$"8/6 /* (3.47) - (3.48). D$-*$01*: T
⎤f
k

&3%3&3/3+:)# $#$.+’H)%3) y ⇑≃
⎤gk(xk, y), #$:

[︃

Y
⎤gk(xk, y)dω↑

k
(y|xk)→ ⎤gk(xk, T

⎤f
k
(xk)) ↫ 0. (3.50)

J’*H) /’&)#3&, ,#$:

→(f ↑
k
)ck(xk) =→

[︃

Y

⌋︃
ck(xk, y)→ f ↑

k
(y)

⌈︃
dω↑

k
(y|xk) ↫ → max

xk↔Xk,y↔Y

⎧
ck(xk, y)→ f ↑

k
(y)

⎫
↫ →b,

3, -0)@$"’#)01%$,

ℬϖk(→(f ↑
k
)ck(xk)) ↫ ℬϖk(→b) = 0. (3.51)

8$"$*:=%$-#1 (3.50) 3 (3.51) $.$-%$"5"’)# K#$# =)+);$@.
T’/0; 4. 8$.)+O& "-O "&)-#).
8:&&3+$"’%3) %)+’")%-#" @0( δ1,k (3.41) 3 δ2,k (3.49) @’O#:

δ1,k( ⎤fk, ⎤ωk) + δ2,k( ⎤fk)

↫ 0β

2

⟨ [︃

Xk↗Y

↓y → T
⎤f
k
(xk)↓22d⎤ωk(y|xk)dPk(xk) +

[︃

Xk↗Y

↓y → T
⎤f
k
(xk)↓22dω↑

k
(y|xk)dPk(xk)

⟩

↫ 0β

2

[︃

Xk

W2
2

⌋︃
⎤ωk(·|xk),ω↑

k
(·|xk)

⌈︃
dPk(xk),

2@) =$-0)@%)) %)+’")%-#"$ =$0:,’)#-( ’%’0$23,%$ -$$#")#-#":ML)&:
%)+’")%-#": " @$*’/’#)01-#") [15, J)$+)&’ 4.2].

!2+)23+$"’%3) %)+’")%-#" @0( δ1,k + δ2,k - ")-’&3 λk /’")+6’)#
@$*’/’#)01-#"$ #)$+)&5:

δ1 + δ2 =
K⟩

k=1

λk(δ1,k + δ2,k) ↫
0β

2

K⟩

k=1

λk

[︃

Xk

W2
2

⌋︃
⎤ωk(·|x),ω↑

k
(·|x)

⌈︃
dPk(x).



94

3.6 M1/9$%):$(06

G K#$& +’/@)0) &5 $4)%3"’)& %’6: &$@)01 - =$&$L1M +’/03,%5;
K*-=)+3&)%#$". G !3.6.1 &5 -+’"%3"’)& ,3-0)%%:M #$,%$-#1 %’6)2$ &)#$@’
- .’/$"5&3 &)#$@’&3. G !3.6.2 &5 3--0)@:)& @"’ *0M,)"5; -"$9-#"’ %’6)2$
&)#$@’ U-NOTB: :-#$9,3"$-#1 * @3-.’0’%-: *0’--$" 3 :-#$9,3"$-#1 *
"5.+$-’&. G ,’-#%$-#3, &5 =$*’/5"’)&, ,#$ K#3 -"$9-#"’ &$H%$ *$%#+$03+$"’#1,
%’-#+’3"’( =’+’&)#+ %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 τ. G !3.6.3 &5 $4)%3"’)&
%’6: &$@)01 @0( $.L3; B:%*439 -#$3&$-#3, 3-=$01/:( B:%*43M -#$3&$-#3,
3%"’+3’%#%:M * B$+&) 3 4")#: 3 $#03,%:M $# *"’@+’#3,%$9 B:%*433 -#$3&$-#3,
%’ %’.$+) @’%%5; 3/$.+’H)%39. G !3.6.4, !3.6.5 &5 #)-#3+:)& %’6: &$@)01 "
/’@’,) =$3-*’ .’+34)%#+’ @0( -.’0’%-3+$"’%%$2$/=$0:%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT
@0( 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39 - "5,3-03&5&3 3-#3%%5&3 +)6)%3(&3. U+$&)
#$2$, " !3.6.6 &5 300M-#+3+:)& )LO $@%$ 3%#)+)-%$) =+3&)%)%3) U-NOTB
" .$0)) "5-$*3; +’/&)+%$-#(;, =$*’/5"’( )2$ -=$-$.%$-#1 &’%3=:03+$"’#1
3/$.+’H)%3(&3 - =$&$L1M 3%#)+=$0(433 3; +’-=+)@)0)%39 %’ &%$2$$.+’/3(;
3/$.+’H)%39. ?5 =+3"$@3& @)#’03 $#%$-3#)01%$ &)#$@3* =+$")@)%3(
K*-=)+3&)%#$" 3 .’/$"5; &)#$@$" " !3.7. U$@ %’6)9 &$@)03 %’=3-’% -
3-=$01/$"’%3)& B+)9&"$+*’ PyTorch 3 %’;$@3#-( " $#*+5#$& @$-#:=) =$ ’@+)-:
https://github.com/milenagazdieva/U-NOTBarycenters.

3.6.1 E>$()+’()$ 7’%)>$(0%’ (’ /)(0$0)3$/1)8 (’7"%’8 #’((68

R’2"+6$ :$0"#6. ?5 -#+)&3&-( $4)%3#1, %’-*$01*$ #$,%$ %’6’
&$@)01 $4)%3"’)# $=#3&’01%59 .’+34)%#+ Q↑ 3 -$$#")#-#":ML3) #+’%-=$+#%5)
$#$.+’H)%3( T ↑

[1:K]. D$-*$01*: %’6’ +’.$#’ ("0()#-( =)+"$9 =$=5#*$9
+’--&$#+)#1 %)=+)+5"%5) SUOT .’+34)%#+5, %) -:L)-#":)# .’/$"5; &)#$@$"
@0( =+(&$2$ -+’"%)%3(. D$K#$&: &5 #L’#)01%$ +’/+’.$#’03 6&" .)3/&%"
’/6"1( 617 ,$)&!"!(7 , !)9(’ #/68/6/’. P#3 .’/$"5) &$@)03 &$#3"3+$"’%5
K*"3"’0)%#%$-#1M &)H@: OT .’+34)%#+$& @":; +’-=+)@)0)%39 3 3%#)+=$0(43)9
&)H@: %3&3 [29]. U’H@’( .’/$"’( &$@)01 "5"$@3#-( 3/ @":; =$@;$@$" *
$.:,)%3M %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT $#$.+’H)%3( Tuot &)H@: P1 3 P2: (i)
=$0:@"$9-#")%%$9 (semi-dual) &$@)03 UOT (UOTM) [22] 3 (ii) &$@)03 OT

https://github.com/milenagazdieva/U-NOTBarycenters
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$#$.+’H)%3( (OTM) [64], $.T)@3%)%%5; - &)#$@$& =$0:,)%3( UOT "5.$+*3
%’ $-%$") =$@"5.$+$* [32]. D$-*$01*: /’@’,’ SUOT K*"3"’0)%#%’ /’@’,) OT
&)H@: =)+)&’-6#’.3+$"’%%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3, &5 =+$"$@3& 3%#)+=$0(43M
-&)L)%3(, 3-=$01/:( Tuot, ,#$.5 ’==+$*-3&3+$"’#1 .’+34)%#+. G ,’-#%$-#3,
&5 +’--&’#+3"’)& -0)@:ML:M /’@’,: =$3-*’ SUOT .’+34)%#+’:

inf
Q↔P(Y)

{λ1OTc1(P1,Q) + λ2SUOTc2(P2,Q)}, (3.52)

2@) c1, c2 ("0(M#-( *"’@+’#3,%5&3 B:%*43(&3 -#$3&$-#3 ck(x,y)=
↓x→y↓2

2 , λ1=
λ2=

1
2 . D:-#1 T1

def
=λ1Id+λ2Tuot. J$2@’ T1#P1 3 T1 ’==+$*-3&3+:M# +’-=+)@)0)%3)

.’+34)%#+’ Q↑ 3 #+’%-=$+#%$) $#$.+’H)%3) 3/ P1 " Q↑, -$$#")#-#")%%$. R’&)#3&,
,#$ &5 @$0H%5 +’--&$#+)#1 +’--#$(%3) OTc1 @0( =)+"$2$ +’-=+)@)0)%3( P1,
,#$.5 2’+’%#3+$"’#1, ,#$ "5,3-0)%%59 .’+34)%#+ Q = T1#P1 3&))# )@3%3,%:M
&’--: " @":; .’/$"5; &)#$@’;. D$-*$01*: /’@’,’ OT ("0()#-( ,’-#%5& -0:,’)&
/’@’,3 SUOT, %’6 &)#$@ &$H)# .5#1 )-#)-#")%%5& $.+’/$& =+3&)%O% 3 * K#$&:
-0:,’M. ?5 #)-#3+:)& U-NOTB %’ &$@)01%$& %’.$+) @’%%5; Spiral-to-Gaussian
Mixture (S≃GM) (S3-. 3.1’).

M1/9$%):$(0’-;(6$ %$2=-;0’06. C’ S3-. 3.1 =+)@-#’"0)%’
*’,)-#")%%’( "3/:’03/’43( +)/:01#’#$" %’6)9 &$@)03 3 @":; .’/$"5;
&)#$@$". D$-*$01*: %) -:L)-#":)# B$+&:05 " /’&*%:#$9 B$+&) @0(
/’@’, =$3-*’ %)=+)+5"%$2$ SUOT .’+34)%#+’, &5 3-=$01/:)& .3.03$#)*:
POT [86] @0( "5,3-0)%3( SUOT .’+34)%#+’ Q↑ &)H@: @":&( @3-*+)#%5&3
K&=3+3,)-*3&3 +’-=+)@)0)%3(&3 3 -$$#")#-#":ML)2$ IJ $#$.+’H)%3( T ↑

1 ,
*$#$+5) +’--&’#+3"’M#-( *’* 3-#3%%5) +)6)%3( (S3-. 3.1.). C’ S3-. 3.1"-3.1@
&5 "3/:’03/3+:)& +’-=+)@)0)%3) -=3+’03 P1, "5,3-0)%%$) #+’%-=$+#%$)
$#$.+’H)%3) T1 3 .’+34)%#+ Q = T1#P1. R’&)#3&, ,#$, =$-*$01*: &5 /’@’)&
OTc1 @0( P1 " :+’"%)%33 (3.52), &)#$@ $#.+’*$"*3 " K#$& -0:,’) %) =+3&)%()#-(.
S3-. 3.1 =$*’/5"’)#, ,#$ %’6’ &$@)01 3 @+:23) .’/$"5) &)#$@5 @)&$%-#+3+:M#
@$-#$9%5) +)/:01#’#5.

J’.034’ 23 =+)@$-#’"0()# *$03,)-#")%%:M $4)%*: +)/:01#’#$" %’6)9
&$@)03 @0( .$0)) @)#’01%$2$ ’%’03/’. G5,3-0)%%59 .’+34)%#+ Qφ↑

3 #+’%-=$+#%$) $#$.+’H)%3) T1,φ↑ *’H@$2$ &)#$@’ $4)%3"’M#-( - @":;
#$,)* /+)%3(. G$-=)+"5;, $4)%3"’)#-( +’/03,3) &)H@: +’-=+)@)0)%3(&3
Qφ↑ 3 Q↑ =:#O& 3/&)+)%3( +’--#$(%3( G’-)+6#)9%’-2 W2

2(Qφ↑,Q↑)

(’"*$(-) W2). G$-"#$+5;, $4)%3"’)#-( $63.*’ &)H@: $=#3&’01%5&
3 3-#3%%5& #+’%-=$+#%5&3 $#$.+’H)%3(&3 =:#O& 3/&)+)%3( L2-%$+&5
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’) =;"2$ .) F3-41"%.@, UOT ") UOTM 2) OT+UOT +@5’1. @) U-NOTB (.$#)

S3-. 3.1 > J+’%-=$+#%$) $#$.+’H)%3) T1(x1), x1 ′ P1 3 +’-=+)@)0)%3) UOT
.’+34)%#+’ Q = T1#P1 =$0:,)%%5) - =$&$L1M @3-*+)#%$2$ UOT &)#$@’, UOTM,

OT %’ =$@"5.$+*’; UOT 3 %’6)2$ &)#$@’ " Spiral ≃ Gaussian Mixture.

!"##$% &%’()*" UOTM OT #" +,-.$/,(*"0 UOT U-NOTB (ours)

Spiral ≃ Gaussian Mixture
L2 0.65 0.31 0.25
W2 0.29 0.15 0.12

Moon ≃ Spiral
L2 0.89 0.64 0.52
W2 0.59 0.93 0.81

J’.034’ 23 > 8+’"%)%3) %’ &$@)01%5; @’%%5;.

&)H@: #+’%-=$+#%5&3 $#$.+’H)%3(&3 (’"*$(-) L2), #.).
)︃
X1
↓T1,φ↑(x1) →

T ↑
1 (x1)↓22dP1(x1). U’* =$*’/’%$ " J’.034) 23, %’6’ &$@)01 =$/"$0()#

@$-#3,1 %’3.$0)) #$,%$2$ $4)%3"’%3( .’+34)%#+’ =$ #+O& 3/ ,)#5+O; $4)%$*,
"5,3-0)%%5; =$ @":& &)#+3*’& (W2 3 L2) %’ @":; %’.$+’; &$@)01%5; @’%%5;.

3.6.2 *63)/-$()$ 7’%)>$(0%’, =/0"<3)+"D" 1 +67%"/’: )

#)/7’-’(/= 1-’//"+ + #’((68

G K#$& +’/@)0) &5 +’--&’#+3"’)& @"’ *0M,)"5; -"$9-#"’ %’6)9
&$@)03 U-NOTB: (i) :-#$9,3"$-#1 * @3-.’0’%-: *0’--$", (ii) :-#$9,3"$-#1 *
"5.+$-’&. Q/")-#%$, ,#$ /%’,)%3) OT B:%*43$%’0’ OTc(·, ·) ,:"-#"3#)01%$
* "5.+$-’& 3 =+$.0)&’& @3-.’0’%-’ *0’--$" " @’%%5;. U’* -0)@-#"3), OT
.’+34)%#+ #’*H) " /%’,3#)01%$9 -#)=)%3 =$@")+H)% "03(%3M K#3; B’*#$+$".
Y#$.5 :-#+’%3#1 K#: ,:"-#"3#)01%$-#1, +’--&’#+3"’)#-( /’@’,’ UOT, *$#$+’(
$.$.L’)# #+’@343$%%:M OT /’@’,:, $-0’.0(( $2+’%3,)%3( %’ &’+23%’01%5)
+’-=+)@)0)%3(. P#$ $-0’.0)%3) =+3"$@3# * @":& "’H%5& -"$9-#"’&. G$-=)+"5;,
@’H) =+3 %’03,33 @3-.’0’%-’ *0’--$" =+$4)-- =)+)"/")63"’%3( =$/"$0()#
&$@)03 *$++)*#%$ -$=$-#’"0(#1 &$@5 +’-=+)@)0)%39 [32]. G$-"#$+5;, &$@)01
@)&$%-#+3+:)# :-#$9,3"$-#1 * "5.+$-’&, $.)-=),3"’( %’@OH%59 =)+)%$- &)+
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’) NOTB .) τ = 200 ") τ = 20 2) τ = 1

S3-. 3.2 > W-0$"%5) =0’%5 ωk(y|x) 3 .’+34)%#+ Q, =$0:,)%%5) - =$&$L1M
NOTB 3 %’6)2$ &)#$@’ " K*-=)+3&)%#) =$ =$3-*: .’+34)%#+’ ,’",( :)0,,/&,-(8
$),#$"6"1"!(5. ?5 =+$"$@3& K*-=)+3&)%#5 @0( +’/03,%5; /%’,)%39 =’+’&)#+’

%)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 τ ↔ {1,20,200}.

’) ?’+23%’01%5) +’-=+. .) NOTB - "5.+$-’&3 ") NOTB .)/ "5.+$-$"

2) τ = 200 @) τ = 20 )) τ = 1

S3-. 3.3 > G5,3-0)%%59 .’+34)%#+ Q, =$0:,)%%59 3/ x ′ P1 -
=$&$L1M NOTB 3 %’6)2$ &)#$@’ @0( ,’",( :)0,,/&,-(8 $),#$"6"1"!(5 - 5%
&%.$/,/&. ?5 =+$"$@3& K*-=)+3&)%#5 @0( +’/03,%5; /%’,)%39 =’+’&)#+’
%)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 τ ↔ {1,20,200}. A0( -+’"%)%3( &5 @$=$0%3#)01%$

$.:,303 NOTB %’ @’%%5; .)/ "5.+$-$", *’* =$*’/’%$ %’ =$@+3-:%*) (c).

%)-&$#+( %’ %’03,3) "5.+$-$" [22; 49]. [)01 K#$2$ +’/@)0’ -$-#$3# " -0)@:ML)&:
(1) 3--0)@$"’#1, =+3-:L3 03 K#3 @"’ -"$9-#"’ %’6)9 &$@)03 U-NOTB, -+’"%3" )O
- OT ’%’0$2$& [15], 3 (2) =$*’/’#1, ,#$ @’%%$9 :-#$9,3"$-#1M &$H%$ :=+’"0(#1
- =$&$L1M =’+’&)#+’ %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 τ.

U/0"<3)+"/0; 1 #)/7’-’(/= 1-’//"+. D+$.0)&’ @3-.’0’%-’ *0’--$"
" @’%%5; $#%$-3#-( * -0:,’M, *$2@’ *’H@59 *0’-- 3&))# +’/03,%:M @$0M
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" Pk. A’%%’( =+$.0)&’ &$H)# =+3"$@3#1 * %)H)0’#)01%5& +)/:01#’#’&
=+3 "5,3-0)%33 -#’%@’+#%$2$ OT .’+34)%#+’. C’=+3&)+, %’ S3-. 3.2 &5
+’--&’#+3"’)& ")+;%3) &$@5 3 %3H%3) &$@5 @0( *’H@$2$ +’-=+)@)0)%3( *’*
*0’--5 1 3 2, -$$#")#-#")%%$. G P1 75% @’%%5; -$-+)@$#$,)%$ " *0’--) 1 (")+;%3)
0)"5) .)05) #$,*3), #$2@’ *’* #$01*$ 25% -$-+)@$#$,)%$ " *0’--) 1 @0( P2

(")+;%3) =+’"5) HO0#5) #$,*3). G +)/:01#’#) -.’0’%-3+$"’%%59 OT .’+34)%#+
[15, NOTB] =$+$H@’)# &$@: &)H@: @":&( &’H$+3#’+%5&3 &$@’&3 Pk, ,#$
&$H)# .5#1 %)H)0’#)01%5& ("0)%3)& @0( .’+34)%#+’ (S3-. 3.2’).

U’* =$*’/’%$ %’ S3-. 3.2, &5 #)-#3+:)& %’6: &$@)01 - +’/03,%5&3
/%’,)%3(&3 =’+’&)#+’ %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 τ ↔ {1, 20, 200} (:+’"%)%3) 3.3).
U+$&) #$2$, @0( -+’"%)%3( &5 =+$"$@3& K*-=)+3&)%#5 - OT ’%’0$2$& "
-.’0’%-3+$"’%%$9 =$-#’%$"*). G’H%$ $#&)#3#1, ,#$ =$ &)+) :")03,)%3(
τ /’@’,’ UOT -;$@3#-( * /’@’,) OT, ,#$ :&)%16’)# 23.*$-#1 " "5.$+)
&’+23%’01%5; +’-=+)@)0)%39 [87]. U$2@’ τ = 1, %’6 %)-.’0’%-3+$"’%%59
.’+34)%#+ @)&$%-#+3+:)# :-#$9,3"5) +)/:01#’#5, =$+$H@’( &$@5 .’+34)%#+’
&)H@: =’+$9 .03H’963; &$@ P1 3 P2. C’6’ &$@)01 $#.+’-5"’)# ,’-#1
"5.$+$* 3/ &’H$+3#’+%5; &$@, =)+)"/")63"’( 3; #’*, ,#$.5 =+3")-#3
" 0:,6)) -$$#")#-#"3) &$@5 3-;$@%5; +’-=+)@)0)%39. E$0)) #$2$, %’6
%)-.’0’%-3+$"’%%59 .’+34)%#+ $.)-=),3"’)# :=+’"0()&$-#1 :-#$9,3"$-#1M
,)+)/ τ. D$ &)+) :")03,)%3( τ 23.*$-#1 " "5.$+) &’+23%’01%5; +’-=+)@)0)%39 "
/’@’,) UOT :&)%16’)#-(. J’*3& $.+’/$&, =+3 τ = 200 %’6’ &$@)01 =+3%3&’)#
=$,#3 "-) "5.$+*3, 3 UOT .’+34)%#+ -#’%$"3#-( .03/$* * OT .’+34)%#+:.
?5 -,3#’)&, ,#$ K#’ ’@’=#3"%$-#1 UOT .’+34)%#+’ @’O# =+’*#3,)-*3)
=+)3&:L)-#"’ " +)’01%5; -4)%’+3(;.

U/0"<3)+"/0; 1 +67%"/’:. A0( $4)%*3 :-#$9,3"$-#3 &)#$@’ *
"5.+$-’& &5 =+$")03 K*-=)+3&)%#5 %’ &$@)01%$& %’.$+) @’%%5;, "*0M,’ML)&
%).$016:M @$0M "5.+$-$". U’* =$*’/’%$ %’ S3-. 3.3, %’.$+ @’%%5; -$-#$3#
3/ #+O; &’+23%’01%5; +’-=+)@)0)%39: P1 (.)H)"5) #$,*3), P2 (-)+5) #$,*3)
3 P3 ($+’%H)"5) #$,*3). G5.+$-5, -$-#’"0(ML3) 5% $# &’+23%’0$" P1 3 P2,
.503 @$.’"0)%5 " -’&:M "%)6%MM &$@: &’+23%’0$". ?5 =+$#)-#3+$"’03 %’6:
&$@)01 @0( +’/03,%5; =’+’&)#+$" τ 3 -+’"%303 )O -$ -.’0’%-3+$"’%%5& OT
’%’0$2$&. !%’0$23,%$ K*-=)+3&)%#’& %’ :-#$9,3"$-#1 * @3-.’0’%-: *0’--$",
$H3@’0$-1, ,#$ &)%163) /%’,)%3( τ $.)-=),’# .$016:M :-#$9,3"$-#1 * "5.+$-’&
/’ -,O# .$016)9 23.*$-#3 " "5.$+) &’+23%’01%5; +’-=+)@)0)%39.
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A0( -+’"%3#)01%$2$ ’%’03/’ &5 #’*H) =+$#)-#3+$"’03 =$@;$@ NOTB @0(
"5,3-0)%3( OT .’+34)%#+’ %’ @’%%5; .)/ "5.+$-$". [)01 K#$2$ K*-=)+3&)%#’ →
=+$@)&$%-#+3+$"’#1 H)0’)&$) =$")@)%3) .’+34)%#+’, *$2@’ " %’.$+) @’%%5; %)#
"5.+$-$". C’ S3-. 3.3 &5 "3@3&, ,#$ .’+34)%#+, =$0:,)%%59 - =$&$L1M %’6)2$
U-NOTB =$@;$@’ =+3 τ = 1, .03/$* * OT .’+34)%#+:, "5,3-0)%%$&: " -4)%’+33
.)/ "5.+$-$". P#$# +)/:01#’# =$*’/5"’)#, ,#$ %’6’ &$@)01 $.)-=),3"’)#
:-#$9,3"$-#1 * "5.+$-’&, $#.+’-5"’( "5.+$-5 =+3 @$-#’#$,%$ &’05; τ. D$
&)+) :")03,)%3( τ %’6’ &$@)01 =+3%3&’)# .$016:M @$0M "5.+$-$". D$K#$&:
"5.+$-5 -0)"’ 3 -=+’"’ %’,3%’M# "03(#1 %’ .’+34)%#+, 3/-/’ ,)2$ $.+’/:M#-(
%)H)0’#)01%5) &$@5 .’+34)%#+’ &)H@: &’H$+3#’+%5&3 &$@’&3 +’-=+)@)0)%39
Pk. G 3#$2) :&)%16)%3) τ =$"56’)# :-#$9,3"$-#1 * "5.+$-’&, #$2@’ *’*
:")03,)%3) τ @’O# .$0)) #$,%59 .’+34)%#+ /’ -,O# :,O#’ "-); #$,)* @’%%5;.
J’*’( "$/&$H%$-#1 %’-#+’3"’#1 τ $.0’@’)# =$#)%43’0$& @0( 63+$*$2$ *+:2’
=+30$H)%39, 2@) &$2:# #+).$"’#1-( +’/%5) :+$"%3 #$0)+’%#%$-#3 * "5.+$-’&.

3.6.3 M1/9$%):$(0 K"%:’->+$0

C3H) =+3"$@(#-( @)#’03 K*-=)+3&)%#’, @)&$%-#+3+:ML)2$ =+3&)%)%3)
/’@’,3 =$3-*’ UOT .’+34)%#+’ - $.L3&3 B:%*43(&3 -#$3&$-#3. ! 3&)%%$,
+’--&’#+3"’)#-( =$-#’%$"*’ /’@’,3 - $.L3&3 B:%*43(&3 -#$3&$-#3 3 %’03,3)&
%)H)0’#)01%5; "5.+$-$" " &’+23%’01%5; +’-=+)@)0)%3(;, -&. S3-. 3.4.

– S’/9%$#$-$()$ K"%: P1. D)+"$) &’+23%’01%$) +’-=+)@)0)%3)
-$-#$3# 3/ ,)+%$-.)05; 3/$.+’H)%39 43B+ ‘2’ (49% $.:,’ML)2$ %’.$+’
@’%%5;), ‘3’ (50%) 3 ‘7’(1% - &%.$/,%) 3/ @’%%5; MNIST.

– S’/9%$#$-$()$ >+$0"+ P2. G#$+$) &’+23%’01%$) +’-=+)@)0)%3)
-$-#$3# 3/ #+O; 4")#$": *+’-%$2$ (")+$(#%$-#%’( &’--’ p0 = 0.495),
/)0O%$2$ (p1 = 0.495), .)0$2$ (p2 = 0.01 - &%.$/,%).

– 5("D""7%’2)$. ?5 =+)@"’+3#)01%$ $.:,303 2)%)+’#$+ StyleGAN [84]
G:Z≃R3↗32↗32 %’ %’.$+) @’%%5; 4")#%5; MNIST 43B+ ’2’ 3 ‘3’. D:-#1
Ek

θ → %)9+$-)#1, *$#$+’( *$@3+:)# *’H@59 &’+23%’0 Pk " 0’#)%#%$)
=+$-#+’%-#"$ Z. G ;$@) K*-=)+3&)%#’ &5 =)+)%$-3& xk ′ Pk " #$,*:
.’+34)%#+’ yk =$ =+’"30: yk = G 𝒞 Ek

θ(xk), #)& -’&5& $2+’%3,3"’(
=+)$.+’/$"’%%5) 3/$.+’H)%3( 4")#%5&3 MNIST 43B+’&3 ’2’ 3 ‘3’.
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S3-. 3.4 > D$0:%)-.’0’%-3+$"’%%59 .’+34)%#+ +’-=+)@)0)%39 B$+& (P1) 3
4")#$" (P2), "5,3-0)%%59 %’63& &)#$@$& U-NOTB " 0’#)%#%$& =+$-#+’%-#")
&$@)03 StyleGAN, =+)@"’+3#)01%$ $.:,)%%$9 %’ 4")#%5; 3/$.+’H)%3(; 43B+
’2’, ’3’ 3/ MNIST. C’6 &)#$@ =$/"$0()# :-=)6%$ :-#+’%(#1 "5.+$-5 "$ ";$@%5;

+’-=+)@)0)%3(;.

– E7F)$ /0"):"/0) 9$%$("/’. A0( "5.$+*3 3/ =)+"$2$ &’+23%’0’ x1 ′
P1 3 -$$#")#-#":ML)9 )9 #$,*3 .’+34)%#+’ y1 &5 3-=$01/:)& -0)@:ML:M
,*/(’/,*4, ,/8$)!7<=0< @/$’0 : c1(x1, y1) = 1

2↓x1 →Hg(y1)↓2, 2@) Hg

→ $=)+’#$+ $.)-4"),3"’%3(. A0( "5.$+*3 3/ "#$+$2$ &’+23%’0’ x2 ′ P2

3 -$$#")#-#":ML)9 #$,*3 .’+34)%#+’ y2 &5 3-=$01/:)& -0)@:ML:M
,*/(’/,*4, ,/8$)!7<=0< >&"*: c2(x2, y2) = 1

2↓x2 →Hc(y2)↓2, 2@) Hc →
$=)+’#$+ =+$)*433 4")#’, $=+)@)0)%%59 " [15].

S)/:01#’#5 %’6)2$ &)#$@’ - =’+’&)#+$& τ = 10 =+)@-#’"0)%5 %’ S3-. 3.5,
2@) @)&$%-#+3+:M#-( =+3&)+5 "5,3-0)%%$2$ $#$.+’H)%3( (xk, Tk(xk, s)) @0(
#$,)* xk "%:#+3 +’-=+)@)0)%3(, -&. S3-. 3.5’, 3.5", 3 @0( "5.+$-$", -&. S3-.
3.5., 3.52. IH3@’)&$, $.:,)%%5) $#$.+’H)%3( @0( #$,)* "%:#+3 +’-=+)@)0)%3(
-$;+’%(M# B$+&: (P1 ≃ Q↑) 3 4")# (P2 ≃ Q↑). G -"$M $,)+)@1, $#$.+’H)%3(
@0( "5.+$-$" %) 3&)M# +’/:&%$9 3%#)+=+)#’433.

C’+(@: - *’,)-#")%%5&3 +)/:01#’#’&3 &5 =+3"$@3& 6/1( #$(!7*(7
";$@%5; #$,)* xk, -&. $.T(-%)%3) %’6)9 =+$4)@:+5 =$0:,)%3( "5.$+*3 "
§3.4.2. G’H%$, ,#$ @$0( =+3%(#3( "5.+$-$" %’&%$2$ &)%16) =$ -+’"%)%3M
- #3=3,%5&3 "5.$+*’&3 3/ +’-=+)@)0)%39. G ,’-#%$-#3, )-03 x1 ("0()#-(
,)+%$-.)0$9 43B+$9 ‘7’, $%’ .:@)# =+3%(#’ (3 $.+’.$#’%’ $#$.+’H)%3)&
T1) #$01*$ - ")+$(#%$-#1M 0.19, #$2@’ *’* @0( ,)+%$-.)05; 43B+ ‘2’ 3 ‘3’
#$# H) =$*’/’#)01 +’")% 0.63. J’*3& $.+’/$&, K*-=)+3&)%# @)&$%-#+3+:)#
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’) J3=3,%5) "5.$+*3 3/ P1.
A$0( =+3%(#3(: 63%

.) G5.+$-5 3/ P1.
A$0( =+3%(#3(: 19%

") J3=3,%5) "5.$+*3 3/ P2.
A$0( =+3%(#3(: 71.25%

2) G5.+$-5 3/ P2.
A$0( =+3%(#3(: 5.5%

S3-. 3.5 > D+3&)+5 "5.$+$* x1′P1 (,)+%$-.)05) 43B+5), x2′P2 (4")#%5)
3/$.+’H)%3() 3 -$$#")#-#":ML3; 3& "5.$+$* .’+34)%#+’ y ′ Q (4")#%5)

43B+5) " K*-=)+3&)%#) @/$’)->&"*.

=+3&)%3&$-#1 %’6)9 &)#$@$0$233 :-#$9,3"$2$ .’+34)%#+’ * %)#+3"3’01%5&
-0:,’(& - %))"*03@$"5&3 -#$3&$-#(&3 OT.

3.6.4 !7’-’(/)%"+’((6< OT 7’%)>$(0% D’=//"+/1)8 %’/9%$#$-$()<

G K#$& +’/@)0) &5 @)&$%-#+3+:)& *’,)-#"$ %’6)2$ &)#$@’ 3 .’/$"5;
=$@;$@$" " /’@’,) =$3-*’ OT .’+34)%#+’ @0( 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39 -
"5,3-03&5&3 3-#3%%5&3 +)6)%3(&3.

G /’@’,) =$3-*’ -.’0’%-3+$"’%%$2$ OT .’+34)%#+’ @0( 2’:--$"-*3;
+’-=+)@)0)%39 3/")-#%$, ,#$ 3-#3%%59 .’+34)%#+ ("0()#-( 2’:--$"-*3& 3
&$H)# .5#1 $4)%)% - 3-=$01/$"’%3)& =+$4)@:+5 3#)+’433 %)=$@"3H%$9 #$,*3
[106]. ?5 #)-#3+:)& %’6 &)#$@ " @’%%$9 -.’0’%-3+$"’%%$9 =$-#’%$"*), 3&)(
" "3@:, ,#$ =+3 .$0163; =’+’&)#+’; %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 τ &)#$@ @$0H)%
@’"’#1 ;$+$6:M ’==+$*-3&’43M +)6)%39 /’@’,3 =$3-*’ -.’0’%-3+$"’%%$2$ OT
.’+34)%#+’. * )0"D$ :6 9"1’26+’$:, 30", 8"04 (’P :$0"# %’2%’7"0’(

#-4 %$P$()4 2’#’3) 9")/1’ ($/7’-’(/)%"+’(("D" OT 7’%)>$(0%’, $D"

1’3$/0+" + #%=D"< 2’#’3$ 9")/1’ /7’-’(/)%"+’(("D" OT 7’%)>$(0%’

/"9"/0’+):" / /"+%$:$((6:) -=3P):) :$0"#’:).

?5 +’--&’#+3"’)& K =3 ";$@%5; 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39 - ")-’&3
λ1 = λ2 = 0.25, λ3 = 0.5 3 *"’@+’#3,%5&3 B:%*43(&3 -#$3&$-#3 OT
ck(x,y) = ↓xk→y↓2

2 , -0)@:( K*-=)+3&)%#’01%$9 =$-#’%$"*), "=)+"5) "")@O%%$9
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" [14] 3 #’*H) 3-=$01/$"’%%$9 " [15, Appendix B.1]. ?5 =+$"$@3& -+’"%)%3) -
#+)&( %)@’"%3&3 =$@;$@’&3 @0( "5,3-0)%3( %)=+)+5"%$2$ .’+34)%#+’ → [15,
NOTB], [14, EgBary] 3 [37, WIN]. A0( =$@;$@’ EgBary, *$#$+59 +)6’)# /’@’,:
=$3-*’ K%#+$=39%$-+)2:0(+3/$"’%%$2$ OT (EOT) .’+34)%#+’, &5 +’--&’#+3"’)&
&’059 =’+’&)#+ K%#+$=39%$9 +)2:0(+3/’433 ϑ = 0.01. A0( =$0%$#5 &5
#’*H) =+$#)-#3+$"’03 *’,)-#"$ *0’--3,)-*$2$ =$@;$@’ [96, FCWB], *$#$+59
’==+$*-3&3+:)# .’+34)%#+ @3-*+)#%5& +’-=+)@)0)%3)& %’ B3*-3+$"’%%$&
,3-0) #$,)* -$ -"$.$@%5& %$-3#)0)&.

A0( %’6)2$ &)#$@’ U-NOTB &5 +’--&’#+3"’)& KL @3")+2)%433 3
"’+13+:)& =’+’&)#+ %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 τ ↔ [1,101, 102, 103, 104, 105], $H3@’(,
,#$ =+3 .$0163; τ %’6 &)#$@ @’-# ;$+$63) +)/:01#’#5 =+3 +)6)%33
-.’0’%-3+$"’%%$9 /’@’,3. ?5 $4)%3"’)& *’,)-#"$ &)#$@$" - =$&$L1M
"/")6)%%$9 &)#+3*3 =+$4)%#’ %)$.T(-%)%%$9 @3-=)+-33 (unexplained variance

percentage) L2-UVP(T̂ ) = 100 · [
↓T̂→T

↑↓2
L2(P)

var(Q↑) ]%, 2@) Q↑ → /’@’%%59 3-#3%%59
OT .’+34)%#+. A0( %)=+)+5"%5; .’/$"5; &)#$@$" (NOTB, EgBary, WIN) &5
=+3"$@3& +)/:01#’#5 3/ [15, Table 3]. G ,’-#%$-#3, @0( %’6)2$ &)#$@’ 3 EgBary,
*$#$+5) $.:,’M# $=#3&’01%5) =0’%5, &5 +’--&’#+3"’)& .’+34)%#+3,)-*3)
=+$)*433 @’%%5; =0’%$". A0( $4)%*3 FCWB &5 -%’,’0’ "5,3-0()& @3-*+)#%59
.’+34)%#+ - 3-=$01/$"’%3)& .$016$2$ ,3-0’ "5.$+$* 3/ ";$@%5; +’-=+)@)0)%39
Pk. R’#)& &5 "5,3-0()& $=#3&’01%5) =0’%5 &)H@: ";$@%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3
3 @’%%5& +’-=+)@)0)%3)& .’+34)%#+’ [86] 3 +’--&’#+3"’)& 3; .’+34)%#+3,)-*3)
=+$)*433. G J’.034) 24 =+)@-#’"0)%’ "/")6)%%’( -:&&’ /%’,)%39 L2-UVP
$#%$-3#)01%$ ")-$" .’+34)%#+’ λk.

/(-01/2#3+(),0$-4 2 4 8 16 64

5#. (τ = 1) 3.10 2.39 1.64 1.44 1.39

5#. (τ = 101) 0.03 0.09 0.06 0.08 0.09

5#. (τ = 102) 0.02 0.03 0.03 0.05 0.07
5#. (τ = 103) 0.02 0.03 0.04 0.05 0.08

5#. (τ = 104) 0.02 0.03 0.04 0.05 0.08

NOTB 0.01 0.02 0.04 0.04 0.08

EgBary 0.02 0.05 0.06 0.09 0.84

WIN 0.03 0.08 0.13 0.25 0.75

FCWB 2.17 6.51 18.68 35.80 100.47

J’.034’ 24 > L2-UVP @0( %’6)2$ &)#$@’, NOTB, EgBary (ϑ = 0.01),
WIN 3 FCWB, D = 2,4,8,16,64.
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J’.034’ =$*’/5"’)#, ,#$ =+3 τ = 102 %’6 =$@;$@ @’O# +)/:01#’#5,
-$=$-#’"3&5) - 0:,63& -$"+)&)%%5& &)#$@$& @0( "5,3-0)%3( %)=+)+5"%$2$
/7’-’(/)%"+’(("D" .’+34)%#+’ → NOTB. A’01%)96)) :")03,)%3) τ %)
=$&$2’)# :0:,63#1 +)/:01#’#5, ,#$ &$H)# $.T(-%(#1-( -"(/’%%5&3 ,3-0)%%5&3
%)-#’.301%$-#(&3. D+3 K#$& @3-*+)#%59 &)#$@ IJ .’+34)%#+’ @’O# ;:@63)
+)/:01#’#5, ’ &)#+3*’ L2-UVP +)/*$ "$/+’-#’)# - :")03,)%3)& +’/&)+%$-#3 D.
P#$ $H3@’)&$, =$-*$01*: @3-*+)#%5) +’-=+)@)0)%3( =0$;$ ’==+$*-3&3+:M#
%)=+)+5"%5). P#$# ’-=)*# +’%)) .50 3--0)@$"’% 3 $.$-%$"’% " [37, !5.1].

3.6.5 ."-=($/7’-’(/)%"+’((6< OT 7’%)>$(0% D’=//"+/1)8

%’/9%$#$-$()<

G K#$& +’/@)0) @)&$%-#+3+:)#-( *’,)-#"$ %’6)2$ &)#$@’ 3 .’/$"5;
=$@;$@$" " /’@’,) =$3-*’ =$0:%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT .’+34)%#+’ 2’:--$"-*3;
+’-=+)@)0)%39 - "5,3-03&5&3 3-#3%%5&3 +)6)%3(&3.

C)@’"%(( +’.$#’ [27] =+)@$-#’"0()# 3#)+’43$%%:M =+$4)@:+: @0(
"5,3-0)%3( %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ SUOT .’+34)%#+’ @0( 2’:--$"-*3;
+’-=+)@)0)%39 - 3-=$01/$"’%3)& *"’@+’#3,%$9 -#$3&$-#3 3 KL @3")+2)%439.
56 0$/0)%=$: (’P :$0"# / %’2-)3(6:) 9’%’:$0%’:) τ + L0"<

9"/0’("+1$ ) 9"1’26+’$:, 30" "( /0’7)-;(" 9%$+"/8"#)0 /"+%$:$((6<

-=3P)< /7’-’(/)%"+’((6< :$0"# [15, NOTB].

/(-01 τ = 10→2 τ = 10→1 τ = 1 τ = 10 τ = 102 τ = 103 τ = 104

5#. 0.31 0.20 0.15 0.17 0.17 0.17 0.17
NOTB 1.71 1.22 0.47 0.21 0.20 0.19 0.19

J’.034’ 25 > BW2
2-UVP &)H@: "5,3-0)%%5&3 3 3-#3%%5&3

!",.)1)!,($/&)!!%’( .’+34)%#+’&3 @0( %’6)2$ &)#$@’ 3 NOTB. S)/:01#’#5
=+3")@)%5 @0( +’/03,%5; =’+’&)#+$" τ = 10→2,10→1,1,10,102,103,104.

?5 +’--&’#+3"’)& #$# H) %’.$+ 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39, ")-’ 3
*"’@+’#3,%:M B:%*43M -#$3&$-#3, ,#$ 3 " K*-=)+3&)%#) -$ -.’0’%-3+$"’%%5&3
2’:--$"-*3&3 +’-=+)@)0)%3(&3, -&. +’/@)0 3.6.4. G *’,)-#") .’/$"$2$ &)#$@’
&5 +’--&’#+3"’)& -$"+)&)%%59 0:,639 -.’0’%-3+$"’%%59 &)#$@ [15, NOTB].
Y#$.5 "5,3-03#1 3-#3%%59 .’+34)%#+, &5 /’=:-*’)& ’02$+3#& Hybrid BuQ
res-Wasserstein Gradient Descent [27, !4.3] +)6)%3( /’@’,3 =$3-*’ SUOT
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.’+34)%#+’ 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39. !02$+3#& +’/+’.$#’% @0( -0:,’(
KL @3")+2)%439 3 -%’.HO% =’+’&)#+$& %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3, *$#$+59 &5
$.$/%’,’)& *’* τ.

?5 +’--&’#+3"’)& =’+’&)#+5 τ ↔ [10→2,10→1,1,10,102,103,104]. A0(
*’H@$2$ =’+’&)#+’ &5 "5,3-0()& -$$#")#-#":ML39 3-#3%%59 SUOT
.’+34)%#+ 3 $.:,’)& %’6 &)#$@ U-NOTB - KL @3")+2)%43(&3. R’#)& &5
$4)%3"’)& *’,)-#"$ %’6)2$ &)#$@’ 3 NOTB, 3/&)+(( "/")6)%%:M &)#+3*:
=+$4)%#’ %)$.T(-%O%%$9 @3-=)+-33 E:+)-’-G’-)+6#)9%’ @0( %)("%$ /’@’%%5;
.’+34)%#+$" ⎤Q:

BW2
2-UVP(⎤Q)

def
= 100 ·

⧸︃BW2
2(⎤Q,Q↑)

1
2var(Q↑)

⧹︃
%

2@) BW2
2(Q1,Q2) = W2

2(N (µQ1,”Q1),N (µQ2,”Q2))→ &)#+3*’ E:+)-’-G’-)+6#)9%’,
µQ, ”Q $.$/%’,’M# -+)@%3) 3 *$"’+3’433 -$$#")#-#":ML)2$ +’-=+)@)0)%3( Q,
-&. [48]. Y#$.5 =$0:,3#1 "5.$+*3 3/ "5,3-0)%%$2$ .’+34)%#+’ ⎤Q, &5 -%’,’0’
=$0:,’)& ";$@%5) #$,*3 xk 03.$ 3/ ";$@%5; +’-=+)@)0)%39 Pk (@0( NOTB),
03.$ 3/ 0)"5; &’+23%’0$" $.:,)%%5; =0’%$" (@0( %’6)2$ U-NOTB). R@)-1
=$0:,)%3) "5.$+*3 3/ 0)"5; &’+23%’0$" =0’%$" &$H%$ "5=$0%3#1 - =$&$L1M
=+$4)@:+5 &)#$@’ $#.+’*$"*3, -&. !3.4.2. R’#)& &5 =$0:,’)& %$"5) #$,*3 3/
"5,3-0)%%$2$ .’+34)%#+’, =+$=:-*’( #$,*3 xk ,)+)/ $.:,)%%5) -#$;’-#3,)-*3)
303 @)#)+&3%3+$"’%%5) $#$.+’H)%3( Tk, *$#$+5) =’+’&)#+3/:M# $.:,)%%5)
=0’%5. G J’.034) 25 =+)@-#’"0)%’ "/")6)%%’( -:&&’ /%’,)%39 BW2

2-UVP
$#%$-3#)01%$ ")-$" .’+34)%#+’ λk.

?5 "3@3&, ,#$ %’6 %)-.’0’%-3+$"’%%59 &)#$@ U-NOTB 9%$+"/8"#)0

NOTB @0( +/$8 +’--&’#+3"’)&5; =’+’&)#+$" %)-.’0’%-3+$"’%%$-#3 τ. S’/%34’
$-$.)%%$ /’&)#%’ @0( &’0$2$ =’+’&)#+’ τ. P#$ $H3@’)&$, =$-*$01*: =+3
&’05; τ +)6)%3( /’@’,3 =$3-*’ %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ .’+34)%#+’ -:L)-#")%%$
$#03,’M#-( $# -.’0’%-3+$"’%%$2$ -0:,’(. D+3 .$0163; τ K#$ +’/03,3)
-#’%$"3#-( &)%16), =$K#$&: -.’0’%-3+$"’%%$&: &)#$@: NOTB :@’O#-(
@$-#’#$,%$ ;$+$6$ ’==+$*-3&3+$"’#1 .’+34)%#+, %$ "-O H) ;:H), ,)& U-NOTB.
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3.6.6 5’()9=-)%"+’()$ )2"7%’&$()4:) / 9":"F;@ )(0$%9"-4>))

%’/9%$#$-$()< )2"7%’&$()< (’ :("D""7%’2))

G K#$& +’/@)0) &5 =+)@-#’"0()& %$"$) =+3&)%)%3) U-NOTB @0(
&’%3=:03+$"’%3( 3/$.+’H)%3(&3 "5-$*$9 +’/&)+%$-#3. G ,’-#%$-#3,
&5 +’--&’#+3"’)& -4)%’+33, ;’+’*#)+3/:ML3)-( @3-.’0’%-$& *0’--$" "
&’+23%’01%5; +’-=+)@)0)%3(;. A’%%59 K*-=)+3&)%# @)&$%-#+3+:)# 9"0$(>)’-

%’2%’7"0’(("D" 9"#8"#’ + 2’#’3$ :’()9=-)%"+’()4 )2"7%’&$()4:):
$.:,)%3) .’+34)%#+$" &)H@: +’/03,%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3 3/$.+’H)%39
=$/"$0()# "5=$0%(#1 :=+’"0()&5) =)+);$@5 &)H@: -)&’%#3,)-*3&3 ’#+3.:#’&3.
E$0)) #$2$, &$@)01 @)&$%-#+3+:)# .$016:M =/0"<3)+"/0; 1 #)/7’-’(/=

1-’//"+ " K#$9 =+’*#3,)-*$9 /’@’,) " -+’"%)%33 - @+:23&3 .’/$"5&3 &)#$@’&3.
A0( /’@’%%5; %)-*$01*3; +’-=+)@)0)%39 3/$.+’H)%39 {Pk}Kk=1 &5

-#+)&3&-( $@%$"+)&)%%$ $.:,3#1 "-) UOT .’+34)%#+5 Qλ1:K @0( =+$3/"$01%$2$
*$+#)H’ (λk)Kk=1, :@$"0)#"$+(ML)2$

⟨
K

k=1 λk = 1, 0 ↭ λk ↭ 1. A0(
K#$2$ &5 =’+’&)#+3/:)& #+’%-=$+#%5) $#$.+’H)%3( {Tk}Kk=1 *’* B:%*433
:-0$"%$9 =)+)&)%%$9 λ1:K , /’=3-5"’)&5) *’* Tk(λ1:K , ·). R’&)#3&, ,#$ =$;$H))
$.:-0’"03"’%3) %’ ")-’ .’+34)%#+’ #’*H) 3-=$01/:)#-( " !02$+3#&) 2 3/ [38].

8 =$&$L1M $.:,)%%$2$ :-0$"%$2$ #+’%-=$+#%$2$ =0’%’ &5 "5=$0%()&
&’%3=:03+$"’%3) 3/$.+’H)%3(&3, =+)$.+’/:( /’@’%%$) 3/$.+’H)%3) x ′ Pk "
#$,*: .’+34)%#+’ y ′ Qλ1:K . G ,’-#%$-#3, &5 +’--&’#+3"’)& P1 3 P2 *’* %’.$+5
3/$.+’H)%39 M%5; 3 =$H305; 0M@)9, -$$#")#-#")%%$, 3/ %’.$+’ @’%%5; FFHQ
[84]. G’H%$ $#&)#3#1, ,#$ "0("P$()4 3)/-’ :=&3)( 1 3)/-= &$(F)( "
P1 3 P2 =+3&)+%$ %’+(6 1:2 ) 3:1, -$$#")#-#")%%$. J’*3& $.+’/$&, @’%%5) =$
-"$)9 =+3+$@) @)&$%-#+3+:M# #)/7’-’(/ 1-’//"+ &)H@: &’+23%’0’&3. R@)-1
&5 =+3"$@3& #$,%5) K*-=)+3&)%#’01%5) %’-#+$9*3:

– 5’%D)(’-;(6$ %’/9%$#$-$()4 P1,P2 -$-#$(# 3/ 3/$.+’H)%39 FFHQ
M%5; ($# 5 @$ 20 0)#) 3 =$H305; ($# 50 0)#) 0M@)9. A0( *’H@$2$
+’-=+)@)0)%3( &5 -0:,’9%5& $.+’/$& +’/@)0()& -$$#")#-#":ML39
%’.$+ 3/$.+’H)%39 %’ $.:,’ML:M 3 #)-#$":M ,’-#3 " -$$#%$6)%33
90% * 10%.

– 5("D""7%’2)$ StyleGAN. D:-#1 G : W+ ≃ R3↗256↗256 →
=+)@"’+3#)01%$ $.:,)%%59 2)%)+’#$+ StyleGAN2-ada [114], *$#$+59
$#$.+’H’)# =+$-#+’%-#"$ W+ " 3/$.+’H)%3( +’/&)+$& 256↗256. D:-#1
E : R3↗256↗256 ≃ W+ → =+)@"’+3#)01%$ $.:,)%%59 e4e-*$@3+$"L3* @0(
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FFHQ [115]. R’&)#3&, ,#$ E $#$.+’H’)# 3/$.+’H)%3) x ↔ R3↗256↗256

" -$$#")#-#":ML39 ")*#$+ w ↔ W+, #.). G(w) ∞ x. R’&)#3& #’*H),
,#$ W+ ⊤ R18↗512. Y#$.5 =+)$.+’/$"’%%5) 3/$.+’H)%3( $-#’"’03-1 %’
&%$2$$.+’/33 FFHQ, &5 =’+’&)#+3/:)& #+’%-=$+#%$) $#$.+’H)%3) *’*:
Tk,φ(x) := G 𝒞 Sk,φ 𝒞 E(x), 2@) x ↔ R3↗256↗256 3 Sk,φ : R18↗512 ≃ R18↗512.

– E7F’4 /0"):"/0; 9$%$("/’. Y#$.5 &’%3=:03+$"’%3)
3/$.+’H)%3(&3 .50$ $-&5-0)%%5&, &5 3-=$01/:)& *"’@+’#3,%:M
B:%*43M -#$3&$-#3 " 0’#)%#%$& =+$-#+’%-#") W+, $=+)@)0O%%:M *’*:

c(x,y) = α↓E(y)→ E(x)↓2. (3.53)

R@)-1 &5 =$0’2’)& α = 10→2.
– .’%’:$0%)2’>)4 ($<%"/$0). D:-#1 (λ1, λ2) := (1 → t, t). Y#$.5

-2)%)+3+$"’#1 Qλ1:2 3/ x ′ Pk, &5 $.:-0’"03"’)& #+’%-=$+#%$)
$#$.+’H)%3) Tk,φ %’ t -0)@:ML3& $.+’/$&:

Tk,φ(t, x) = G (Sk,φ(t, E(x))) . (3.54)

?5 =’+’&)#+3/:)& S1,φ(t, z) = z + tNN1,φ(t, z) 3 S2,φ(t, z) = z + (1 →
t)NN2,φ(t, z). R’&)#3&, ,#$ S1,φ 3 S2,φ =)+)%$-(# 0’#)%#%59 ")*#$+
M%5; 3 =$H305; 0M@)9 " .’+34)%#+, -$$#")#-#")%%$. ?5 "5.+’03 K#:
K"+3-#3,)-*:M =’+’&)#+3/’43M Sk,φ, ,#$.5 $.)-=),3#1 S1,φ(t,x) ∞ x

=+3 t ∞ 0 3 S2,φ(t,y) ∞ y =+3 t ∞ 1. U+$&) #$2$, B:%*433 =$#)%43’0$"
f1, f2 #’*H) $.:-0’"03"’M#-( %’ =)+)&)%%:M t -0)@:ML3& $.+’/$&:

f1,θ(t, x) =
Vθ(t, E(x))

1→ t
+mθ(t), f2,θ(t, x) = →Vθ(t, E(x))

t
+mθ(t),(3.55)

2@) Vθ : R ↗ R18↗512 ≃ R. R’&)#3&, ,#$ (1 → t)f1,θ + tf2,θ = mθ(t).
R@)-1 mθ(t) &$H%$ +’--&’#+3"’#1 *’* =’+’&)#+3/’43M *$%-#’%#5
*$%2+:K%#%$-#3 " &$&)%# "+)&)%3 t. Y#$.5 3/.)H’#1 ,3-0)%%$9
%)-#’.301%$-#3 " (3.55) =+3 t, .03/*3; * 0 303 1, &5 =$0:,’)& "5.$+*3
t 3/ +’"%$&)+%$2$ +’-=+)@)0)%3( %’ 3%#)+"’0) [0.05, 0.95].

S$2=-;0’06. U’* $.-:H@’0$-1, &’+23%’05 P1,P2 @)&$%-#+3+:M# @3-.’0’%-
*0’--$" $#%$-3#)01%$ =$0’: P1 -$@)+H3# .$0)) 60% H)%L3%, #$2@’ *’* P2

-$-#$3# &)%)) ,)& 3/ 30% H)%L3%. ?5 $4)%3"’)& *$03,)-#")%%$ *’,)-#"$
%’6)2$ #+’%-=$+#%$2$ $#$.+’H)%3(, 3/&)+((, %’-*$01*$ ;$+$6$ $%$ -$;+’%()#
=$0 " #’*$& -0:,’) @3-.’0’%-’ *0’--$". G ,’-#%$-#3, &5 3/&)+()& #$,%$-#1
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-$;+’%)%3( =$0’ =+3 =+)$.+’/$"’%33 M%$2$ ,)0$")*’ x " .’+34)%#+ T1(t,x) =+3
t=0.9. A0( %’6)9 &$@)03 &5 =+3"$@3& #$,%$-#1 -$;+’%)%3( =$0’ @0( =+3%(#5;
3/$.+’H)%39. A0( -+’"%)%3( &5 "*0M,’)& +)/:01#’#5 &)#$@’ NOTB %’ "-)&
#)-#$"$& %’.$+) @’%%5;. A0( .’/$"$9 &$@)03 &5 =+)@"’+3#)01%$ "5,3-0()&
20$.’01%$) 0’#)%#%$) %’=+’"0)%3) vglobal := Ey′P2[E(y)]→Ex′P1[E(x)] 3 3/&)+()&
#$,%$-#1 -$20’-$"’%3( =$0’ &)H@: x ′ P1 3 x+tvglobal.

U’* =$*’/’%$ " J’.034) 26, %’6’ &$@)01 @$-#32’)# "5-$*$9 #$,%$-#3 88%,
-:L)-#")%%$ =+)"$-;$@( @+:23) &)#$@5, 3&)ML3) #$,%$-#1 &)%)) 70%. P#$
@)&$%-#+3+:)#, ,#$ %’6’ &$@)01 +’.$#’)# :-#$9,3"$ " :-0$"3(; @3-.’0’%-’
*0’--$". E$0)) #$2$, #$01*$ 36.1% =+3%(#5; "5.$+$* .503 3/$.+’H)%3(&3
H)%L3%. W,3#5"’(, ,#$ .$0)) 60% @’%%5; " P1 -$-#’"0(03 "5.$+*3 H)%L3%, K#$
=$*’/5"’)#, ,#$ /%’,3#)01%’( @$0( "5.$+$* H)%L3% .50’ $#*0$%)%’ @0( +’.$#5
- @3-.’0’%-$& *0’--$". U’,)-#")%%5) =+3&)+5 =+3")@)%5 %’ S3-. 3.6, 3.7.

/(-01 E#.. 8(&32 NOTB U-NOTB

F3$- 7+%"-&%- - - 67.9% (592 / 872)

G3’"3)&1 69.8% (609 / 872) 63.4% (553 / 872) 88.0% (521 / 592)

J’.034’ 26 > J$,%$-#1 -$;+’%)%3( =$0’ @0( x′P1 3 T1(t, x) =+3 t=0.9. U-NOTB
=$/"$0()# 3-=$01/$"’#1 &)#$@ $#.+’*$"*3 @0( +’.$#5 - @3-.’0’%-$& *0’--$".

5$0%)1’ ">$(1). Y#$.5 *0’--3B343+$"’#1 =$0 3/$.+’H)%39,
&5 3-=$01/:)& $#*+5#:M python .3.03$#)*: OpenCV. G ,’-#%$-#3, &5
’@’=#3+$"’03 *$@ 3/ -0)@:ML)2$ github +)=$/3#$+3(:

https://github.com/smahesh29/Gender-and-Age-Detection

3.7 G$0’-) L1c9$%):$(0"+

G K#$& +’/@)0) &5 =+3"$@3& @$=$0%3#)01%5) @)#’03 K*-=)+3&)%#$".

3.7.1 E9)/’()$ L1/9$%):$(0"+ (’ :"#$-;(68 #’((68

B’7"%6 #’((68 Moon, Spiral ) 8-Gaussian. C’.$+5 @’%%5;,
3-=$01/$"’%%5) " +’/@)0) 3.6.1, .503 +)’03/$"’%5 =$ ’%’0$233 - [87].

B’7"%6 #’((68 #-4 L1/9$%):$(0’ / #)/7’-’(/": 1-’//"+.

S’-=+)@)0)%3( P1, P2 /’@’M#-( *’* -&)-3 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39
3
4N ((→5,4), 0.42) + 1

4N ((→5, → 4), 0.42) 3 1
4N ((5,4), 0.42) + 3

4N ((5, → 4), 0.42),
-$$#")#-#")%%$.

https://github.com/smahesh29/Gender-and-Age-Detection
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’) D+3%(#5) "5.$+*3 3/ P1. .) 8$$#". "5.$+*3 3/ .’+34)%#+’.
S3-. 3.6 > D+3&)+5 -0:,’9%$ "5.+’%%5; (a) =+3%(#5; "5.$+$* x ′ P1 3 (b)
-$$#")#-#":ML3; 3& "5.$+$* 3/ .’+34)%#+’ =+3 t = 0.9. R’&)#3&, ,#$ @$0(
=+3%(#3( U-NOTB -$-#’"0()# 67.9%. D+3.03/3#)01%$ 36% =+3%(#5; "5.$+$*

("0(M#-( 3/$.+’H)%3(&3 H)%L3%.

S3-. 3.7 > D+3&)+5 $#*0$%O%%5; &)#$@$& U-NOTB "5.$+$*. D+3.03/3#)01%$
80% $#*0$%O%%5; "5.$+$* ("0(M#-( 3/$.+’H)%3(&3 H)%L3%.

B’7"%6 #’((68 #-4 L1/9$%):$(0’ / +67%"/’:). ?5 +’--&’#+3"’)&
#+3 &’+23%’01%5; +’-=+)@)0)%3(, $.$/%’,’)&5) *’* P1, P2 3 P3. A0( P1 3 P2

&5 2)%)+3+:)& %’.$+5 @’%%5;, -$-#$(L3) %’ 95% 3/ #3=3,%5; @’%%5; 3 %’
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5% 3/ "5.+$-$"; P3 -$-#$3# #$01*$ 3/ #3=3,%5; @’%%5;. J3=3,%5) @’%%5)
@0( *’H@$2$ &’+23%’0’ -0)@:M# &$@)03 -&)-3 2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39 -
,)#5+1&( &$@’&3 3 +’"%$&)+%5&3 ")-’&3:

⟨4
k=1

1
4N (mk,σ2I). 8+)@%3) 3

@3-=)+-33 @0( P1, P2 3 P3 $=+)@)0)%5 -0)@:ML3& $.+’/$&:
– P1: m1 = (→5,→1), m2 = (5, 1), m3 = (1,→5), m4 = (→1, 5), c σ = 0.1,
– P2: m1 = (→5, 1), m2 = (5,→1), m3 = (1, 5), m4 = (→1,→5), c σ = 0.1,
– P3: m1 = (→5, 0), m2 = (5, 0), m3 = (0, 5), m4 = (0,→5), c σ = 0.1.

A0( "5.+$-$" " +’-=+)@)0)%3(; P1 3 P2 &5 -%$"’ 3-=$01/:)& &$@)01 -&)-3
2’:--$"-*3; +’-=+)@)0)%39 - ,)#5+1&( &$@’&3,

⟨4
k=1

1
4N (mk,σ2I), -$ -+)@%3&3

3 @3-=)+-3(&3, $=+)@)0O%%5&3 *’*:
– "5.+$-5 " P1: m1 = (10, 2), m2 = (10, 1), m3 = (10, 0), m4 = (10,→1), -

σ = 0.02,
– "5.+$-5 " P2: m1 = (→10, 1), m2 = (→10, 0), m3 = (10,→1), m4 =

(10,→2), - σ = 0.02.
G$0’-) %$’-)2’>)). A0( K*-=)+3&)%#$" 3/ +’/@)0’ 3.6.1 3

K*-=)+3&)%#$" - @3-.’0’%-$& *0’--$" &5 3-=$01/:)& ,3-0$ 3#)+’439, +’"%$)
10K. A0( K*-=)+3&)%#$" - "5.+$-’&3 3/ +’/@)0’ 3.6.2 &5 3-=$01/:)& 20K
3#)+’439. ?5 3-=$01/:)& +’/&)+ "5.$+$* 1024 3 $.%$"0()& m - =$&$L1M
$=#3&3/’#$+’ Adam [85] -$ -*$+$-#1M $.:,)%3( 10→3 3 (β1,β2) = (0,0.9). A0(
$-#’01%5; 23=)+=’+’&)#+$" &5 -0)@:)& K*-=)+3&)%#’01%5& %’-#+$9*’& 3/ [15].

5$0%)1’ ">$(1). U’* $.-:H@’0$-1 " +’/@)0) 3.6.1, &5 3-=$01/:)&
&)#+3*3 W2 3 L2, $=+)@)0O%%5) *’* W2

2(T1#P1,Q↑) 3 ↓T1 → T ↑
1 ↓2L2(P1)

,
-$$#")#-#")%%$. R@)-1 Q↑ 3 T ↑

1 $.$/%’,’M# 3-#3%%5) .’+34)%#+ 3 #+’%-=$+#%$)
$#$.+’H)%3). Y#$.5 ’==+$*-3&3+$"’#1 (T ↑

1 ,Q↑), &5 +)6’)& @3-*+)#%:M
/’@’,: =$3-*’ %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ .’+34)%#+’. ! 3&)%%$, &5 3-=$01/:)&
"5.$+*: 3/ 2000 #$,)* 3 +)6’)& /’@’,: %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ $=#3&’01%$2$
#+’%-=$+#’ 3/ P1 " P2 - =$&$L1M .3.03$#)*3 Python Optimal Transport (POT)
[86]. D$0:,)%%$) @3-*+)#%$) UOT $#$.+’H)%3) T ↑

uot
/’#)& 3-=$01/:)#-( @0(

$=+)@)0)%3( T ↑
1 = λ1Id + λ2T ↑

uot
3 Q↑ = T ↑

1 #P1. Q-=$01/:( K#3 @3-*+)#%5)
"5.$+*3 3 #+’%-=$+#%5) $#$.+’H)%3(, &5 "5,3-0()& ’==+$*-3&’43M &)#+3*.

*%$:4 "7=3$()4/9"-=3$()4 +67"%1). G+)&( $.:,)%3( 3 =$0:,)%3(
"5.$+*3 @0( %’6)9 &$@)03, ’ #’*H) -+’"%)%3) - .’/$"5&3 &)#$@’&3
=+)@-#’"0)%5 " J’.034’; 27, 28. G K*-=)+3&)%#’; %’ &$@)01%5; @’%%5;
"+)&( $.:,)%3( U-NOTB -$=$-#’"3&$ -$ "+)&)%)& $.:,)%3( NOTB [15].
G+)&( =$0:,)%3( "5.$+*3 @0( U-NOTB $.5,%$ " 2-10 +’/ .$016), ,)& @0(
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NOTB. P#$# +’/+5" $.:-0$"0)% @$=$0%3#)01%$9 "5,3-03#)01%$9 -0$H%$-#1M,
"%$-3&$9 &)#$@$& $#.+’*$"*3, *$#$+59 #+).:)# "5,3-0)%3( c-=+)$.+’/$"’%3(
B:%*433 =$#)%43’0’ ⎤fk: ⎤f c

k
(x) ∞ c(x,⎤Tk(x))→ ⎤f(⎤Tk(x)). P#$# =+$4)-- "*0M,’)#

=+(&$9 =+$;$@ ,)+)/ $.:,)%%:M B:%*43M =$#)%43’0’ 3 #+).:)# "5,3-0)%3(
B:%*43$%’0’ -#$3&$-#3, ,#$ -$/@’)# @$=$0%3#)01%:M "5,3-03#)01%:M %’2+:/*:
@0( K*-=)+3&)%#$" -$ StyleGAN. I@%’*$, %)$.;$@3&$ =$@,)+*%:#1, ,#$
.0’2$@’+( =+)@0$H)%%$&: %’&3 &)#$@: =$0:,)%3( "5.$+*3 %’6 &)#$@ U-NOTB
=+3$.+)#’)# :-#$9,3"$-#1 * "5.+$-’& 3 @3-.’0’%-: *0’--$".

P*-=)+3&)%#
2D &$@)01%5)
@’%%5) (§3.6.1)

A3-.’0’%-
*0’--$" (§3.6.2)

G5.+$-5
(§3.6.2)

Z$+&’-4")#
(§3.6.3)

UOTM 4–5 &3% - - -
UOT %’ =$@"5.$+. 2 , - - -
NOTB 6–7 &3% 6–7 &3% 42–45 &3% -
U-NOTB 6–7 &3% 6–7 &3% 42–45 &3% 3 , 20 &3%
GPU RTX 2080Ti RTX 2080Ti RTX 2080Ti RTX 3090Ti

J’.034’ 27 > G+)&( $.:,)%3( @0( +’/03,%5; K*-=)+3&)%#$".

P*-=)+3&)%#
2D &$@)01%5)
@’%%5) (§3.6.1)

A3-.’0’%-
*0’--$" (§3.6.2)

G5.+$-5
(§3.6.2)

Z$+&’-4")#
(§3.6.3)

UOTM 0.001 - - - -
UOT %’ =$@"5.$+. 0.001 - - - -
NOTB 0.001 - 0.001 - 0.001 - 0.02 -
U-NOTB 0.001 - 0.003 - 0.003 - 0.18 -
GPU RTX 2080Ti RTX 2080Ti RTX 2080Ti RTX 3090Ti
J’.034’ 28 > G+)&( =$0:,)%3( "5.$+*3 " +’/03,%5; K*-=)+3&)%#’;. A0(

K*-=)+3&)%#$" %’ &$@)01%5; @’%%5; (§3.6.1, §3.6.2) &5 =+$"$@303 $4)%*: @0(
"5.$+*3 3/ 1000 #$,)*. A0( K*-=)+3&)%#’ -$ StyleGAN (§3.6.3) → 3/ 220 #$,)*.

3.7.2 M1/9$%):$(06 /" StyleGAN

F-03 %) :*’/’%$ 3%$), &5 -0)@:)& +)’03/’433 3/ [15]. R’&)#3&, ,#$ &5
3-=$01/:)& $=#3&3/’#$+5 Adam - (β1,β2) = (0,0.9). J$,%5) 23=)+=’+’&)#+5
@0( "-); K*-=)+3&)%#$" $=3-’%5 " J’.034) 29.
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P*-=)+3&)%#
2D &$@)01%5)
@’%%5) (§3.6.1)

A3-.’0’%- *0’--$"
(§3.6.2)

G5.+$-5
(§3.6.2)

Z$+&’-4")#
(§3.6.3)

D 2 2 2 512
K 2 2 3 2
τ 5 1,20,200 1,20,200 10
+’/&)+ "5.$+$* 1024 256 256 64
P=$;3 10K 10K 20K 3K
NT 3 3 5 10
λ1 1/2 1/2 1/3 1/2
λ2 1/2 1/2 1/3 1/2
λ3 - - 1/3 -
A3")+2)%43( ϖ1 balanced KL KL Softplus
A3")+2)%43( ϖ2 KL KL KL Softplus
A3")+2)%43( ϖ3 - - KL -
fk,θ MLP MLP MLP ResNet
Tk,φ MLP MLP MLP ResNet
lrfk,ε 1e-3 1e-3 1e-3 1e-4
lrTk,ϑ 1e-3 1e-3 1e-3 1e-7
lrm 1e-3 1e-3 1e-3 1e-2

J’.034’ 29 > C’-#+$9*3 23=)+=’+’&)#+$" !02$+3#&’ 1 " +’/%5; K*-=)+3&)%#’;.

3.7.3 M1/9$%):$(06 / )(0$%9"-4>)$< %’/9%$#$-$()< )2"7%’&$()<

(’ :("D""7%’2)) )2"7%’&$()<

?5 =$0’2’)& (ϖ̄1, ϖ̄2) = (Softplus, Softplus) 3 τ = 0.1. ?5 3-=$01/:)&
-*$+$-#1 $.:,)%3( 10→5, +’/&)+ "5.$+$* 4 3 $.L)) ,3-0$ 3#)+’439 5K. A0(
"-); %)9+$-)#)9 NN1,φ,NN2,φ, Vθ &5 3-=$01/:)& $@3% 3 #$# H) =$@;$@ *
$.:-0’"03"’%3M %’ "+)&(: =)+)&)%%’( "+)&)%3 t *$@3+:)#-( " 512-&)+%59
")*#$+ temb ↔ R1↗512 - =$&$L1M -3%:-$3@’01%$2$ "-#+’3"’%3( 3 $.T)@3%()#-(
- z ↔ R18↗512. A0( NN1,φ,NN2,φ =$0:,)%%$) =+)@-#’"0)%3) $.+’.’#5"’)#-(
@":&( transformer--0$(&3, *’H@59 - ,)#5+1&( 2$0$"’&3 "%3&’%3(. R’#)& $%$
=+$=:-*’)#-( ,)+)/ 03%)9%59 -0$9 - 512 ";$@%5&3 3 512 "5;$@%5&3 *’%’0’&3,
,#$ @’O# "5;$@ +’/&)+’ R18↗512. A0( =$#)%43’0’ Vθ 3-=$01/:)#-( =$;$H’(
’+;3#)*#:+’, %$ - ,)#5+1&( transformer--0$(&3, *’H@59 3/ *$#$+5; 3&))#
,)#5+) 2$0$"5 "%3&’%3(. D$-0) K#$2$ =+3/%’*3 ’2+)23+:M#-( :-+)@%)%3)& =$
#$*)%’& 3 =$@’M#-( %’ B3%’01%59 03%)9%59 -0$9. A0( -)#3 mθ(t) =)+)&)%%’(
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"+)&)%3 t #’*H) *$@3+:)#-( - =$&$L1M -3%:-$3@’01%$2$ "-#+’3"’%3(, =$-0)
,)2$ =$0:,)%%$) =+)@-#’"0)%3) =+$=:-*’)#-( ,)+)/ 2--0$9%59 MLP. 8"$@*’
%’-#+$)* 23=)+=’+’&)#+$" 3 "+)&( $.:,)%3( =+3")@)%5 " J’.034) 30.

D K τ
S’/&)+
"5.$+$*

#Q#)+. NT λ1, λ2 ϖ1, ϖ2 fk,θ, Tk,φ

lrfk,ε,
lrTk,ϑ,
lrm

G+)&(
$.:,)%3(

GPU

512↗18 2 0.1 4 5000 1 1/2 Softplus Transformer 1e-5 4–5 ,
RTX

3090Ti

J’.034’ 30 > ^3=)+=’+’&)#+5 3 "+)&( $.:,)%3( @0( K*-=)+3&)%#’ c FFHQ.

3.8 E7/=&#$()$

P#’ +’.$#’ =+$@$0H’)# %)@’"%)) 3 =0$@$#"$+%$) %’=+’"0)%3) 3--0)@$"’%39
OT .’+34)%#+$". G %)9 =+)@-#’"0)% #"$&%5 ’02$+3#& =$-#+$)%3(
0,*/5+(&%8 %)=+)+5"%5; .’+34)%#+$" %’ $-%$") %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT.
J)=)+1 : 3--0)@$"’#)0)9 .’+34)%#+$" )-#1 %$"59 3%-#+:&)%# 20:.$*$2$
$.:,)%3(, *$#$+59 =$/"$0()# +’.$#’#1 - %)-$")+6)%%5&3 @’%%5&3 (-
"5.+$-’&3/6:&$&/@3-.’0’%-$& *0’--$") " .$016$& &’-6#’.).

*"/9%")2+"#):"/0;. A0( =+$/+’,%$-#3 3 "$-=+$3/"$@3&$-#3 3-;$@%59
*$@ %’;$@3#-( " $#*+5#$& @$-#:=) =$ ’@+)-: https://github.com/milenagazdieva/

U-NOTBarycenters. U$@ -$@)+H3# B’90 README - @’01%)963&3 3%-#+:*43(&3 @0(
"$-=+$3/")@)%3( %’63; K*-=)+3&)%#$".

ED%’()3$()4 ) 7=#=F)$ (’9%’+-$()4 )//-$#"+’()<. C’ =+’*#3*)
&5 $.%’+:H303, ,#$ =+’*#3,)-*’( =+$4)@:+’ $=#3&3/’433 (!02$+3#& 1)
&$H)# +’.$#’#1 %)-#’.301%$. G ,’-#%$-#3, $.:,)%3) &$H)# +’-;$@3#1-( =+3
%)=+’"301%$& =$@.$+) 23=)+=’+’&)#+$", 303 3#$2$"$) *’,)-#"$ &$H)# /’"3-)#1
$# -0:,’9%$2$ %’,’01%$2$ /%’,)%3(. ?5 =+)@=$0’2’)&, ,#$ #’*$) =$")@)%3)
$.:-0$"0)%$ $=$+$9 %’ -$-#(/’#)01%$) $.:,)%3), 3 $-#’"0()& )2$ #L’#)01%$)
3--0)@$"’%3) @0( .:@:L3; +’.$#. 8 #)$+)#3,)-*$9 -#$+$%5, %) 2’+’%#3+:)#-(
)@3%-#")%%$-#1 "$--#’%$"0)%%$2$ =$0:%)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT .’+34)%#+’
(§3.2.2). W-#+’%)%3) K#3; $2+’%3,)%39 $#*+5"’)# =:#1 @0( .:@:L3; +’.$#.
FLO $@%3& =+3"0)*’#)01%5& %’=+’"0)%3)& .:@:L3; 3--0)@$"’%39 ("0()#-(
’@’=#’43( ’01#)+%’#3"%5; :-#$9,3"5; "’+3’%#$" OT/.’+34)%#+’, %’=+3&)+
[116; 117], * %)=+)+5"%$9 -;)&) =$3-*’ .’+34)%#+’.

https://github.com/milenagazdieva/U-NOTBarycenters
https://github.com/milenagazdieva/U-NOTBarycenters
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,-’+’ 4. 5$0"# +63)/-$()4 (9"-=)3’/0)3(68

"90):’-;(68 0%’(/9"%0(68 "0"7%’&$()<

G$ &%$23; /’@’,’; !"#)$!/:/ =)+)"$@’ @$&)%’, #’*3; *’* =)+)%$- -#30(
3/$.+’H)%39 303 -")+;+’/+)6)%3), "’H%$, ,#$.5 +)/:01#’# =)+)"$@’
$-#’"’0-( =$;$H3& %’ -$$#")#-#":ML39 ";$@%$9 $.T)*#. ]$#( " =$-0)@%3)
2$@5 %)=+)+5"%5) &)#$@5 $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’ (OT) =+3"0)*’M# "-O
.$016) "%3&’%3(, -#’0$ $,)"3@%$, ,#$ &)#$@5, $-%$"’%%5) %’ *0’--3,)-*$9
B$+&:03+$"*) OT, &$2:# =0$;$ -$;+’%(#1 -)&’%#3,)-*$) -$@)+H’%3) ";$@%5;
$.T)*#$". P#’ #+:@%$-#1 ,’-#$ -"(/’%’ - #)&, ,#$ 4)0)"’( &)+’ -$@)+H3#
"5.+$-5, 6:& 3 %)+)0)"’%#%5) *0’--5, * *$#$+5& *0’--3,)-*39 OT $-$.)%%$
,:"-#"3#)0)%. ?5 +)6’)& K#: =+$.0)&:, +’--&’#+3"’( /’@’,: !"#/1!/:/
*$)!,#/$*), ,’-#%$2$ -0:,’( B$+&:03+$"*3 =$0:,’-#3,%$2$ OT, *$#$+59
-&(2,’)# :*’/’%%5) "56) #+:@%$-#3 /’ -,O# $-0’.0)%3( $2+’%3,)%39
%’ 4)0)"$9 &’+23%’0. G 20’") =+)@0’2’)#-( =)+"59 &’-6#’.3+:)&59
’02$+3#& @0( "5,3-0)%3( %)=$0%5; OT $#$.+’H)%39 &)H@: %)=+)+5"%5&3
+’-=+)@)0)%3(&3. !02$+3#& =$@*+)=0O% #)$+)#3,)-*3&3 2’+’%#3(&3 3
K*-=)+3&)%#’&3, =$@#")+H@’ML3&3 )2$ -=$-$.%$-#1 -$;+’%(#1 *0M,)"5)
;’+’*#)+3-#3*3 ";$@%5; @’%%5; =+3 =)+)"$@) " %)-$")+6)%%59 4)0)"$9 @$&)%.

I-%$"%5) +)/:01#’#5 20’"5 3/0$H)%5 " +’.$#) [A5]. !"#$+$& @3--)+#’433
+’/+’.$#’%5 =$@;$@ 3 ’02$+3#& @0( "5,3-0)%3( =$0:,’-#3,%5; #+’%-=$+#%5;
$#$.+’H)%39, @$*’/’%5 "-) #)$+)#3,)-*3) +)/:01#’#5 20’"5, "5=$0%)%5
=+)@"’+3#)01%’( +)’03/’43( 3 #)-#3+$"’%3) &)#$@’ =+3 +’/03,%5; =’+’&)#+’;.
!@’=#’43( =$@;$@’ @0( -+’"%)%3( - ’01#)+%’#3"%5&3 &)#$@’&3 " !4.5.5
"5=$0%)%’ -$’"#$+$& +’.$#5 [A5].

4.1 *+$#$()$

R’@’,’ ($9’%("D" =)+)"$@’ @$&)%’ [118, Fig. 2] -$-#$3# " %’;$H@)%33
$#$.+’H)%3( x ⇑≃ T (x), $.5,%$ %)9+$-)#3, *$#$+$) =)+)%$-3# "5.$+*3 x 3/
/’@’%%$2$ 3-;$@%$2$ @$&)%’ " 4)0)"$9 @$&)%. U0M,)"’( #+:@%$-#1 /@)-1 -$-#$3#
" #$&, ,#$ /""0+$0/0+)$ &)H@: @$-#:=%5&3 "5.$+*’&3 @’%%5; x 3/ 3-;$@%$2$
@$&)%’ 3 y 3/ 4)0)"$2$ @$&)%’ ($ 2’#’(". J’*3& $.+’/$&, /’@’,’ %)$@%$/%’,%’,
=$-*$01*: &$H)# -:L)-#"$"’#1 %)-*$01*$ =$@;$@(L3; T .
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D+3 +)6)%33 K#$9 /’@’,3 &%$23) &)#$@5 +)2:0(+3/:M# =+)$.+’/$"’%%5)
$.T)*#5 T (x) #’*, ,#$.5 $%3 %’-0)@$"’03 $=+)@)0O%%5) ’#+3.:#5
-$$#")#-#":ML3; ";$@%5; $.T)*#$" x. G =$=:0(+%5; /’@’,’; %)=’+%$2$
=)+)"$@’ @$&)%’ [118, Fig. 9] 3 -")+;+’/+)6)%3( [119, Equation 3] 3/$.+’H)%39
$.5,%$ 3-=$01/:M# @$=$0%3#)01%5) !"-/!*$/1($0"’%" (unsupervised) B:%*433
=$#)+1 3@)%#3,%$-#3, %’=+3&)+ ↓T (x)→ x↓1, ,#$.5 -@)0’#1 +)/:01#’# =)+)"$@’
T (x) =$;$H3& %’ ";$@%5) 3/$.+’H)%3( x. J$ H) -’&$) =+3&)%3&$, %’=+3&)+,
* =)+)"$@: ’:@3$ [120]. D$K#$&: 4)0)"5) B:%*433 $.:,)%3( #’*3; &)#$@$"
$.5,%$ 3&)M# @") *$&=$%)%#5. D)+"’( *$&=$%)%#’ → K#$ #":$((’4 K=(1>)4

9"0$%; ($-%$"%’(), /’-#’"0(ML’( =+)$.+’/$"’%%5) $.T)*#5 T (x) "520(@)#1
*’* $.T)*#5 y 3/ 4)0)"$2$ @$&)%’. G#$+’( *$&=$%)%#’ → K#$ K=(1>)4 9"0$%;

#-4 /"8%’($()4 /8"#/0+’ (similarity loss), *$#$+’( ("0()#-( +)2:0(+3/’43)9
(/#>(/!)14!/5), -#3&:03+:ML)9 =+)$.+’/$"’%%5) $.T)*#5 T (x) %’-0)@$"’#1
$=+)@)0O%%5) ’#+3.:#5 ";$@%5; $.T)*#$" x. G$/%3*’)# "$=+$-: &$H)& 03
&5 B$+&’01%$ 1"(0%"-)%"+’0; -#)=)%1 -;$@-#"’ &)H@: "5;$@$& T (x) 3
";$@$& x, =+3 K#$& $.)-=),3"’(, ,#$ T (x) "-O )LO =+3%’@0)H3# 4)0)"$&:
+’-=+)@)0)%3M? ]$#( %’-#+$9*’ ")-’ B:%*433 =$#)+1 @0( -$;+’%)%3( -;$@-#"’
("0()#-( +’-=+$-#+’%O%%$9 -#+’#)23)9, $.5,%$ )9 %) ;"’#’)# =+3%43=3’01%$2$
#)$+)#3,)-*$2$ $.$-%$"’%3(, 3 $%’ &$H)# +’.$#’#1 0361 " $2+’%3,)%%$9
-#)=)%3. ?5 @)&$%-#+3+:)& K#$ " !4.5.5.

G K#$9 20’") &5 +)6’)& :*’/’%%:M "56) #+:@%$-#1, +’--&’#+3"’( /’@’,:
!"#/1!/:/ /#*(’)14!/:/ *$)!,#/$*) (incomplete transport, IT) → ,’-#%59
-0:,’9 B$+&:03+$"*3 (=$0:),’-#3,%$2$ OT, " *$#$+$& 3-;$@%$) +’-=+)@)0)%3)
$#$.+’H’)#-( #$01*$ " -/!*$/1($0"’0< +),*4 4)0)"$2$ +’-=+)@)0)%3(.

E/("+(6$ %$2=-;0’06 D-’+6. G K#$9 20’") +’/+’.$#’% =)+"59
&’-6#’.3+:)&59 ’02$+3#& @0( "5,3-0)%3( +)6)%39 -=)43’01%$9 /’@’,3
=$0:,’-#3,%$2$ $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’, *$#$+:M &5 %’/5"’)& !"#/1!%’
*$)!,#/$*/’, &)H@: %)=+)+5"%5&3 +’-=+)@)0)%3(&3 (IT, !4.3.1). A0( IT
&5 "5"$@3& B$+&:0: @"$9-#")%%$-#3, @’ML:M KBB)*#3"%59 "5,3-03#)01%59
’02$+3#& (!4.3.2). ?5 #)-#3+:)& %’6 ’02$+3#& %’ &$@)01%5; 2D =+3&)+’; 3
/’@’,) %)=’+%$2$ =)+)"$@’ @$&)%’ "5-$*$+’/&)+%5; 3/$.+’H)%39 (!4.5).

E7"2(’3$()4. ?5 +’--&’#+3"’)& -/’#)-*!%" =$01-*3) =+$-#+’%-#"’
(X ,↓·↓X ), (Y ,↓·↓Y) 3 3-=$01/:)& P(X ),P(Y) @0( $.$/%’,)%3( &%$H)-#"
+’@$%$"-*3; ")+$(#%$-#%5; &)+ %’ %3;. ?5 3-=$01/:)& M+(X ) ⊤M(X )

@0( $.$/%’,)%3( &%$H)-#" *$%),%5; %)$#+34’#)01%5; 3 /%’*$=)+)&)%%5;
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(+’@$%$"-*3;) &)+ %’ X , -$$#")#-#")%%$. I.’ &%$H)-#"’ -$@)+H’# P(X ) *’*
=$@&%$H)-#"$. A0( %)$#+34’#)01%$9 &)+5 µ ↔ M+(X ) )O %$-3#)01 $.$/%’,’)#-(
,)+)/ Supp(µ) ⊤ X . I% ("0()#-( /’&*%:#5& &%$H)-#"$&, -$-#$(L3& 3/ "-);
#$,)* x ↔ X , @0( *$#$+5; *’H@’( $#*+5#’( $*+)-#%$-#1 A ∀ x :@$"0)#"$+()#
µ(A) > 0. ?5 3-=$01/:)& C(X ) @0( $.$/%’,)%3( &%$H)-#"’ %)=+)+5"%5;
B:%*439 X ≃ R, -%’.HO%%$2$ %$+&$9 ↓ · ↓↘. F2$ @"$9-#")%%$) =+$-#+’%-#"$
→ M(X ), -%’.HO%%$) %$+&$9 ↓ · ↓1. D$-0)@$"’#)01%$-#1 µ1,µ2, · · · ↔ M(X )

%’/5"’)#-( -0’.$-* -;$@(L)9-( * µ↑ ↔ M(X ), )-03 @0( *’H@$2$ f ↔ C(X )

"5=$0%()#-( limn≃↘
)︃
X f(x)dµn(x) =

)︃
X f(x)dµ↑(x). A0( ")+$(#%$-#%$9 &)+5

ε ↔ P(X ↗ Y) &5 3-=$01/:)& εx ↔ P(X ) 3 εy ↔ P(Y) @0( $.$/%’,)%3(
)O =+$)*439 %’ X , Y , -$$#")#-#")%%$. A)/3%#)2+’43( ε @’O# dε(x,y) =

dεx(x)dε(y|x), 2@) ε(y|x) $.$/%’,’)# :-0$"%$) +’-=+)@)0)%3) y ↔ Y @0(
/’@’%%$2$ x ↔ X . A0( µ,1 ↔ M(Y) &5 =36)& µ ↭ 1, )-03 @0( "-); 3/&)+3&5;
A ⊤ Y "5=$0%()#-( µ(A) ↭ 1(A). A0( 3/&)+3&$2$ $#$.+’H)%3( T : X ≃ Y
&5 3-=$01/:)& T 𝜀 @0( $.$/%’,)%3( -$$#")#-#":ML)2$ $=)+’#$+’ =)+)%$-’ &)+5
(push-forward) P(X ) ≃ P(Y).

4.2 .%$#+’%)0$-;(6$ /+$#$()4 "7 "90):’-;(": 0%’(/9"%0$

G K#$& +’/@)0) &5 %’=$&%3& $-%$"%5) =$%(#3( #)$+33 OT 3 "")@O&
B$+&:03+$"*: /’@’,3 ,’-#3,%$2$ OT. A0( =+$,3; @)#’0)9 $ *0’--3,)-*$& OT
&5 $#-50’)& * [8; 29; 88], $ ,’-#3,%$& OT → * [17; 121].

!0’(#’%0(’4 K"%:=-)%"+1’ OT. D:-#1 c : X ↗Y ≃ R → %)=+)+5"%’(
B:%*43( -#$3&$-#3. A0( P ↔ P(X ), Q ↔ P(Y) -#$3&$-#1 OT &)H@: %3&3:

Cost(P,Q)
def

= inf
T 𝜔P=Q

[︃

X
c
⌋︃
x,T (x)

⌈︃
dP(x), (4.1)

2@) inf .)+O#-( =$ 3/&)+3&5& T : X ≃ Y , =)+)%$-(L3& P " Q (#+’%-=$+#%5&
$#$.+’H)%3(&), -&. S3-. 4.1’. R’@’,’ (4.1) %’/5"’)#-( 3)6)+"5 OT C/!B),
’ )O &3%3&3/’#$+ T ↑ %’/5"’)#-( OT /*/.$)B"!("’.

G %)*$#$+5; -0:,’(; &3%3&3/’#$+ T ↑ /’@’,3 (4.1) &$H)# %) -:L)-#"$"’#1.
D$K#$&: $.5,%$ +’--&’#+3"’M# $"1)-,)>(< A)!*/$/&(+):

Cost(P,Q)
def

= inf
ε↔!(P,Q)

[︃

X↗Y
c(x,y)dε(x,y), (4.2)
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’) Z$+&:03+$"*’ OT ?$%H’. .) Z$+&:03+$"*’ OT U’%#$+$"3,’.
S3-. 4.1 > U0’--3,)-*3) B$+&:03+$"*3 $=#3&’01%$2$ #+’%-=$+#’ (OT).

2@) inf .)+O#-( =$ ε ↔ P(X ↗ Y), :@$"0)#"$+(ML3& εx = P 3 εy = Q,
-$$#")#-#")%%$. ?3%3&3/’#$+ ε↑ ↔ !(P,Q) " (4.2) "-)2@’ -:L)-#":)# 3
%’/5"’)#-( OT #1)!/’. V3+$*$ 3-=$01/:)&5& =+3&)+$& -#$3&$-#3 OT @0(
X = Y = Rd ("0()#-( +’--#$(%3) G’-)+6#)9%’-1 (W1), #.). -#$3&$-#1 OT
(4.2) =+3 c(x,y) = ↓x → y↓.

Y#$.5 =$(-%3#1 -&5-0 (4.2), &5 @)/3%#)2+3+:)& dε(x,y)=dεx(x)dε(y|x):

inf
ε↔!(P,Q)

[︃

X

⟨[︃

Y
c(x,y)dε(y|x)

⟩
dP(x)⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=dεx(x)

. (4.3)

I#-M@’ (4.2) &$H%$ +’--&’#+3"’#1 *’* +’-63+)%3) (4.1), =$/"$0(ML))
$)36"17*4 &’--: ";$@%5; #$,)* x′P (S3-. 4.1.). D+3 &(2*3; =+)@=$0$H)%3(; $
&)+’; P,Q /%’,)%3) -#$3&$-#3 OT (4.2) -$"=’@’)# - (4.1), -&. [88, J)$+)&’ 1.33].

V"%:=-)%"+1’ 3’/0)3("D" OT. D:-#1 w0,w1↫m↫0. S’--&$#+3&

inf
mεx↭w0P
mεy↭w1Q

[︃

X↗Y
c(x,y)d

⧸︃
mε

⧹︃
(x,y), (4.4)

2@) inf .)+O#-( =$ ε ↔ P(X ↗ Y), :@$"0)#"$+(ML3& $2+’%3,)%3(& " "3@)
%)+’")%-#" mεx ↭ w0P 3 mεy ↭ w1Q. ?3%3&3/’#$+5 ε↑ /’@’,3 (4.4)
%’/5"’M#-( +),*(+!%’( OT #1)!)’( (S3-. 4.2).

S3-. 4.2 > Z$+&:03+$"*’
,’-#3,%$2$ $=#3&’01%$2$

#+’%-=$+#’.

R@)-1 ";$@’&3 ("0(M#-( @") &)+5
w0P 3 w1Q - &’--’&3 w0 3 w1. Q%#:3#3"%$,
%’& %:H%$ -$=$-#’"3#1 m

w0
-M @$0M mεx

=)+"$9 &)+5 w0P - m

w1
-9 @$0)9 mεy "#$+$9

&)+5 w1Q (S3-. 4.2); "5.$+ εx,εy #’*H)
("0()#-( ,’-#1M K#$9 /’@’,3. U0M,)"$)
$#03,3) $# /’@’,3 (4.2) -$-#$3# " #$&, ,#$
$2+’%3,)%3( ("0(M#-( !"$)&"!,*&)’(. G
,’-#%$& -0:,’) m=w0=w1 /’@’,’ (4.4) -"$@3#-( * (4.2), =$-*$01*: $2+’%3,)%3(
" "3@) %)+’")%-#" &$H%$ /’&)%3#1 +’")%-#"’&3.



117

4.3 E/("+(6$ %$2=-;0’06 D-’+6

G K#$& +’/@)0) &5 @’O& $=+)@)0)%3) /’@’,3 %)=$0%$2$ #+’%-=$+#’ (IT)
(!4.3.1). R’#)& &5 =+)@0’2’)& ’02$+3#& @0( +)6)%3( /’@’,3 IT (!4.3.2).
A$*’/’#)01-#"’ "-); #)$+)& =+3")@)%5 " !4.10.

4.3.1 ?’#’3’ ($9"-("D" 0%’(/9"%0’

D$=:0(+%5) &)#$@5 %)=’+%$2$ =)+)"$@’, %’=+3&)+ [118, !3.1] 3 [122, !3],
@)-B’*#$ =+)@=$0’2’M#, ,#$ @$-#:=%5) "5.$+*3 x, y 3/ ";$@%$2$ 3 "5;$@%$2$
@$&)%$" =$0:,)%5 3/ +’-=+)@)0)%39 @’%%5; P,Q ↔ P(X ),P(Y). G +)/:01#’#)
" 3; 4)0)"5; B:%*43(; $=#3&3/’433 6/’"!!)7 @0!->(7 #/*"$4 -+’"%3"’)#
+)/:01#’# =)+)"$@’ T (x) ′ T 𝜀P 3 4)0)"5) "5.$+*3 y ′ Q, 3-=$01/:( &)#+3*:
@0( -+’"%)%3( &"$/7*!/,*!%8 ’"$, %’=+3&)+ GAN loss [123]. J’*3& $.+’/$&,
4)0)"$9 6/’"! $#$H@)-#"0()#-( - ")+$(#%$-#%$9 &)+$9 Q.

?5 "5.3+’)& @+:2$9 =$@;$@ * $=+)@)0)%3M #$2$, ,#$ #’*$) 6/’"!. ?5
=$-=+)H%)&: =+)@=$0’2’)&, ,#$ @$-#:=%5) @’%%5) =$0:,)%5 3/ +’-=+)@)0)%39
@’%%5;, #.). x ′ P, y ′ Q. I@%’*$ &5 2$"$+3&, ,#$ 4)0)"$9 @$&)% → K#$ ,’-#1
Y , 2@) -$-+)@$#$,)%’ ")+$(#%$-#%’( &’--’ Q1, ’ 3&)%%$ Supp(Q) ⊤ Y . ?5
2$"$+3&, ,#$ $#$.+’H)%3) T =)+)"$@3# @$&)%5, )-03 Supp(T 𝜀P) ⊤ Supp(Q).
P#$ #+).$"’%3) -0’.)) $.5,%$2$ T 𝜀P = Q. D+)@=$0$H3&, ,#$ c(x,y) →
B:%*43(, $4)%3"’ML’( +’/03,3) &)H@: x 3 y. ?5 ;$#)03 .5 "5.+’#1
#+’%-=$+#%$) $#$.+’H)%3) T #’*$), ,#$ T (x) ↔ Supp(Q), ’ "5;$@ T (x) ("0()#-(
-/!*$/1($0"’/ #/8/B(’ %’ ";$@ x $#%$-3#)01%$ B:%*433 +’/03,3( c(x,y). P#$
@$-#32’)#-( +’--&$#+)%3)& ,’-#%$2$ -0:,’( B$+&:03+$"*3 (=$0:),’-#3,%$2$
OT, *$#$+’( $-0’.0()# $2+’%3,)%3) T 𝜀P = Q 3 @$=:-*’)# =)+)%$- 3-;$@%$2$
+’-=+)@)0)%3( " ,’-#1 4)0)"$2$. C3H) &5 B$+&’03/:)& K#: =$-#’%$"*:.

?5 +’--&’#+3"’)& -0)@:ML:M /’@’,: - *$%),%5& =’+’&)#+$& w ↫ 1:

Costw(P,Q)
def

= inf
T 𝜔P↭wQ

[︃

X
c
⌋︃
x,T (x)

⌈︃
dP(x) (4.5)

1
H3:$#)"3 )&#"2#+&"3< :%73&(.( 3 8"3:33B+#.%% [124], +(#$1"3( +#)7+(2($("%( 2#""04 Q 3B0’"3

%8((& "3)%&($1 "# 8#$3+#.8(+"38 8"3:33B+#.%% M = Supp(Q) ⊤ [→1,1]D, .#"%8#9A(8 &)0.(6,78
’#)&1 3BI(8$9A(:3 7+3)&+#")&/# [→1,1]D.
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’) Z$+&:03+$"*’ IT ?$%H’. .) Z$+&:03+$"*’ IT U’%#$+$"3,’.
S3-. 4.3 > Z$+&:03+$"*3 %)=$0%$2$ #+’%-=$+#’ (IT).

3 %’/5"’)& (4.5) 3)6)+"5 !"#/1!/:/ *$)!,#/$*) (IT) ?$%H’ (S3-. 4.3’). 8
:")03,)%3)& w @$=:-#3&5) $#$.+’H)%3( T =$0:,’M# .$016) "$/&$H%$-#)9
=)+)+’-=+)@)0(#1 &’--: P =$ Supp(Q). C)B$+&’01%$, =+3 w ≃ ↘ $#$.+’H)%3(
%)=$0%$2$ #+’%-=$+#’ -$;+’%(M# -$@)+H’%3) ";$@’ %’30:,63& "$/&$H%5&
$.+’/$&, $-#’"’(-1 "%:#+3 4)0)"$2$ @$&)%’.

U’* 3 " (4.1), /’@’,’ (4.5) &$H)# %) 3&)#1 &3%3&3/’#$+’ T ↑ 303 @’H)
&$H)# 3&)#1 =:-#$) 6/#0,*(’/" &%$H)-#"$. D$K#$&: )-#)-#")%%$ +’--&$#+)#1
$-0’.0)%3) /’@’,3 (4.5) =$ U’%#$+$"3,::

Costw(P,Q)
def

= inf
ε↔!w(P,Q)

[︃

X↗Y
c(x,y)dε(x,y), (4.6)

2@) inf .)+O#-( =$ &%$H)-#": !w(P,Q) ")+$(#%$-#%5; &)+ ε ↔ P(X ↗ Y), :
*$#$+5; =)+"59 &’+23%’0 εx = P, ’ "#$+$9 :@$"0)#"$+()# εy↭wQ (S3-. 4.3.).

R’&)#3&, ,#$ /’@’,’ IT (4.6) ("0()#-( ,’-#%5& -0:,’)& ,’-#3,%$2$ OT
(4.4) =+3 w0 =m= 1 3 w1 =w. G (4.6) %’ -’&$& @)0) &$H%$ /’&)%3#1 inf %’
min, -&. :#")+H@)%3) %3H).

.%$#-"&$()$ 4.3.1 (8:L)-#"$"’%3) IT =0’%$"). G)6)+) (4.6) (’""* #/
-$)5!"5 ’"$" /6(! ’(!(’(3)*/$ ε↑ ↔ !w(P,Q).

?5 2$"$+3&, ,#$ &3%3&3/’#$+5 (4.6) ("0(M#-( IT #1)!)’(. G $.L)&
-0:,’) IT ,*/(’/,*4 U’%#$+$"3,’ (4.6) "-)2@’ @’O# %3H%MM $4)%*: @0(
-$$#")#-#":ML)9 /’@’,3 ?$%H’ (4.5). C3H) &5 =$*’/5"’)&, ,#$ $%3 -$"=’@’M#
" %’3.$0)) =+’*#3,)-*3 3%#)+)-%$& )"*03@$"$& -0:,’).

.%$#-"&$()$ 4.3.2 (P*"3"’0)%#%$-#1 IT -#$3&$-#)9 ?$%H’ 3 U’%#$+$"3,’).
F0,*4 X , Y ⊤ RD → -/’#)-*!%" ’!/B",*&), P ↔ P(X ) → ."3)*/’!)7 ’"$),
Q↔P(Y). 2/:6) IT ,*/(’/,*( C/!B) (4.5) ( A)!*/$/&(+) (4.6) ,/&#)6)<*.

I@%’*$ %) 2’+’%#3+:)#-(, ,#$ inf " /’@’,) ?$%H’ (4.5) @$-#32’)#-( @’H)
" )"*03@$"$& -0:,’). J)& %) &)%)) @0( $.L3; =$01-*3; =+$-#+’%-#" X , Y
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(-%$, ,#$ )-03 " /’@’,) U’%#$+$"3,’ (4.6) -:L)-#":)# @)#)+&3%3+$"’%%59
IT =0’% "3@’ ε↑ = [idX ,T ↑]𝜀P, #$ T ↑ ("0()#-( IT $#$.+’H)%3)& " (4.5), ’ IT
-#$3&$-#3 ?$%H’ (4.5) 3 U’%#$+$"3,’ (4.6) -$"=’@’M#. A’0)), @0( =+$-#$#5, &5
=+)@=$0’2’)&, ,#$ X , Y , c, P, Q #’*$"5, ,#$ (4.5) 3 (4.6) -$"=’@’M#, %’=+3&)+,
:@$"0)#"$+(M# #+).$"’%3(& =+)@0$H)%3( 4.3.2.

R’@’,: IT (4.6) &$H%$ +’--&’#+3"’#1 *’* $.$.L)%3) /’@’,3 OT (4.2).
A)9-#"3#)01%$, =+3 w = 1 $2+’%3,)%3) εy ↭ Q K*"3"’0)%#%$ εy = Q, =$-*$01*:
-:L)-#":)# #$01*$ $@%’ &"$/7*!/,*!)7 &)+’, *$#$+’( ↭ Q, 3 K#$ -’&’ Q. J’*3&
$.+’/$&, IT (4.6) =+3 w = 1 -$"=’@’)# - OT (4.2).

4.3.2 *63)/-)0$-;(6< ’-D"%)0: #-4 ($9"-("D" 0%’(/9"%0’

C3H) &5 +’/+’.’#5"’)& %)9+$-)#)"$9 ’02$+3#& @0( "5,3-0)%3( IT =0’%$".
A0( %’,’0’ &5 "5"$@3& @"$9-#")%%:M /’@’,: @0( IT (4.6).

C$"%$:’ 4.3.3 (A"$9-#")%%’( /’@’,’ @0( IT). J%#/1!7"*,7

Costw(P,Q)=max
f↭0

[︃

X
f c(x)dP(x)+ w

[︃

Y
f(y)dQ(y), (4.7)

:6" max ."$H*,7 #/ !"#/1/B(*"14!%’ f ↔ C(Y), ) f c(x)
def

= min
y↔Y

⎧
c(x,y)→f(y)

⎫
.

?5 %’/5"’)& B:%*43M f #/*"!>()1/’. G $=+)@)0)%33 f c &3%3&:&
@$-#32’)#-(, =$-*$01*: c,f %)=+)+5"%5, ’ Y *$&=’*#%$. Z:%*43( f c %’/5"’)#-(
--=+)$.+’/$"’%3)& f .

I#03,3) B$+&:05 (4.7) $# $.5,%5; B$+&:0 @"$9-#")%%$-#3 @0( OT (4.2),
$-%$"’%%5; %’ --=+)$.+’/$"’%33, -&. [88, !1.2], [29, !5], -$-#$3# " #$&, ,#$
#+).:)#-(, ,#$.5 f .50’ %)=$0$H3#)01%$9, ’ "#$+$9 ,0)% :&%$H’)#-( %’ w ↫ 1.
D)+)=36)& ,0)%

)︃
X f c(x)dP(x) " (4.7):

[︃

X
f c(x)dP(x)=

[︃

X
min
y↔Y

⎧
c(x,y)→f(y)

⎫
dP(x)= inf

T :X≃Y

[︃

X

⎧
c
⌋︃
x,T (x)

⌈︃
→f(T (x))

⎫
dP(x).(4.8)

R@)-1 &5 3-=$01/:)& =)+)-#’%$"*: 3%#)2+’0’ 3 inf [125, J)$+)&’ 3A]; " (4.8) inf
.)+O#-( =$ 3/&)+3&5& $#$.+’H)%3(&. D$-*$01*: (x,y) ⇑≃ c(x,y)→f(y) ("0()#-(
%)=+)+5"%$9 B:%*43)9 %’ *$&=’*#%$& &%$H)-#"), -:L)-#":)# 3/&)+3&’(
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H-D"%)0: 2: D+$4)@:+’ "5,3-0)%3( IT $#$.+’H)%3( &)H@: P 3 Q
@0( -#$3&$-#3 =)+)%$-’ c(x,y) 3 ")-’ w.

Input : +’-=+)@)0)%3( P,Q, @$-#:=%5) =$ "5.$+*’&; $#$.+’H)%3)
Tθ :X ≃Y ; =$#)%43’0 fϖ :Y≃R→; -#$3&$-#1 =)+)%$-’
c : X ↗ Y ≃ R; ")- w ↫ 1; ,3-0$ KT "%:#+)%%3; 3#)+’439;

Output : ’==+$*-3&’43( IT $#$.+’H)%3( (Tθ)#P ↭ wQ;
9"+0"%40;

D$0:,3#1 "5.$+*3 X ′ P, Y ′Q;
Lf ̸ w · 1

|Y |
⟨
y↔Y

fϖ(y)→ 1
|X|

⟨
x↔X

fϖ
⌋︃
Tθ(x)

⌈︃
;

I.%$"3#1 ϖ, 3-=$01/:( 𝜀Lf

𝜀ϖ , ,#$.5 &’*-3&3/3+$"’#1 Lf ;
#-4 kT = 1,2, . . . , KT +69"-(40;

D$0:,3#1 "5.$+*: X ′ P;
LT ̸ 1

|X|
⟨
x↔X

⧸︃
c
⌋︃
x, Tθ(x)

⌈︃
→ fϖ

⌋︃
Tθ(x)

⌈︃⧹︃
;

I.%$"3#1 θ, 3-=$01/:( 𝜀LT

𝜀θ , ,#$.5 &3%3&3/3+$"’#1 LT ;
1"($>

9"1’ ($ ,/91/,4;

-)0)*43( T (x) ↔ argminy↔Y
⎧
c(x,y) → f(y)

⎫
, &3%3&3/3+:ML’( (4.8), -&. [126,

J)$+)&’ 18.19]. J’*3& $.+’/$&, inf &$H%$ /’&)%3#1 %’ min. I.T)@3%(( (4.8) 3
(4.7), =$0:,’)& K*"3"’0)%#%:M /’@’,: =$3-*’ -)@0$"$9 #$,*3:

Costw(P,Q) = max
f↭0

min
T :X≃Y

L(f,T ), (4.9)

2@) B:%*43$%’0 L(f,T ) $=+)@)0O% *’*

L(f,T ) def

=

[︃

X
c
⌋︃
x,T (x)

⌈︃
dP(x)→

[︃

X
f
⌋︃
T (x)

⌈︃
dP(x) + w

[︃

Y
f(y)dQ(y). (4.10)

Z:%*43$%’0 L(f,T ) &$H%$ +’--&’#+3"’#1 *’* 0’2+’%H3’%, 2@) f ↭ 0 ("0()#-(
&%$H3#)0)& @0( $2+’%3,)%3( T 𝜀P→ wQ ↭ 0. S)6’( (4.9), &$H%$ =$0:,3#1
IT $#$.+’H)%3(.

C$"%$:’ 4.3.4 (IT $#$.+’H)%3( -$@)+H’#-( " $=#3&’01%5; -)@0$"5; #$,*’;).
F0,*4 f ↑ → 1<./5 ’)-,(’(3)*/$ & (4.7). L,1( ε↑ ↔ !w(P,Q) 7&17"*,7
6"*"$’(!($/&)!!%’ IT #1)!/’, *.". $"9)"* (4.6) ( (’""* &(6 ε↑ = [idX ,T ↑]𝜀P
617 !"-/*/$/:/ (3’"$(’/:/ T ↑ : X ≃ Y, */

T ↑ ↔ argmin
T :X≃Y

L(f ↑,T ).



121

C’6’ J)$+)&’ 4.3.4 :#")+H@’)#, ,#$ " !"-/*/$%8 $=#3&’01%5; -)@0$"5; #$,*’;
(f ↑,T ↑) /’@’,3 (4.9) "5=$0%()#-(, ,#$ T ↑ ("0()#-( IT $#$.+’H)%3)& &)H@: P,Q.
G $.L)& -0:,’) &%$H)-#"$ arg infT @0( $=#3&’01%$2$ f ↑ &$H)# -$@)+H’#1
%) #$01*$ IT $#$.+’H)%3( T ↑, %$ 3 @+:23) B:%*433 (1/B!%" $"9"!(7), -&.
$2+’%3,)%3( " !4.8.

?5 +)6’)& /’@’,: $=#3&3/’433 (4.9), ’==+$*-3&3+:( $#$.+’H)%3)
T 3 =$#)%43’0 f %)9+$-)#(&3 Tθ, fϖ, -$$#")#-#")%%$. Y#$.5 -@)0’#1
fϖ %)=$0$H3#)01%$9, &5 3-=$01/:)& x ⇑≃→|x| " *’,)-#") =$-0)@%)2$ -0$(.
C)9+$-)#3 $.:,’M#-( - =$&$L1M -#$;’-#3,)-*$2$ 2+’@3)%#%$2$ =$@TO&’--=:-*’
%’ -0:,’9%5; "5.$+*’; 3/ P,Q. D+$4)@:+’ $=#3&3/’433 $=3-’%’ " !02$+3#&) 2.

4.4 E72"% /=F$/0+=@F)8 :$0"#"+

OT + D$($%’0)+(68 :"#$-48. D$=:0(+%59 -=$-$. =+3&)%)%3( OT
" 2)%)+’#3"%5; &$@)0(; -$-#$3# " 3-=$01/$"’%33 /0"):"/0) OT " *’,)-#")
B:%*433 =$#)+1 @0( $.%$"0)%3( 2)%)+’#$+’ [1; 9; 10], -&. $./$+ " [52]. P#3
&)#$@5 !" $"1"&)!*!% %’6)&: 3--0)@$"’%3M, =$-*$01*: $%3 %) $.:,’M# OT
$#$.+’H)%3), ’ #$01*$ "5,3-0(M# -#$3&$-#1 OT.

C)@’"%3) +’.$#5 [3; 4; 41; 62>64] %’3.$0)) .03/*3 * 3--0)@$"’%3M,
=+)@-#’"0)%%$&: " @’%%$9 20’"). P#3 -#’#13 =$*’/5"’M# "$/&$H%$-#1 $.:,’#1
OT "0"7%’&$()4 (303 =0’%5) =:#)& +)6)%3( /’@’, =$3-*’ -)@0$"$9 #$,*3,
"5")@)%%5; 3/ -#’%@’+#%5; B$+&:0 @"$9-#")%%$-#3 @0( OT, $-%$"’%%5; %’
c-=+)$.+’/$"’%33. I-%$"%$9 =+3%43= %’6)9 4)0)"$9 B:%*433 (4.9) ’%’0$23,)%
3; =$@;$@:. U0M,)"$) "0-)3)$ -$-#$3# " #$&, ,#$ $%3 +’--&’#+3"’M# /’@’,3
OT (4.1), (4.2) 3 %’*0’@5"’M# $2+’%3,)%3( " "3@) $)&"!,*&, %’=+3&)+, T 𝜀P = Q,
#$2@’ *’* %’6 =$@;$@ %’*0’@5"’)# $2+’%3,)%3( " "3@) !"$)&"!,*& T 𝜀P ↭ wQ,
=$/"$0(( +),*(+!/ -$20’-$"5"’#1 &)+5. C% #$(&/6(’ #/6$/.!/" /.,0B6"!("
,&73( , ?*(’( $)./*)’(, ) *)-B" , @0!6)’"!*)14!/5 1(*"$)*0$/5 #/ OT
(4.2) ( +),*(+!/’0 OT (4.4) [17; 88; 121] " !4.10, -&. .3.03$2+’B3,)-*3)
/’&),’%3( =$-0) @$*’/’#)01-#" J)$+)& 4.3.3 3 4.3.4.

A0( =$0%$#5 &5 #’*H) :=$&3%’)& @+:23) -:L)-#":ML3) %)9+$-)#)"5)
&)#$@5 OT [2; 11; 12; 65; 127]. P#3 &)#$@5 &)%)) -"(/’%5 - %’6)9
+’.$#$9, =$-*$01*: $%3 03.$ :-#:=’M# =$ *’,)-#": :=$&(%:#5& "56) &)#$@’&
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=$3-*’ -)@0$"$9 #$,*3, -&. $4)%*: " [13], 03.$ $-%$"’%5 %’ -=)43’01%5;
B$+&:03+$"*’; OT, *$#$+5) %) +)0)"’%#%5 %’6)&: 3--0)@$"’%3M, %’=+3&)+,
K%#+$=39%$-+)2:0(+3/$"’%%$& OT [8, !4].

8#’#13 [21; 23; 128] %)-*$01*$ .03H) * %’6)9 +’.$#). I%3 =+)@0’2’M#
%)9+$-)#)"5) &)#$@5 @0( %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT [28], *$#$+5) #’*H) &$2:#
3-=$01/$"’#1-( @0( +),*(+!/:/ -$20’-$"’%3( &)+. U’* &5 :"3@3& " !4.5.3, UOT
%) $,)%1 ;$+$6$ =$@;$@3# @0( IT (4.6), =$-*$01*: %)=+$-#$ *$%#+$03+$"’#1, *’*
$% +’-=+)@)0()# ")+$(#%$-#%:M &’--:. U+$&) #$2$, K#3 &)#$@5 +’--&’#+3"’M#
OT &)H@: &’0$+’/&)+%5&3 %’.$+’&3 @’%%5; 303 " 0’#)%#%5; =+$-#+’%-#"’;.

G)/1%$0(6$ OT :$0"#6, "*0M,’( ,’-#3,%59 OT [19], %) +)0)"’%#%5
@0( %’-, -&. @)#’03 " !4.5.4.

B$9’%(6< 9$%$+"# #":$(’ [129] ("0()#-( $.L)9 /’@’,)9, *$#$+’(
"*0M,’)# /’@’,3 -")+;+’/+)6)%3( 3/$.+’H)%39 [130], @$+3-$"*3 3/$.+’H)%39
[131], =)+)%$-’ -#30( [132] 3 #.@. D$K#$&: &5 %) :=$&3%’)& "-) -:L)-#":ML3)
=$@;$@5, ’ "&)-#$ K#$2$ B$*:-3+:)&-( %’ 3; $.L3; $-%$"%5; -"$9-#"’;. G$
&%$23; =+30$H)%3(; "’H%$ -$;+’%(#1 -)&’%#3,)-*:M 3%B$+&’43M "$ "+)&(
=)+)"$@’, %’=+3&)+ -$@)+H’%3) 3/$.+’H)%3(. G .$0163%-#") -0:,’)" @0(
K#$2$ @$-#’#$,%$ 3-=$01/$"’#1 -")+#$,%5) %)9+$%%5) -)#3. I%3 -$;+’%(M#
-$@)+H’%3) 3/$.+’H)%3( .0’2$@’+( -"$)9 ’+;3#)*#:+), *$#$+’( %’4)0)%’ #$01*$
%’ 0$*’01%5) 3/&)%)%3( 3/$.+’H)%3( [133]. I@%’*$ " %)*$#$+5; /’@’,’;
%)$.;$@3&$ -$;+’%(#1 @$=$0%3#)01%5) -"$9-#"’ 3/$.+’H)%3(, %’=+3&)+ 4")#
3/$.+’H)%3( " /’@’,) -")+;+’/+)6)%3(. J3=3,%5) =$@;$@5 * #’*3& /’@’,’&
$-%$"’%5 %’ =$@;$@’; #3=’ GANs 3 3-=$01/:M# @$=$0%3#)01%5) B:%*433 =$#)+1
617 ,/8$)!"!(7 ,8/6,*&), %’=+3&)+ .’/$"59 &)#$@ CycleGAN [118] $4)%3"’)#
-;$@-#"$ - =$&$L1M 𝜔1 +’--#$(%3(. J’*3) &)#$@5 %’3.$0)) .03/*3 * %’6)9
+’.$#). I@%’*$ .)/ @$=$0%3#)01%5; &$@3B3*’439 .$0163%-#"$ K#3; =$@;$@$"
-$;+’%(M# -"$9-#"’ 3/$.+’H)%3( #$01*$ ,’-#3,%$, -&. [134, S3-. 5]. U’*
&5 =$*’/5"’)& " K*-=)+3&)%#’; (!4.5.5), IT @$-#32’)# 0:,6)2$ -;$@-#"’, ,)&
=$=:0(+%5) &)#$@5 CycleGAN, StarGAN-v2 [135], *’* " .’/$"$9 ")+-33, #’* 3 "
")+-33, &$@3B343+$"’%%$9 @0( 0:,6)2$ -$;+’%)%3( -$@)+H’%3( 3/$.+’H)%3(.
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4.5 M1/9$%):$(06

G !4.5.1 &5 #)-#3+:)& &)#$@ " 300M-#+’#3"%5; &$@)01%5; 2D =+3&)+’;
3 =+3"$@3& -+’"%)%3) - ’01#)+%’#3"%5&3 =$@;$@’&3 " !4.5.3. G !4.5.2 &5
$4)%3"’)& %’6 &)#$@ %’ /’@’,) %)=’+%$2$ =)+)"$@’ 3/$.+’H)%39, ’ " !4.5.5
=+3"$@3& -+’"%)%3) - @+:23&3 &)#$@’&3 =)+)"$@’ 3/$.+’H)%39. G !4.5.4
&5 =+3"$@3& -+’"%)%3) %’6)2$ =$@;$@’ - @3-*+)#%5&3 &)#$@’&3 ,’-#3,%$2$
IJ. J);%3,)-*3) 6"*)1( /.0+"!(7 (’+;3#)*#:+5, -*$+$-#3 $.:,)%3( 3 #.@.)
=+3")@)%5 " !4.7. U$@ %’=3-’% - 3-=$01/$"’%3)& B+)9&"$+*’ PyTorch 3
%’;$@3#-( " $#*+5#$& @$-#:=) =$ ’@+)-:

https://github.com/milenagazdieva/ExtremalNeuralOptimalTransport.

C%’(/9"%0(6$ /0"):"/0). ?5 =+$"$@3& K*-=)+3&)%#5 - *"’@+’#3,%$9
-#$3&$-#1M c(x,y) = 𝜔2(x,y), =$-*$01*: $%’ :H) $.)-=),3"’)# =+3)&0)&$)
*’,)-#"$. ?5 %)&%$2$ /0$:=$#+).0()& $.$/%’,)%3)& 3 3-=$01/:)& 𝜔2

@0( $.$/%’,)%3( *"’@+’#3,%$9 $63.*3, !/$’($/&)!!/5 %’ +’/&)+%$-#1.
P*-=)+3&)%#5 - #"$>"#*(&!/5 ,*/(’/,*4< =+3")@)%5 " !4.6.1.

4.5.1 5"#$-;(6$ 2D L1/9$%):$(06

G K#$& +’/@)0) &5 =+3"$@3& 2D =+3&)+5 ’Wi-Fi’ 3 ’Accept’, ,#$.5
=$*’/’#1, *’* "5.$+ w "03()# %’ @$0M 4)0)"$9 &)+5 Q, " *$#$+:M $#$.+’H’)#-(
")+$(#%$-#%’( &’--’ ";$@%$9 &)+5 P. G $.$3; =+3&)+’; &)+’ P ("0()#-(
:)0,,/&,-/5. G !4.5.3 &5 @)&$%-#+3+:)&, *’* 6$0:(" ’"*/6% +’.$#’M# %’ K#3;
&$@)01%5; =+3&)+’; ’Wi-Fi’ 3 ’Accept’.

G K*-=)+3&)%#) ’Wi-Fi’ (S3-. 4.4) 4)0)"’( &)+’ Q -$@)+H3# 3 @:23. ?5
=+3"$@3& $.:,)%%5) IT $#$.+’H)%3( @0( w ↔ [1,32 , 3]. S)/:01#’#5 =$*’/5"’M#,
,#$, 3/&)%(( w, &$H%$ *$%#+$03+$"’#1 @$0M Q, " *$#$+:M .:@)# $#$.+’H’#1-(
&’--’ P. C’ S3-. 4.4 "3@%$, ,#$ =+3 w = 1 %’6 IT &)#$@ :,3# "-) 3 @:23.
D+3 w = 3

2 $% /’;"’#5"’)# 2 @:23, #.). ∞ 2
3 &)+5 Q. D+3 w = 3 $% $.:,’)#

1 @:2:, ,#$ -$$#")#-#":)# ∞ 1
3 &)+5 Q.

https://github.com/milenagazdieva/ExtremalNeuralOptimalTransport
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G K*-=)+3&)%#) ’Accept’ (S3-. 4.5) 4)0)"’( &)+’ Q ("0()#-( #)*-#$& 3/ @":;
-#+$*. R@)-1 &5 =$0’2’)& w = 2, 3, *’* 3 $H3@’)#-(, %’6 &)#$@ /’;"’#5"’)#
#$01*$ $@%: -#+$*: #)*-#’, *$#$+’( ("0()#-( .03H’96)9 * P =$ 𝜔2 +’--#$(%3M.

’) G;$@%’( 3
4)0)"’( &)+5.

.) IT $#$.+.,
w=3.

") IT $#$.+.,
w= 3

2 .
2) IT $#$.+.,

w=1.
S3-. 4.4 > I#$.+’H)%3( %)=$0%$2$ #+’%-=$+#’ (IT), $.:,)%%5) %’63&

!02$+3#&$& 2 " K*-=)+3&)%#) ’Wi-Fi’.

S3-. 4.5 > I.:,)%%$) IT $#$.+’H)%3) (w = 2) " K*-=)+3&)%#) ’Accept’.

4.5.2 B$9’%(6< 9$%$+"# )2"7%’&$()<

R@)-1 &5 $.:,’)& IT $#$.+’H)%3( &)H@: +’/03,%5&3 =’+’&3 %’.$+$"
@’%%5;. ?5 #)-#3+:)& w↔{1,2,4,8} "$ "-); K*-=)+3&)%#’;. A0( =$0%$#5 &5
=+3"$@3& +)/:01#’#5 K*-=)+3&)%#$" - ./149(’( &",)’( w ↔ {16, 32} " !4.6.2.

B’7"%6 )2"7%’&$()<. ?5 3-=$01/:)& $.L)@$-#:=%5) %’.$+5 @’%%5;
" *’,)-#") P,Q: 034’ /%’&)%3#$-#)9 [136], "5+$"%)%%5) ’%3&) 034’2, flickr\
faces-HQ [84], 034’ 3/ *$&3*-$"3, 3/$.+’H)%3( -:&$* 3/ =$@%’.$+’ Amazon
Handbags %’.$+’ @’%%5; LSUN [137], $.:"1 [138], #)*-#:+5 [139] 3 -#:01( 3/

2https://kaggle.com/reitanaka/alignedanimefaces
3https://kaggle.com/datasets/defileroff/comic-faces-paired-synthetic-v2

https://kaggle.com/reitanaka/alignedanimefaces
https://kaggle.com/datasets/defileroff/comic-faces-paired-synthetic-v2
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%’.$+’ @’%%5; Bonn furniture styles [140]. S’/&)+5 %’.$+$" @’%%5; -$-#’"0(M#
$# 5K @$ 500K $.T)*#$". ?5 +’.$#’)& - 3/$.+’H)%3(&3 64↗ 64 3 128↗ 128.

S’27)$()$ (’ "7=3$()$ ) 0$/0. ?5 3-=$01/:)& 90% *’H@$2$ %’.$+’
@’%%5; @0( $.:,)%3(. I-#’"63)-( 10% $#*0’@5"’M#-( @0( #)-#’. G-)
=+)@-#’"0)%%5) *’,)-#")%%5) 3 *$03,)-#")%%5) +)/:01#’#5 =$0:,)%5 %’
#)-#$"5; 3/$.+’H)%3(;.

M1/9$%):$(0’-;(6$ %$2=-;0’06. C’6’ $4)%*’ =$*’/5"’)#, ,#$
- :")03,)%3)& w 3/$.+’H)%3( T̂ (x), =+)$.+’/$"’%%5) %’63& IT &)#$@$&,
-#’%$"(#-( .$0)) =$;$H3&3 %’ -$$#")#-#":ML3) ";$@5 x $#%$-3#)01%$ 𝜔2. G
J’.034) 31’ &5 *$03,)-#")%%$ $4)%3"’)& K#$# KBB)*#, #.). =$*’/5"’)&, ,#$
#+’%-=$+#%’( -#$3&$-#1 1

Ntest

⟨
Ntest
n=1 c

⌋︃
x,T̂ (x)

⌈︃
%’ #)-#$"5; @’%%5; :&)%16’)#-(

- :")03,)%3)& w.
?5 *’,)-#")%%$ @)&$%-#+3+:)& K#$# KBB)*# %’ S3-. 4.6’, 4.6., 4.7’, 4.7.

3 4.8. G celeba (H)%L3%5) ≃ anime (S3-. 4.6.) 4")#’ "$0$- 3 B$%’ $.:,)%%5;
3/$.+’H)%39 ’%3&) -#’%$"(#-( .03H) * 4")#’& 3-;$@%5; 3/$.+’H)%39 034
/%’&)%3#$-#)9 - :")03,)%3)& w. C’=+3&)+, " 4-& -#$0.4) S3-. 4.6. 4")#
"$0$- ’%3&) &)%()#-( - /)0O%$2$ %’ *$+3,%)"59, ,#$ .03/*$ * 4")#: "$0$-
-$$#")#-#":ML)9 /%’&)%3#$-#3. G 6-& -#$0.4) B$% -#’%$"3#-( #)&%)). G
handbag≃shoes (S3-. 4.6’) 4")#, #)*-#:+’ 3 +’/&)+ $.:"3 -#’%$"(#-( .03H)
* -$$#")#-#":ML3& -"$9-#"’& 3-;$@%$9 -:&*3. A$=$0%3#)01%$ @0( K#$2$
K*-=)+3&)%#’ &5 -#+$3& =+$)*433 $.:,)%%5; IT $#$.+’H)%39 %’ =)+"5) @")
20’"%5) *$&=$%)%#5 Q (S3-. 4.8). G3@%$, ,#$ =+$)*433 .03/*3 * Q =+3
w = 1 3 -#’%$"(#-( .03H) * P - :")03,)%3)& w. G Rhq≃comics 3/&)%)%3( "
$-%$"%$& /’#+’23"’M# "5+’H)%3( 034 3 3%@3"3@:’01%5) ;’+’*#)+3-#3*3. G texQ
tures≃chairs 3/&)%)%3( " $-%$"%$& -"(/’%5 - +’/&)+$& -#:01)", ,#$ $H3@’)&$,
=$-*$01*: " *’,)-#") B:%*433 -#$3&$-#3 &5 3-=$01/:)& =$=3*-)01%:M
*"’@+’#3,%:M -#$3&$-#1 𝜔2. D/#/1!(*"14!%" -)+",*&"!!%" $"3014*)*%
=+3")@)%5 " !4.6.3 (S3-. 4.18, 4.19, 4.20).

A0( =$0%$#5 &5 3/&)+()& #)-#$"59 FID [141] @0( =+)$.+’/$"’%%5;
"5.$+$*, -&. J’.034: 31.. ?5 %) "5,3-0()& FID " K*-=)+3&)%#) textures≃chairs
3/-/’ -036*$& &’05; +’/&)+$" #)-#$"5; ,’-#)9 %’.$+$" @’%%5; (500 #)*-#:+,
2K -#:01)"). C)$.;$@3&$ $#&)#3#1, ,#$ FID %) +)=+)/)%#’#3")% =+3 w > 1.
G K#$& -0:,’) $.:,)%%5) IT $#$.+’H)%3( =$ =$-#+$)%3M =)+)%$-(# &’--:
#$01*$ " ,’-#1 4)0)"$9 &)+5 Q. G #$ H) "+)&( FID =+$")+()#, %’-*$01*$
;$+$6$ =+)$.+’/$"’%%5) "5.$+*3 =+)@-#’"0(M# "-O 4)0)"$) +’-=+)@)0)%3), 3
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’) Handbag ≃ shoes (128↗128). .) Celeba (H)%L3%5) ≃ anime (64↗64).
S3-. 4.6 > C)=’+%59 =)+)"$@ @$&)%’ - =$&$L1M %’6)2$ &)#$@’ %)=$0%$2$

#+’%-=$+#’. E$0163) ")-’ w @’M# .$016)) -;$@-#"$ x 3 T (x) =$ 𝜔2.

’) Textures≃chairs (64↗64). .) Ffhq≃comics (128↗128).
S3-. 4.7 > C)=’+%59 =)+)"$@ @$&)%’ - =$&$L1M %’6)2$ IT &)#$@’.

’) 78*93#) 0’/#. .) IT *"*,/.,

w=8.

") IT *"*,/.,

w=4.

2) IT *"*,/.,

w=2.

@) IT *"*,/.,

w=1.

)) :’;’6#)

0’/#.

S3-. 4.8 > PCA =+$)*433 ";$@%5; x′P, $#$.+’HO%%5; T (x)′T 𝜀P 3 4)0)"5;
y′Q @0( #)-#$"5; "5.$+$* (K*-=)+3&)%# handbag≃shoes).
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&’()"*+,"-# w = 1 w = 2 w = 4 w = 8

celeba ≃ anime 0.297 0.154 0.133 0.094

handbag ≃ shoes 0.368 0.320 0.259 0.252

textures ≃ chairs 0.603 0.516 0.474 0.408

.hq ≃ comics 0.224 0.220 0.200 0.196

’) J)-#$"’( 𝜔2 -#$3&$-#1.

&’()"*+,"-# w = 1 w = 2 w = 4 w = 8

celeba ≃ anime 14.65 20.79 22.18 22.84

handbag ≃ shoes 27.10 29.70 42.90 53.80

textures ≃ chairs N/A N/A N/A N/A

.hq ≃ comics 20.95 22.38 22.77 23.67

.) J)-#$"59 FID.

J’.034’ 31 > J)-#$"5) 𝜔2 #+’%-=$+#%’( -#$3&$-#1 3 FID @0( $.:,)%%5; IT
$#$.+’H)%39.

$,)%1 ,:"-#"3#)0)% * 3-,)/%$")%3M &$@ [34, S3-. 1.]. D$K#$&:, %)-&$#+( %’
:&)%16)%3) -#$3&$-#3 - :")03,)%3)& w, FID, %’=+$#3", :")03,3"’)#-(. P#$
$H3@’)&$, =$-*$01*: &)#$@ :,3# IT $#$.+’H)%3( " &)%16:M ,’-#1 Q. G’H%$,
,#$ "3/:’01%$) *’,)-#"$ =+)$.+’/$"’%%5; 3/$.+’H)%39 T̂ (x) %) :;:@6’)#-(.

G !4.5.5 &5 ,$)&!(&)"’ %’6 IT &)#$@ - @+:23&3 &)#$@’&3 3 =$*’/5"’)&,
,#$ IT 0:,6) -$;+’%()# -;$@-#"$ &)H@: ";$@$& 3 "5;$@$&.

4.5.3 5"#$-;(6$ 2D )--@/0%’>)) #%=D)8 :$0"#"+

G K#$& +’/@)0) &5 @)&$%-#+3+:)&, *’* @+:23) &)#$@5 +’.$#’M# "
K*-=)+3&)%#’; ’Wi-Fi’ 3 ’Accept’. C’,%O& - ’Wi-Fi’. D+)@=$0$H3&, ,#$ &5
;$#3& $#$.+’/3#1 P " .03H’963) 2

3 &)+5 Q, #.). ;$#3& "5:,3#1 $#$.+’H)%3)
" 2 3/ 3 @:2 " Q, *’* %’ S3-. 4.4".

C’ S3-. 4.92 &5 =$*’/5"’)& @3-*+)#%59 ,’-#3,%59 OT (4.4)
[19] - =’+’&)#+’&3 w0 = m = 1, w1 = 3

2 , -$$#")#-#":ML3&3 IT (4.6)
- w = 3

2 . Y#$.5 =$0:,3#1 @3-*+)#%$) -$=$-#’"0)%3), &5 /’=:-*’)&
ot.partial.partial_wasserstein2 3/ POT4. U’* 3 $H3@’0$-1, $% -$=$-#’"0()#
";$@%:M P - 2

3 &)+5 Q 3 &$H)# +’--&’#+3"’#1-( *’* 3-#3%%$) +)6)%3),
-$"=’@’ML)) - %’63& S3-. 4.4".

8%’,’0’ &5 =$*’/5"’)& +)/:01#’#5 =$@;$@’ GAN [123], @$=$0%)%%$2$
@$=$0%3#)01%$9 𝜔2 B:%*43)9 =$#)+1 - ")-$& λ = 0.5 (%’ S3-. 4.9’). R’#)&
&5 +’--&’#+3"’)& @3-*+)#%59 %)-.’0’%-3+$"’%%59 OT [28] - *"’@+’#3,%$9
-#$3&$-#1M c = 𝜔2. C’ S3-. 4.9. &5 =$*’/5"’)& $#$.+’H)%3), =$0:,)%%$) 3/
+)6)%3( @3-*+)#%$9 UOT /’@’,3 - =$&$L1M ot.unbalanced - =’+’&)#+’&3

4https://pythonot.github.io

https://pythonot.github.io


128

’) GAN+𝜔2. .) A3-*+)#%59
%)-.’0’%-. OT.

") ?’-6#’.3+-9
%)-.’0’%-. OT.

2) A3-*+)#%59
,’-#3,%59 OT.

S3-. 4.9 > J+’%-=$+#%5) $#$.+’H)%3(, $.:,)%%5) +’/03,%5&3 &)#$@’&3 "
K*-=)+3&)%#) ’Wi-Fi’.

’) GAN+𝜔2. .) A3-*+)#%59
%)-.’0’%-. OT.

") ?’-6#’.3+-9
%)-.’0’%-. OT.

2) A3-*+)#%59
,’-#3,%59 OT.

S3-. 4.10 > J+’%-=$+#%5) $#$.+’H)%3(, $.:,)%%5) +’/03,%5&3 &)#$@’&3 "
K*-=)+3&)%#) ’Accept’.

m = 1, reg = 0.1, regm = 1, numItermax = 200000. A$=$0%3#)01%$ %’ S3-. 4.9"
&5 =$*’/5"’)& +)/:01#’# %)9+$-)#)"$2$ &)#$@’ %)-.’0’%-3+$"’%%$2$ OT [21].5

Y#$.5 -@)0’#1 3; %)-.’0’%-3+$"’%%:M =$-#’%$"*: &’*-3&’01%$ =$;$H)9 %’
%’6: IT, &5 /’%:0()& 3; =’+’&)#+5 +)2:0(+3/’433. I-#’01%5) =’+’&)#+5
3-=$01/:M#-( =$ :&$0,’%3M, /’ 3-*0M,)%3)& λ0 = 0.02 (=’+’&)#+ 𝜔2 B:%*433
=$#)+1), λ2 = 5 (=’+’&)#+ "’+3’433 ";$@%$9 3 4)0)"$9 &)+).

?5 "3@3&, ,#$ GAN+𝜔2 (S3-. 4.9’) 3 %)-.’0’%-3+$"’%%59 OT (S3-.
4.9. 3 4.9") @)9-#"3#)01%$ -$=$-#’"0(M# P #$01*$ - +),*4< 4)0)"$9 &)+5 Q.
D)+)%)-O%%’( &’--’ " $-%$"%$& -$-+)@$#$,)%’ " @":; &’05; @:2’; Q, *$#$+5)
("0(M#-( .03H’963&3 * P $#%$-3#)01%$ 𝜔2 -#$3&$-#3. D+$.0)&’ /@)-1 -$-#$3#
" #$&, ,#$ ,’-#1 &’--5 P +’-=+)@)0()#-( =$ #+)#1)9 (-’&$9 .$016$9) @:2)
Q, =$+$H@’( +67%"/6. P#$ =+$3-;$@3# =$#$&:, ,#$ %)-.’0’%-3+$"’%%59 OT
(GAN &$H%$ +’--&’#+3"’#1 *’* )2$ ,’-#%59 -0:,’9) ("0()#-( /’@’,)9 ."3

5https://github.com/uhlerlab/unbalanced_ot

https://github.com/uhlerlab/unbalanced_ot
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/:$)!(+"!(5: +’-=+)@)0)%3) &’--5 *$%#+$03+:)#-( - =$&$L1M &(2*$2$ 6#+’B’
(,0)%’ B:%*433 =$#)+1 " "3@) f -@3")+2)%433). I#-:#-#"3) HO-#*3; $2+’%3,)%39,
#’*3; *’* " ,’-#3,%$& OT (4.4) 303 IT (4.6), /’#+:@%()# -#+$239 *$%#+$01 #$2$,
*’* 3&)%%$ +’-=+)@)0()#-( &’--’ " %)-.’0’%-3+$"’%%$& OT.

A0( =$0%$#5 &5 #’*H) =$*’/5"’)& +)/:01#’#5 K#3; &)#$@$" "
K*-=)+3&)%#) ’Accept’, -&. S3-. 4.10. R@)-1 &5 #)-#3+$"’03 +’/03,%5)
23=)+=’+’&)#+5 @0( K#3; &)#$@$", %$ %) @$-#3203 H)0’)&$2$ =$")@)%3(, #.). %)
-&$203 $.:,3#1 $#$.+’H)%3) #$01*$ " #)*-# ’Accept’. E$0)) #$2$, &5 /’&)#303,
,#$ GAN+𝜔2 =+3 .$0163; λ @’O# %)H)0’#)01%5) ’+#)B’*#5 (S3-. 4.10’). P#$
-"(/’%$ - #)&, ,#$ B:%*433 =$#)+1 GAN 3 𝜔2 =+$#3"$+),’# @+:2 @+:2:, %$ =+3
K#$& &$@)03 "-O +’"%$ =5#’03-1 &3%3&3/3+$"’#1 3; $.). ?5 @$=$0%3#)01%$
$.-:H@’)& K#$# ’-=)*# @’0)) " !4.5.5.

4.5.4 !+42; ) /%’+($()$ / #)/1%$0(6:) :$0"#’:) 3’/0)3("D" OT

[)01 =)+)"$@’ @$&)%’ -$-#$3# " "$--#’%$"0)%33 $#$.+’H)%3( x ⇑≃ T (x)

&)H@: @":&( @$&)%’&3 P, Q. ?5 =$@;$@3& * K#$9 /’@’,), ’==+$*-3&3+:(
T %)9+$-)#1M, $.:,)%%$9 %’ K&=3+3,)-*3; "5.$+*’; X = {x1, . . . ,xN}, Y =

{y1, . . . ,yM}, #.). $.:,’ML3; %’.$+’; @’%%5;. C’6 &)#$@ /./.=)"*,7 %’
%$"5) (+’%)) %) "-#+),’"63)-(, #)-#$"5)) ";$@%5) $.T)*#5 xnew ′ P, #.).
$.:,)%%$) $#$.+’H)%3) ⎤T &$H%$ =+3&)%(#1 * %$"5& ";$@%5& $.T)*#’&, ,#$.5
:"!"$($/&)*4 -$$#")#-#":ML3) %$"5) $.T)*#5 4)0)"$2$ @$&)%’ ⎤T (xnew).

G $#03,3) $# K#$2$, @3-*+)#%5) &)#$@5 OT ("*0M,’( @3-*+)#%59
,’-#3,%59 OT) &%#/1!7<* ,/#/,*)&1"!(" &)H@: K&=3+3,)-*3&3
+’-=+)@)0)%3(&3 ⎤PN=

1
N

⟨
N

n=1 δxn,⎤QM= 1
M

⟨
M

m=1 δym. D$K#$&: $%3 %) =$/"$0(M#
$4)%3"’#1 #+’%-=$+#%59 =0’% ε(y|xnew) 303 $#$.+’H)%3) T (xnew) @0( @’%%5;
"%) $.:,’ML)9 "5.$+*3. W ,3#’#)0( &$H)# )-#)-#")%%$ "$/%3*%:#1 "$=+$-:
=$,)&: .5 %) )(0$%9"-)%"+’0; +)6)%3( @3-*+)#%$2$ OT? C’=+3&)+,
+’-=+$-#+’%O%%’( -#+’#)23( -$-#$3# " #$&, ,#$.5 "5,3-03#1 .’+34)%#+3,)-*3)
=+$)*433 (barycentric projections, BP) T (x) =

)︃
Y ydε(y|x) @3-*+)#%$2$ OT =0’%’

ε, ’ /’#)& $.:,3#1 %)9+$-)#1 Tθ(x) ∞ T (x) @0( 3; ’==+$*-3&’433 [2]. C3H) &5
3--0)@:)& K#$# =$@;$@ 3 =$*’/5"’)&, ,#$ $% %) @’O# =+3)&0)&$2$ *’,)-#"’.
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’) S)/:01#’#5 %’ *",*/&%8 @’%%5;. .) S)/:01#’#5 %’ /.0+)<=(8 @’%%5;.
S3-. 4.11 > C)=’+%59 =)+)"$@ 3/$.+’H)%39 - DOT+BP " K*-=)+3&)%#)

celeba≃ anime, "3/:’03/3+$"’%%59 %’ #)-#$"5; 3 $.:,’ML3; %’.$+’; @’%%5;.

?5 =+$"$@3& $4)%*: =$@;$@’ BP " /’@’,) =)+)"$@’ celeba≃anime. ?5
+)6’)& /’@’,: @3-*+)#%$2$ ,’-#3,%$2$ OT (DOT) &)H@: ,’-#(&3 $.:,’ML3;
@’%%5; X (11K $.T)*#$"), Y (50K $.T)*#$").6 A0( K#$2$ &5 3-=$01/:)&
’02$+3#& ot.partial.partial_wasserstein - =’+’&)#+’&3 w0 = m = 1 3
"’+13+:)& w1 ↔ {1,2,4,8}, -&. $.$/%’,)%3( " (4.4). P#$ -$$#")#-#":)# %’6)&: IT
(4.6) - w = w1. R’#)& &5 $.:,’)& UNet Tθ =+)@-*’/5"’#1 .’+34)%#+3,)-*:M
=+$)*43M T . ?5 #’*H) 3&3#3+:)& -0:,’9 w = ↘: &)#$@ .03H’963; -$-)@)9
NearestNeighbors 3/ sklearn.neighbors %’-#+’3"’)#-( %’ $.:,’ML)& %’.$+)
@’%%5;, ’ /’#)& 3-=$01/:)#-( @0( =$3-*’ @3-*+)#%5; .03H’963; -$-)@)9
#)-#$"5; $.T)*#$". ?5 =+$"$@3& K*-=)+3&)%#5 - 3-=$01/$"’%3)& MSE 303
=)+4)=#3"%$9 $63.*3 %’ $-%$") VGG7 " *’,)-#") B:%*433 =$#)+1 @0( +)2+)--33.
?5 "3/:’03/3+:)& =$0:,)%%5) +)/:01#’#5 %’ S3-. 4.11 3 =+3"$@3& -+)@%MM
𝜔2 0$/0"+=@ #+’%-=$+#%:M -#$3&$-#1, FID " J’.034) 32.

Q/")-#%$, ,#$ &)#$@5 BP 9-"8" %’7"0’@0 " /’@’,’; .$016$2$ &’-6#’.’,
#’*3; *’* %)=’+%59 =)+)"$@ 3/$.+’H)%3(, 3/-/’ ?@@"-*) 0,$"6!"!(7, -&.
S3-:%$* 3 3 .$0163) /%’,)%3( FID @0( BP " J’.034) 1 3/ [65]. A)9-#"3#)01%$,

6
J0 "( %)73$1.5(8 73$"0( "#B3+0 2#""04, 73)*3$1*5 /0’%)$("%( 2%)*+(&"3:3 OT 8(C25 "%8%

/0’%)$%&($1"3 "(3)5A()&/%83.

7github.com/iamalexkorotin/WassersteinIterativeNetworks/src/losses.py
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!"#$%&% w = 1 w = 2 w = 4 w = 8 w = ↘ w = ↘
(+%(1.)

𝜔2

!"#$%#!"&
0.298 0.199 0.184 0.167 0.158 0.165

FID 185.35 137.53 82.67 82.19 82.24 82.45

J’.034’ 32 > J)-#$"’( 𝜔2 -#$3&$-#1, FID
&)#$@’ DOT+BP, $.:,)%%$2$ - 𝜔2 303

=)+4)=#3"%$9 B:%*43)9 =$#)+1.

S3-. 4.12 > J)-#$"59 FID,
𝜔2 -#$3&$-#1 %’6)2$ IT 3

DOT+BP.

&$H%$ $.:,3#1 %)9+$-)#1 ’==+$*-3&3+$"’#1 .’+34)%#+3,)-*3) =+$)*433
Tθ(x) ∞

)︃
Y ydε(y|x) =$ @3-*+)#%$&: OT =0’%: ε, $@%’*$ (-%$, ,#$

)︃
Y ydε(y|x)

("0()#-( =+(&5& "/")6)%%5& ,$"6!(’ %)-*$01*3; 3/$.+’H)%39 y, #.).
%)*$#$+5& +’/&5#5& ,$"6!(’ 3/$.+’H)%3)& %3/*$2$ *’,)-#"’. J’*$) *’,)-#"$
%)=+3)&0)&$ @0( =+’*#3,)-*3; =+30$H)%39.

C’63 *’,)-#")%%5) +)/:01#’#5 @)9-#"3#)01%$ =$*’/5"’M#, ,#$ =$@;$@ BP
=+3 &’05; w =+3"$@3# * ?@@"-*0 0,$"6!"!(7. ?5 "3@3&, ,#$ %’ $.:,’ML)&
%’.$+) @’%%5; K#$# KBB)*# 3-,)/’)# - :")03,)%3)& w, -&. S3-. 4.11.. P#$
$H3@’)&$, =$-*$01*: - :")03,)%3)& ")-’ :-0$"%$) +’-=+)@)0)%3) =0’%’ ε(y|x)
-#+)&3#-( * "5+$H@)%%$&: +’-=+)@)0)%3M, -$-+)@$#$,)%%$&: " .03H’96)&
-$-)@) NN(x) #$,*3 x " $.:,’ML)& %’.$+) @’%%5;, #.). ε(y|x) ∞ δNN(x) =+3
w ≃ ↘. P#$ $/%’,’)#, ,#$ " =+)@)0) .’+34)%#+3,)-*’( =+$)*43( " #$,*) x

("0()#-( )O .03H’963& -$-)@$& NN(x).
I@%’*$ $.:,)%%’( -)#1 (w = ↘) =0$;$ $.$.L’)#-( %’ +’%)) %)

"-#+),’"63)-( #)-#$"5) @’%%5) 3 =$+$H@’)# 3/$.+’H)%3( %)@$-#’#$,%$2$
*’,)-#"’, *$#$+$) %’&%$2$ ;:H), ,)& @0( $.:,’ML3; "5.$+$*, -&. S3-. 4.11’.
C)-&$#+( %’ #$, ,#$ #)-#$"’( 𝜔2 -#$3&$-#1 3 FID :&)%16’M#-( - :")03,)%3)&
w, -&. J’.034: 32, S3-. 4.12, -2)%)+3+$"’%%5) #)-#$"5) 3/$.+’H)%3( 3&)M#
%3/*$) *’,)-#"$ @0( "-); ")-$" w. D+3 K#$& /%’,)%3( FID, ’ #’*H) 𝜔2 -#$3&$-#3
%’&%$2$ .$016), ,)& : %’6)2$ &)#$@’, "$ "-); -0:,’(;.

D$-*$01*: 3/")-#%$, ,#$ MSE *’* B:%*43( =$#)+1 @0( +)2+)--33 =0$;$
+’.$#’)# " /’@’,’; - 3/$.+’H)%3(&3, &5 #’*H) =+$"$@3& K*-=)+3&)%#, " *$#$+$&
$.:,’)& Tθ - 3-=$01/$"’%3)& =)+4)=#3"%$9 B:%*433 =$#)+1. I@%’*$ $.:,)%3)
%)9+$-)#3 - =)+4)=#3"%$9 B:%*43)9 =$#)+1 %) =+3"$@3# * -$@)+H’#)01%5&
:0:,6)%3(&, -&. %3H%3) -#+$*3 S3-. 4.11., 4.11’, J’.034: 32. P#$ =$@#")+H@’)#,
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,#$ =+3,3%5 %3/*$2$ *’,)-#"’ &)#$@’ DOT+BP 0)H’# %) " +)2+)--3$%%$9 ,’-#3,
’ " &)#$@$0$233, $-%$"’%%$9 %’ .’+34)%#+3,)-*3; =+$)*43(;.

G /’*0M,)%3), @3-*+)#%5) &)#$@5 OT %) ("0(M#-( *$%*:+)%#’&3
=+)@0$H)%%$&: &)#$@:, =$-*$01*: %) -:L)-#":)# =+(&$2$ 3 ;$+$6$ +’.$#’ML)2$
-=$-$.’ "5=$0%3#1 DOT $4)%3"’%3) @0( @’%%5; "%) $.:,’ML)9 "5.$+*3 "
/’@’,’; $.+’.$#*3 3/$.+’H)%39 .$016$2$ &’-6#’.’.

4.5.5 !%’+($()$ / #%=D):) :$0"#’:) 9$%$+"#’ )2"7%’&$()<

C’=$&%3&, ,#$ B$+&:03+$"*’ %)=$0%$2$ #+’%-=$+#’ (IT) +’/+’.$#’%’
@0( :")03,)%3( /8"#/0+’ :$&#= +8"#(6:) "7J$10’:) ) %$2=-;0’0’:)

9$%$+"#’ /’ -,O# $-0’.0)%3( $2+’%3,)%3( %’ 4)0)"$9 &’+23%’0. D+3
:")03,)%33 =’+’&)#+’ w %’63 $#$.+’H)%3( %’ $-%$") IT =$/"$0(M# 0:,6)
*$%#+$03+$"’#1 K#$ -;$@-#"$. G$/%3*’)# )-#)-#")%%59 %’.$+ "$=+$-$": (a)

U’*3) )LO &);’%3/&5 -:L)-#":M# @0( :")03,)%3( -;$@-#"’ &)H@: ";$@$&
3 "5;$@$& " /’@’,’; =)+)"$@’? (b) G *’*$9 -#)=)%3 #’*$) -;$@-#"$ &$H%$
*$%#+$03+$"’#1 " -:L)-#":ML3; 2)%)+’#3"%5; &$@)0(;? (c) ?$2:# 03 K#3
&$@)03 @$-#32’#1 :+$"%( -$;+’%)%3( -$@)+H’%3(, -$=$-#’"3&$2$ - &)#$@’&3 %’
$-%$") IT? ?5 $#"),’)& %’ K#3 "$=+$-5 " -0)@:ML)& $.-:H@)%33.

?%$23) &)#$@5 =)+)"$@’ $-%$"’%5 %’ GANs, -&. $./$+5 [129; 142; 143].
Q; 4)0)"5) B:%*433 $.5,%$ -$-#$(# 3/ %)-*$01*3; B:%*439 =$#)+1:

LTotal(T )
def

= LDom(T ) + λ · LSim(T ) + [other terms]. (4.11)

G (4.11) K=(1>)4 9"0$%; #":$(’ LDom $.5,%$ ("0()#-( *0’--3,)-*$9
B:%*43)9 =$#)+1 &$@)0)9 #3=’ GAN - @3-*+3&3%’#$+$& [123], *$#$+’(
$.)-=),3"’)#, ,#$ $.:,)%%$) $#$.+’H)%3) x ⇑≃ T (x) =+)$.+’/:)# ";$@%5)
$.T)*#5 x ′ P " "5.$+*3 3/ 4)0)"$2$ +’-=+)@)0)%3( @’%%5; Q. V=(1>)4

9"0$%; #-4 /"8%’($()4 /8"#/0+’ LSim (=+3 λ ↫ 0) $.5,%$ ("0()#-( B:%*43)9
=$#)+1 (6"!*(+!/,*(

)︃
X ↓x→ T (x)↓1dP(x). G .$0)) $.L)& -0:,’) K#$ &$H)#

.5#1 =+$3/"$01%’( !"-/!*$/1($0"’)7 B:%*43( =$#)+1 "3@’
)︃
X c

⌋︃
x,T (x)

⌈︃
dP(x),

-#3&:03+:ML’( "5;$@%$9 $.T)*# T (x) .5#1 =$;$H3& %’ ";$@%5) $.T)*#5 x

$#%$-3#)01%$ /’@’%%$9 B:%*433 +’/03,3( c, %’=+3&)+ 𝜔1,𝜔2,𝜔p, =)+4)=#3"%$9
3 #.@. A+:23) -0’2’)&5) " (4.11) "*0M,’M# -=)43B3,%5) @0( &$@)03 ,0)%5
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(%’=+3&)+, B:%*43M =$#)+1 43*03,)-*$9 -$20’-$"’%%$-#3 " CycleGAN), *$#$+5)
%) -"(/’%5 - %’63& 3--0)@$"’%3)&.

D+3 $.:,)%33 &$@)03 =$-+)@-#"$& $=#3&3/’433 (4.11) )-#)-#")%%59 -=$-$.
@$.3#1-( .$016)2$ -;$@-#"’ &)H@: x 3 T (x) " (4.11) -$-#$3# " :")03,)%33 ")-’
λ -$$#")#-#":ML)2$ -0’2’)&$2$ " 4)0)"$9 B:%*433. P#$ =+(&$03%)9%59 =$@;$@,
%$ : %)2$ )-#1 /’&)#%$) "D%’()3$()$. U$2@’ λ ")03*$, -0’2’)&$) λ · LSim

@$&3%3+:)# %’@ @+:23&3 -0’2’)&5&3, #’*3&3 *’* LDom, 3 &$@)01 T =+$-#$
:,3#-( &3%3&3/3+$"’#1 K#: B:%*43M =$#)+1, 32%$+3+:( #$, ,#$ "5;$@%$9
$.T)*# @$0H)% .5#1 3/ 4)0)"$2$ +’-=+)@)0)%3( @’%%5; Q. A+:23&3 -0$"’&3, "
(4.11) -:L)-#":)# +2’):"2’+)/):"/0; &)H@: =+3%’@0)H%$-#1M T (x) 4)0)"$&:
+’-=+)@)0)%3M @’%%5; Q 3 -;$@-#"$& &)H@: ";$@$& x 3 "5;$@$& T (x).
D’+’&)#+ λ ↫ 0 :=+’"0()# K#$9 "/’3&$/’"3-3&$-#1M $")1(,*(+!/,*4–,8/6,*&/,
3 %3H) &5 3/:,’)&, *’* $% "03()# %’ $.:,)%%$) $#$.+’H)%3) T .

?5 "5.3+’)& CycleGAN [118] *’* .’/$":M &$@)01 @0( $4)%*3,
=$-*$01*: $%’ 3/")-#%’ *’* $@%’ 3/ $-%$"%5; &$@)0)9 @0( +)6)%3(
/’@’,3 %)=’+%$2$ =)+)"$@’ 3/$.+’H)%39. ?5 3-=$01/:)& c = 𝜔1 *’*
B:%*43M =$#)+1 @0( -$;+’%)%3( -;$@-#"’, =$-*$01*: ’"#$+5 CycleGAN
)2(’3’-;(" )/9"-;2"+’-) $O + /+"$< /0’0;$.8 ?5 +’--&’#+3"’)& =’+’&)#+
λ ↔ [0,50,100,200,250,300,350,500].

A$=$0%3#)01%$ &5 =+$"$@3& -+’"%)%3) - .$0)) -$"+)&)%%$9 &$@)01M
StarGAN-v2 [135]. D$ :&$0,’%3M StarGAN-v2 %) 3-=$01/:)# %3*’*:M
B:%*43M =$#)+1 @0( -$;+’%)%3( -;$@-#"’ 3 %) /’-#’"0()# "5;$@ .5#1
=$;$H3& %’ ";$@. D$K#$&:, ’%’0$23,%$ CycleGAN, &5 @$=$0%()& &$@)01
@$=$0%3#)01%$9 𝜔1 B:%*43)9 =$#)+1 @0( -$;+’%)%3( -;$@-#"’ 3 +’--&’#+3"’)&
λ ↔ [0,1,10,50,100,200,500].

?5 $.:,’)& $.) &$@)03 @0( /’@’, =)+)"$@’ 3/$.+’H)%39 celeba ≃ anime
(64 ↗ 64) 3 handbags ≃ shoes (128 ↗ 128) =+3 +’/03,%5; λ 3 %3H) =+3"$@3&
*’,)-#")%%5) 3 *$03,)-#")%%5) +)/:01#’#5. G $.$3; =+3&)+’; &5 =+3"$@3&
*’* 𝜔2, #’* 3 𝜔1 #+’%-=$+#%5) -#$3&$-#3 3 FID %’ 0$/0"+68 $.T)*#’;. J’.0345
33, 34, 35, 36 =$*’/5"’M# #+’%-=$+#%5) -#$3&$-#3 3 FID @0( GANs. FID 3 𝜔2

&)#+3*3 @0( %’6)2$ &)#$@’ =+3")@)%5 " $-%$"%$& #)*-#) (J’.0345 31., 31’), ’
8
J0 &#*C( 7+3/($% 3&2($1"0< >*)7(+%8("& 73 3B5’("%9 CycleGAN ) 𝜗

2
=5"*;%(< 73&(+1

%2("&%’"3)&%. K2"#*3 / >&38 )$5’#( 3B5’("%( CycleGAN 3*#.#$3)1 8("(( )&#B%$1"08 %, ’&3 /#C"3,

2#$3 (/ 3)"3/"38) 452,%< FID. 6(3C%2#""3 80 "#B$92#$% B3$(( /0)3*%( &()&3/0( &+#")73+&"0(

)&3%83)&% (*#* 𝜗
2
, &#* % 𝜗

1
). D3>&385, ’&3B0 "( 7(+(:+5C#&1 %.$3C("%(, 80 +(,%$% 3)&#/%&1 &3$1*3

>*)7(+%8("& ) CycleGAN, 3B5’(""08 ) 𝜗
1

=5"*;%(< 73&(+1 %2("&%’"3)&%.
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𝜔1 -#$3&$-#1 =+3")@)%’ %3H) " J’.034) 37. A0( :@$.-#"’ &5 "3/:’03/3+:)&
=’+5 (FID,Cost) @0( %’6)2$ &)#$@’ 3 GANs %’ S3-. 4.13.

S$2=-;0’06 ) "7/=&#$()$ (CycleGAN). Q%#)+)-%$, ,#$ @0( CycleGAN
@$.’"0)%3) %).$016$9 B:%*433 =$#)+1 3@)%#3,%$-#3 λ = 50 @’O# %) #$01*$
:&)%16)%3) #+’%-=$+#%$9 -#$3&$-#3 (=$ -+’"%)%3M - λ = 0), %$ 3 %)*$#$+$)
:0:,6)%3) FID. I@%’*$ &5 "3@3&, ,#$ #+’%-=$+#%’( -#$3&$-#1 " CycleGAN
)-#)-#")%%5& $.+’/$& :&)%16’)#-( - :")03,)%3)& ")-’ λ. U -$H’0)%3M, K#$
:&)%16)%3) -$=+$"$H@’)#-( =8=#P$()$: "3/:’01%$2$ *’,)-#"’ 3/$.+’H)%39,
-&. S3-. 4.14. ]$#( =+3 .$0163; λ -#$3&$-#1 @0( CycleGAN @)9-#"3#)01%$ &’0’,
&$@)01 9%’10)3$/1) 7$/9"-$2(’, =$-*$01*: $%’ =$+#3# *’,)-#"$ 3/$.+’H)%39.
D+3 $,)%1 .$0163; λ CycleGAN, $H3@’)&$, :,3# #$H@)-#")%%$) $#$.+’H)%3).

’&()"$%*"+# ,#-%*-(#. λ = 0 λ = 50 λ = 100 λ = 200 λ = 250 λ = 300 λ = 350 λ = 500

celeba ≃ anime
𝜔1

0.48 0.48 0.39 0.26 0.09 0.09 0.09 0.09

handbag ≃ shoes 0.42 0.36 0.34 0.31 0.32 0.22 0.16 0.07

celeba ≃ anime
𝜔2

0.33 0.32 0.24 0.11 0.01 0.02 0.02 0.01

handbag ≃ shoes 0.51 0.43 0.41 0.35 0.37 0.22 0.14 0.02

J’.034’ 33 > J)-#$"5) 𝜔1 3 𝜔2 #+’%-=$+#%5) -#$3&$-#3 CycleGAN.

’&()"$%*"+# λ = 0 λ = 50 λ = 100 λ = 200 λ = 250 λ = 300 λ = 350 λ = 500

celeba ≃ anime 22.9 20.8 35.2 88.8 122.2 123.5 120.0 122.8

handbag ≃ shoes 27.8 23.4 23.6 37.4 38.5 105.6 144.9 152.9

J’.034’ 34 > J)-#$"59 FID CycleGAN.

’&()"$%*"+# ,#-%*-(#. λ = 0 λ = 1 λ = 10 λ = 50 λ = 100 λ = 200 λ = 500

celeba ≃ anime
𝜔1

0.672 0.355 0.210 0.076 0.050 0.030 0.029

handbag ≃ shoes 0.562 0.465 0.244 0.087 0.068 0.054 0.048

celeba ≃ anime
𝜔2

0.686 0.216 0.094 0.017 0.006 0.002 0.002

handbag ≃ shoes 0.739 0.584 0.244 0.040 0.023 0.015 0.012

J’.034’ 35 > J)-#$"5) 𝜔1 3 𝜔2 #+’%-=$+#%5) -#$3&$-#3 StarGAN-v2.

’&()"$%*"+# λ = 0 λ = 1 λ = 10 λ = 50 λ = 100 λ = 200 λ = 500

celeba ≃ anime 19.55 22.40 42.30 99.68 123.76 137.8 139.11

handbag ≃ shoes 25.45 45.13 22.36 131.8 149.8 155.8 158.8

J’.034’ 36 > J)-#$"59 FID StarGAN-v2.

A0( λ, /.",#"+(&)<=(8 #$("’1"’/" &(30)14!/" -)+",*&/, CycleGAN @’O#
#+’%-=$+#%:M -#$3&$-#1, *$#$+’( .$016), ,)& : /0’(#’%0("D" OT (w = 1).
C’6 +)/:01#’# =+3 w = 8 @0( %)O %)@$-#3H3&. R’&)#3&, ,#$ " .$0163%-#")
-0:,’)" FID %’6)2$ IT &)#$@’ &)%16), ,)& : CycleGAN.
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’) J)-#$"’( 𝜔2 #+’%-=$+#%’(
-#$3&$-#1.

.) J)-#$"’( 𝜔1 #+’%-=$+#%’(
-#$3&$-#1.

S3-. 4.13 > 8+’"%)%3) #)-#$"$2$ FID 3 #+’%-=$+#%5; -#$3&$-#)9 (𝜔2 3 𝜔1) %’6)2$
IT &)#$@’ 3 CycleGAN.

’&()"$%*"+# w = 1 w = 2 w = 4 w = 8

celeba ≃ anime 0.447 0.309 0.275 0.225

handbag ≃ shoes 0.327 0.328 0.263 0.264

J’.034’ 37 > J)-#$"’( 𝜔1 #+’%-=$+#%’( -#$3&$-#1 %’63; IT $#$.+’H)%39
($.:,)%%5; - 𝜔2 #+’%-=$+#%$9 -#$3&$-#1M).

S$2=-;0’06 ) "7/=&#$()$ (StarGAN-v2). G K*-=)+3&)%#)
celeba≃anime +)/:01#’#5 StarGAN-v2 =$;$H3 %’ +)/:01#’#5 CycleGAN.
C’6 IT =+3 w = 2 0)2*$ $.)-=),3"’)# &)%16:M #+’%-=$+#%:M -#$3&$-#1
(0:,6)) -;$@-#"$), ,)& StarGAN-v2. G K*-=)+3&)%#) handbags ≃ shoes &5
-#$0*%:03-1 - %)$H3@’%%5&3 %’.0M@)%3(&3. ?5 "3@3&, ,#$ %’,3%’( - λ = 10

&$@)01 ($ /9%’+-4$0/4 - =+)$.+’/$"’%3)& %)*$#$+5; -:&$* " $.:"1, #.). K#3
-:&*3 $-#’M#-( =$,#3 %)3/&)%%5&3. ?5 /’&),’)& =$;$H)) =$")@)%3) @0(
&$@)03 vanilla GAN " K*-=)+3&)%#) ’Accept’, -&. S3-. 4.10’. P#$ $.T(-%()#
%3/*:M -#$3&$-#1 @0( &$@)03 StarGAN-v2 (λ ↫ 10). U %’6)&: :@3"0)%3M, =+3
λ = 10 &)#+3*’ FID #’*H) &’0’, %)-&$#+( %’ #$ ,#$ &$@)01 ,’-#$ =$+$H@’)#
($=#’3(6$ %$2=-;0’06, -&. "5@)0)%%5) +)/:01#’#5 %’ S3-. 4.15. R’&)#3&,
,#$, ;$#( FID ("0()#-( 63+$*$ 3-=$01/:)&$9 &)#+3*$9, $%’ "-O H) &$H)# @’"’#1
""$@(L3) " /’.0:H@)%3) $4)%*3, ,#$ &5 3 %’.0M@’)& " =$-0)@%)& -0:,’).

A$=$0%3#)01%$ &5 =+3"$@3& .$016$9 %’.$+ -0:,’9%$ -2)%)+3+$"’%%5;
3/$.+’H)%39 @0( λ = 10, ,#$.5 *’,)-#")%%$ =$*’/’#1, ,#$ :*’/’%%’(
=+$.0)&’ @)9-#"3#)01%$ /’&)#%’, -&. S3-. 4.16. P#3 %):@’,%5) +)/:01#’#5
@)&$%-#+3+:M# /:$)!(+"!!0< #$)-*(+",-0< #$(’"!(’/,*4 &$@)03. C’6 IT
&)#$@ %) -#+’@’)# $# K#$9 =+$.0)&5, ,#$ &5 *’,)-#")%%$ @)&$%-#+3+:)& %’ #$&
H) %’.$+) 3/$.+’H)%39 @0( +’/03,%5; ")-$" w, -&. S3-. 4.19.
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’) Celeba (H)%.) ≃ anime (64↗64). .) Handbags ≃ shoes (128↗128).

S3-. 4.14 > C)=’+%59 =)+)"$@ 3/$.+’H)%39 - =$&$L1M CycleGAN,
@$=$0%)%%$2$ 𝜔1 B:%*43)9 =$#)+1 3@)%#3,%$-#3 - +’/03,%5&3 ")-’&3 λ.

?’1-@3)0$-;(6$ 2’:$3’()4. C’6 ’02$+3#& =+3 @$-#’#$,%$ .$016$&
w =$/"$0()# @$-#32’#1 .$016)2$ -;$@-#"’ &)H@: ";$@$& 3 "5;$@$& .)/
:;:@6)%3( *’,)-#"’ 3/$.+’H)%39. G #$ H) "+)&( GANs %) -=+’"0(M#-( -
K#3& =+3 λ ≃ ↘. C3H) &5 $.-:H@’)&, =$,)&: K#$ =+$3-;$@3#.

?5 -%$"’ =$@,O+*3"’)&, ,#$ #3=3,%’( 4)0)"’( B:%*43( GAN (4.11)
-$-#$3# 3/ %)-*$01*3; -0’2’)&5; B:%*433 =$#)+1. U’H@$) -0’2’)&$)
-#3&:03+:)# &$@)01 @$-#32’#1 $=+)@)0O%%5; -"$9-#" (+)’03-#3,%$-#3, -;$@-#"’
-$ ";$@$& 3 #.@.). P#3 -0’2’)&5) " $.L)& -0:,’) #$/*(&/$"+)* @+:2 @+:2:,
=$-*$01*: 3&)M# +’/03,%5) &3%3&:&5 T . P#$ =+3"$@3# * %)=+3(#%$9
+2’):"2’+)/):"/0) &)H@: -0’2’)&5&3 B:%*433 =$#)+1. C’6 ’%’03/
=$*’/5"’)#, ,#$ *$%4)=#:’01%$ %)# -:L)-#")%%$9 +’/%345 &)H@: CycleGAN 3
.$0)) -$"+)&)%%$9 &$@)01M StarGAN-v2. G .$0)) $.L)& -0:,’) 0M.$9 &)#$@ %’
$-%$") GAN %’-0)@:)# =+$.0)&: "/’3&$/’"3-3&$-#3 $")1(,*(+!/,*4-,8/6,*&/.
I#03,3( GANs " $-%$"%$& -"(/’%5 - 3-=$01/$"’%3)& @+:23; ’+;3#)*#:+ 303
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’) Celeba (H)%.) ≃ anime (64↗64). .) Handbags≃ shoes (128↗128).
S3-. 4.15 > C)=’+%59 =)+)"$@ 3/$.+’H)%39 - =$&$L1M StarGAN-v2,

@$=$0%)%%$2$ 𝜔1 B:%*43)9 =$#)+1 3@)%#3,%$-#3 - +’/03,%5&3 ")-’&3 λ.

@$=$0%3#)01%5; B:%*439 =$#)+1. D$K#$&: &5 -,3#’)&, ,#$ @$=$0%3#)01%5)
-+’"%)%3( 3/.5#$,%5, =$-*$01*: $%3 &$2:# %) @’#1 %$"5; "5"$@$".

G $#03,3) $# :*’/’%%5; &$@)0)9, (’P :$0"# ($ 4+-4$0/4 /=::"<

K=(1>)< 9"0$%;. C’6’ 4)0)"’( B:%*43( (4.9) &$H)# "520(@)#1 *’*
=+(&’( -:&&’ #+’%-=$+#%$9 -#$3&$-#3 3 -$-#(/’#)01%$9 B:%*433 =$#)+1; "
%’6)& &)#$@) @)9-#"3#)01%$ )-#1 2)%)+’#$+ (#+’%-=$+#%5) $#$.+’H)%3( T )
3 @3-*+3&3%’#$+ (=$#)%43’0 f), *$#$+5) $.:,’M#-( ,)+)/ 4)0)":M B:%*43M
=$3-*’ -)@0$"$9 #$,*3 maxf minT . J)& %) &)%)) K#$ "3@3&$) /8"#/0+" /

:$0"#’:) (’ "/("+$ GAN "7:’(3)+". C’6: 4)0)":M B:%*43M maxf minT
&$H%$ +’--&’#+3"’#1 *’* 0’2+’%H3’%, 3 $%’ ($0)9)3(’ @0( GANs: 2)%)+’#$+
%’;$@3#-( "$ "%:#+)%%)9 /’@’,) $=#3&3/’433 minT , #$2@’ *’* " GANs 4)0)"’(
B:%*43( 3&))# "3@ minT maxf . G %’6)& -0:,’), *’* 3 " @+:23; %)9+$-)#)"5;
@"$9-#")%%5; &)#$@’; OT, 2)%)+’#$+ ("0()#-( -$-#(/’#)01%5& =$ $#%$6)%3M
* @3-*+3&3%’#$+:, %$ %) %’$.$+$#, *’* " GANs. A$=$0%3#)01%$) $.-:H@)%3)
&)#$@$" OT -&. " [A1], [3, !4.3] 303 [63].
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S3-. 4.16 > C)=’+%59 =)+)"$@ 3/$.+’H)%39 handbags " shoes (128↗128) -
=$&$L1M StarGAN-v2, @$=$0%)%%$2$ 𝜔1 B:%*43)9 =$#)+1 3@)%#3,%$-#3
(λ = 10). D$-*$01*: StarGAN-v2 ("0()#-( -#$;’-#3,)-*3& =$@;$@$&

($@3%-*$-&%$23&), &5 "3/:’03/3+:)& %)-*$01*$ -2)%)+3+$"’%%5; $.T)*#$" @0(
+’/03,%5; ")*#$+$" 6:&’ z. C):@’,%5) +)/:01#’#5 (=0$;$ =+)$.+’/$"’%%5)

-:&*3, *$#$+5) $-#’M#-( =$,#3 %)3/&)%%5&3) "5@)0)%5 1%’/(6:.

GANs -#+)&(#-( -.’0’%-3+$"’#1 -0’2’)&5) B:%*433 =$#)+1 LDom 3 LSim.
C’6’ 4)0)"’( B:%*43( $=#3&3/’433 %’*0’@5"’)# $2+’%3,)%3) T 𝜀P ↭ wQ ,)+)/
$.:,)%3) =$#)%43’0’ f (#’*H) 3/")-#%$2$ *’* &%$H3#)01 N’2+’%H’) 3 -+)@3
@$=:-#3&5; $#$.+’H)%39 T 3L)# #$, *$#$+$) @’O# %’3&)%16:M #+’%-=$+#%:M
-#$3&$-#1. G/’3&$/’"3-3&$-#1 +)’03-#3,%$-#1–-;$@-#"$ $#-:#-#":)#. A0(
=$0%$#5 =$@,)+*%O&, ,#$ =+3 :")03,)%33 w FID " J’.034) 31. :;:@6’)#-(
%) 3/-/’ -%3H)%3( *’,)-#"’ 3/$.+’H)%39, ’ =$#$&: ,#$ %’6 &)#$@ =$*+5"’)#
&)%16:M ,’-#1 Q. FID $#+34’#)01%$ +)’23+:)# %’ K#$ [34, S3-. 1b].

4.6 G"9"-()0$-;(6$ L1/9$%):$(0’-;(6$ %$2=-;0’06

4.6.1 .$%>$90)+(’4 /0"):"/0;

G K#$& +’/@)0) &5 =$*’/5"’)&, ,#$ /’("0)%%5) "5"$@5 $-#’M#-(
-=+’")@03"5&3 @0( #+’%-=$+#%5; -#$3&$-#)9, $#03,%5; $# 𝜔2. A0( K#$2$
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S3-. 4.17 > Celeba (H)%L3%5) ≃ anime (+’/&)+ 3/$.+’H)%39 64↗64,
=)+4)=#3"%’( -#$3&$-#1).

!"#$%&% w = 1 w = 2 w = 4 w = 8

’(!"#)*+ FID 9.21 12.98 17.24 22.08

’(!"#),- .(/0(."$)1,- !"#$%#!"& 0.954 0.794 0.667 0.545

’(!"#),- 𝜔2 !"#$%#!"& 0.303 0.209 0.153 0.103

J’.034’ 38 > J)-#$"59 FID 3 𝜔2, =)+4)=#3"%5) #+’%-=$+#%5) -#$3&$-#3 %’63;
IT $#$.+’H)%39, $.:,)%%5; - =)+4)=#3"%$9 #+’%-=$+#%$9 -#$3&$-#1M.

&5 =+$"$@3& @$=$0%3#)01%5) K*-=)+3&)%#5 - 3-=$01/$"’%3)& #"$>"#*(&!/5
#+’%-=$+#%$9 -#$3&$-#3 3/ [A1]. ?5 3-=$01/:)& #) H) 23=)+=’+’&)#+5, ,#$
3 " %’63; K*-=)+3&)%#’; - 𝜔2 -#$3&$-#1M.

M1/9$%):$(0’-;(6$ %$2=-;0’06. U’,)-#")%%5) +)/:01#’#5
=$*’/5"’M#, ,#$ -;$@-#"$ &)H@: ";$@%5&3 3/$.+’H)%3(&3 x 3 3/$.+’H)%3(&3
T̂ (x), =$0:,)%%5&3 - =$&$L1M %’6)2$ IT &)#$@’, $.:,)%%$2$ - =)+4)=#3"%$9
-#$3&$-#1M, +’-#O# - :")03,)%3)& ")-’ w, -&. S3-. 4.17. J’.034’ 38
*$03,)-#")%%$ =$@#")+H@’)# K#3 %’.0M@)%3(, =$*’/5"’(, ,#$ *’* =)+4)=#3"%5),
#’* 3 𝜔2 -+)@%3) #+’%-=$+#%5) -#$3&$-#3 &)H@: ";$@%5&3 3/$.+’H)%3(&3 3
+)/:01#’#’&3 =)+)"$@’ :&)%16’M#-( - :")03,)%3)& w. D+3 K#$& IT, $.:,)%%59
- =)+4)=#3"%$9 -#$3&$-#1M, @’O# &)%1639 FID, ,)& IT &)#$@, $.:,)%%59
- 𝜔2 -#$3&$-#1M.
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4.6.2 R"-;P)$ 2(’3$()4 +$/"+"D" 9’%’:$0%’

G K#$& +’/@)0) &5 =+)@-#’"0()& +)/:01#’#5 IT &)#$@’, $.:,)%%$2$ - 𝜔2

-#$3&$-#1M 3 =’+’&)#+’&3 w = 16,32. ?5 "3@3&, ,#$, " $#03,3) $# CycleGAN,
*$#$+59 %) =)+)"$@3# 3/$.+’H)%3( 034 " 3/$.+’H)%3( ’%3&) =+3 .$0163;
=’+’&)#+’; λ, %’6 IT &)#$@ =+$@$0H’)# =)+)"$@3#1 034’ " ’%3&) @’H) =+3
.$0163; /%’,)%3(; w. ?5 *$03,)-#")%%$ $4)%3"’)& =$0:,)%%5) +)/:01#’#5 "
J’.034) 39. U’* 3 $H3@’0$-1, -+)@%3) #+’%-=$+#%5) -#$3&$-#3 :&)%16’M#-( -
:")03,)%3)& w, #$2@’ *’* FID %)&%$2$ :")03,3"’)#-(. U’,)-#")%%5) +)/:01#’#5
@0( @$=$0%3#)01%5; ")-$" =+3")@)%5 %’ S3-. 4.18.

!"#$%&%
23#,.#$% (%4567’"’$ !,+,6#)’%67#$% (%4567’"’$

w = 1 w = 2 w = 4 w = 8 w = 16 w = 32

’(!"#)*+ FID 14.65 20.79 22.18 22.84 24.86 28.28

’(!"#),- 𝜔2 !"#$%#!"& 0.297 0.154 0.133 0.094 0.091 0.083

J’.034’ 39 > J)-#$"5) FID 3 𝜔2 #+’%-=$+#%’( -#$3&$-#1 @0( IT $#$.+’H)%39,
$.:,)%%5; %’63& &)#$@$&.

S3-. 4.18 > Celeba (H)%L3%5) ≃ anime (64↗64).
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4.6.3 G"9"-()0$-;(6$ %$2=-;0’06 #-4 𝜔2 /0"):"/0)

C3H) &5 =+)@-#’"0()& @$=$0%3#)01%5) +)/:01#’#5 @0( %’6)2$ IT
’02$+3#&’, $.:,)%%$2$ - 𝜔2 -#$3&$-#1M 3 =’+’&)#+’&3 w = 1,2,4,8.

S3-. 4.19 > Handbag ≃ shoes (128↗128).

S3-. 4.20 > Textures ≃ chairs (64↗64).
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S3-. 4.21 > Ffhq ≃ comics (128↗128).

4.7 G$0’-) L1/9$%):$(0"+

.%$#"7%’7"01’. A0( "-); %’.$+$" @’%%5; &5 %$+&3+:)& /%’,)%3(
RGB-*’%’0$" 3/$.+’H)%39 * @3’=’/$%: [-1, 1]. U’* " [13], &5 -%’,’0’
=)+)&’-6#’.3+:)& "5+$"%)%%5) 3/$.+’H)%3( 034 ’%3&) @$ +’/&)+’ 512↗512.
R’#)&, ,#$.5 "5@)03#1 $.0’-#1 034’, "5+)/’)& B+’2&)%# +’/&)+’ 256↗256 -
4)%#+$&, +’-=$0$H)%%5& %’ 14 =3*-)0)9 "56) 4)%#+’ 3/$.+’H)%3(. R’#)&
@0( "-); %’.$+$" @’%%5;, *+$&) %’.$+’ #)*-#:+, 3/&)%()& +’/&)+ 3/$.+’H)%39
@$ #+).:)&$2$ +’/+)6)%3( (64↗64 303 128↗128). A0( %’.$+$" @’%%5; 034 3/
*$&3*-$" 3 -#:01)" 3-=$01/:)#-( ’:2&)%#’43( " "3@) -0:,’9%$2$ 2$+3/$%#’01%$2$
$#+’H)%3(. !%’0$23,%$ [4], 3/$.+’H)%3( #)*-#:+ &5 =)+)&’-6#’.3+:)&
#’*, ,#$.5 &)%16’( -#$+$%’ 3&)0’ +’/&)+ 300 =3*-)0)9, /’#)& =+3&)%()&
-0:,’9%:M $.+)/*: - 3/&)%)%3)& +’/&)+’ ($# 128 @$ 300 =3*-)0)9) 3 -0:,’9%5)
2$+3/$%#’01%5) 3 ")+#3*’01%5) $#+’H)%3(. D$-0) K#$2$ &5 3/&)%()& +’/&)+
3/$.+’H)%39 @$ #+).:)&$2$ +’/+)6)%3( (64↗64 303 128↗128).

B$<%"/$0). G !4.5.1 &5 3-=$01/:)& =$0%$-"(/%5) -)#3 *’* @0(
$#$.+’H)%3( Tθ, #’* 3 @0( =$#)%43’0’ fϖ. G !4.5.2 &5 3-=$01/:)& ’+;3#)*#:+:
UNet [144] @0( #+’%-=$+#%$2$ $#$.+’H)%3( Tθ 3 ResNet [145] @3-*+3&3%’#$+
WGAN-QC [146] " *’,)-#") =$#)%43’0’ fϖ. ?5 @$.’"0()& @$=$0%3#)01%59
B3%’01%59 -0$9 x ⇑≃ →|x| * fϖ, ,#$.5 -@)0’#1 )2$ "5;$@5 %)=$0$H3#)01%5&3.



143

E90):)2’>)4. ?5 3-=$01/:)& $=#3&3/’#$+ Adam [85] - =’+’&)#+’&3 β

=$ :&$0,’%3M *’* @0( Tθ, #’* 3 @0( fϖ. 8*$+$-#1 $.:,)%3( +’"%’ lr = 10→4.
?5 3-=$01/:)& =0’%3+$"L3* MultiStepLR, *$#$+59 :&)%16’)# lr " 2 +’/’ =$-0)
(5+5·w)K, (20+5·w)K, (40+5·w)K 3 (70+5·w)K 3#)+’439 fϖ, 2@) w ↔ {1,2,4,8}→
")-$"$9 =’+’&)#+. S’/&)+ .’#,’ +’")% |X| = 256 @0( &$@)01%$2$ K*-=)+3&)%#’
’Wi-Fi’, |X| = 4096 @0( &$@)01%$2$ K*-=)+3&)%#’ ’Accept’ 3 |X| = 64 @0(
K*-=)+3&)%#$" =$ =)+)"$@: 3/$.+’H)%39. Y3-0$ "%:#+)%%3; 3#)+’439 Tθ +’"%$
kT = 10. G &$@)01%5; K*-=)+3&)%#’; &5 %’.0M@’)& -;$@3&$-#1 =+3&)+%$ /’
30K $.L3; 3#)+’439 fϖ @0( ’Wi-Fi’ 3 =+3&)+%$ /’ 70K 3#)+’439 @0( ’Accept’. G
K*-=)+3&)%#’; =$ =)+)"$@: 3/$.+’H)%39 &5 "5=$0%()& =+3&)+%$ 70K 3#)+’439
@0( %’.$+$" @’%%5; +’/&)+’ 128↗128 3 =+3&)+%$ 40K 3#)+’439 @0( %’.$+$"
@’%%5; +’/&)+’ 64↗64. G K#3; K*-=)+3&)%#’; &5 =$-#)=)%%$ :")03,3"’)& w

" #),)%3) =)+"5; 20K 3#)+’439 fϖ: %’,3%’)& - w = 1 3 03%)9%$ :")03,3"’)&
)2$ @$ #+).:)&$2$ /%’,)%3( w (2, 4 303 8).

*63)/-)0$-;(’4 /-"&("/0; $.:,)%3( IT $#$.+’H)%39 /’"3-3# $#
%’.$+’ @’%%5;, +’/&)+’ 3/$.+’H)%39 3 ")-’ w. G+)&( -;$@3&$-#3 :")03,3"’)#-(
- +$-#$& w: "$/&$H%5) =+3,3%5 $=3-’%5 =+3 $.-:H@)%33 $2+’%3,)%39 &)#$@’,
-"(/’%%5; - !"(,#/1430"’%’( &%./$-)’( (!4.8). G 4)0$& $.:,)%3) /’%3&’)#
$# 2 (@0( w = 1) @$ 6 (@0( w = 8) @%)9 %’ $@%$9 GPU Tesla V100.

4.8 ED%’()3$()4 :$0"#’

.$%$/$1’@F)$/4 ("/)0$-). Q-=$01/$"’%3) IT &$H)# .5#1
%)$.$-%$"’%%5&, *$2@’ X = Y 3 Supp(P) =)+)-)*’)#-( - Supp(Q). C’=+3&)+,
)-03 c(x,y) @$-#32’)# &3%3&:&’ =$ y ↔ Y @0( /’@’%%$2$ x ↔ X =+3 x = y

(%’=+3&)+, @0( c = 𝜔2), #$ IT $#$.+’H)%3( (=+3 .$0163; w) &$2:# -#+)&3#1-(
/’@’"’#1 T (x) = x @0( "-); x ↔ Supp(P) 𝒟 Supp(Q), #.). %) =)+)&)L’#1 &’--:
#$,)* x 3/ K#$2$ =)+)-),)%3(. ?5 =+3"$@3& 300M-#+’#3"%59 &$@)01%59
2D =+3&)+ %’ S3-. 4.22..

ED%’()3$(("$ %’2(""7%’2)$. G %)*$#$+5; -0:,’(; IT $#$.+’H)%3(
&$2:# @’"’#1 "5+$H@)%%5) +)6)%3(. C’ S3-. 4.22’ &5 =+3"$@3& &$@)01%59
2D =+3&)+ IT $#$.+’H)%3( (w = 20), *$#$+$) $#$.+’H’)# "-) ";$@%5) $.T)*#5
=$,#3 " $@%: 3 #: H) #$,*:. C’ S3-. 4.7’ (=)+)"$@ texture ≃ chair) "3@%$,
,#$ - :")03,)%3)& w IT $#$.+’H)%3) =$+$H@’)# &)%16) &’0)%1*3; -#:01)", %$
.$016) *+:=%5; *+)-)0. G ,’-#%$-#3, =+3 w = 8 =$("0(M#-( #$01*$ *+)-0’,
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-&. S3-. 4.7’. P#$ -"(/’%$ - #)&, ,#$ $%3 .03H) (=$ 𝜔2) * #)*-#:+’& 3/-/’
&)%16)9 =0$L’@3 .)0$2$ B$%’.

’) ED%’()3$(("$ %’2(""7%’2)$. IT
$#$.+’H)%3) =+3 w ≃ ↘ ("0()#-(
"5+$H@)%%5&: $%$ $#$.+’H’)# "-M

&’--: P " $@%: ")+63%: #+):2$01%3*’
Q. D+3&)+ =$*’/5"’)# $.:,)%%$) IT

$#$.+’H)%3) - .$0163& w = 20,
’==+$*-3&3+:ML)) K#$# c0:,’9.

.) .$%$/$1’@F)$/4 ("/)0$-). D+3
w ≃ ↘ IT $#$.+’H)%3) ("0()#-(

#$H@)-#")%%5&: $%$ %) =)+)&)L’)#
")+$(#%$-#%:M &’--: P. D+3&)+

=$*’/5"’)# $.:,)%%$) IT $#$.+’H)%3)
- .$0163& w = 8, ’==+$*-3&3+:ML))

=+)@)01%59 -0:,’9.
S3-. 4.22 > ?$@)01%5) 2D =+3&)+5, =$*’/5"’ML3) @"’ =$#)%43’01%5;

$2+’%3,)%3( IT $#$.+’H)%39.

B$)/9"-;2=$:6$ +67"%1). G ;$@) K*-=)+3&)%#$" &5 /’&)#303, ,#$
$.:,)%3) &$@)03 /’&)@0()#-( - :")03,)%3)& w. G$/&$H%’( =+3,3%’ -$-#$3# "
#$&, ,#$ %)*$#$+5) "5.$+*3 3/ Q -#’%$"(#-( %)3%B$+&’#3"%5&3 @0( $.:,)%3(
(K#$ -0)@:)# 3/ %’6)2$ D+)@0$H)%3( 4.9.1). Q%#:3#3"%$, #’ ,’-#1 Supp(Q), "
*$#$+:M "5.$+*3 3/ P !" .:@:# $#$.+’H’#1-(, %)3%B$+&’#3"%’ @0( $.:,)%3(.
?5 300M-#+3+:)& K#$# KBB)*# %’ &$@)01%$& =+3&)+) ’Wi-Fi’ 3 -#+$3&
23-#$2+’&&: /%’,)%39 f ↑ %’ S3-. 4.23. I@%$ 3/ "$/&$H%5; %)2’#3"%5;
=$-0)@-#"39 K#$2$ %’.0M@)%3( -$-#$3# " #$&, ,#$ $.:,)%3) IT $#$.+’H)%39
303, " .$0)) $.L)& -0:,’), ,’-#3,%5; OT $#$.+’H)%39 &$H)# )-#)-#")%%5&
$.+’/$& #+).$"’#1 .$0163; $.:,’ML3; %’.$+$" @’%%5;.

ED%’()3$(("/0; 1"-)3$/0+$((68 :$0%)1. G K*-=)+3&)%#’; (!4.5)
&5 3-=$01/:)& $2+’%3,)%%$) ,3-0$ *$03,)-#")%%5; &)#+3*. P#$ -"(/’%$ - #)&,
,#$ -:L)-#":ML3) %)=’+%5) &)#+3*3, %’=+3&)+ FID [141], KID [147] 3 #.@., ($

9"#8"#40 #-4 (’P$< 9"/0’("+1). I%3 %’4)0)%5 %’ =+$")+*: +’")%-#", #’*3;
*’* T 𝜀P = Q, #$2@’ *’* %’63 $.:,)%%5) $#$.+’H)%3( #/ #/,*$/"!(< 3& %)
:@$"0)#"$+(M# ($%3 /’;"’#5"’M# #$01*$ ,’-#1 Q). S’/+’.$#*’ &)#+3* *’,)-#"’
@0( +),*(+!%8 2)%)+’#3"%5; &$@)0)9 ("0()#-( "’H%5& %’=+’"0)%3)& .:@:L3;
3--0)@$"’%39. G #$ H) "+)&( @0( %’6)2$ &)#$@’ &5 =+3")03 &$@)01%59 2D
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’) D$")+;%$-#1 f ↑

($.:,)%’ - w = 1).
.) D$")+;%$-#1
f ↑ (w = 3

2).
") D$")+;%$-#1 f ↑

(w = 3).
2) ^3-#$2+’&&5
f ↑(y) @0( y ′ Q.

S3-. 4.23 > Q00M-#+’43( ($)/9"-;2=$:68 +67"%"1. C’ S3-. 4.23’, 4.23.,
4.23" &5 "3/:’03/3+:)& =$")+;%$-#1 $.:,)%%$2$ =$#)%43’0’ f ↑ %’ =+3&)+)

’Wi-Fi’ 3 w ↔ {1,32 , 3}. C’ S3-. 4.23., 4.23" =$#)%43’0 /’%:0()#-( %’ @:2’; Q, "
*$#$+5) &’--’ P %) $#$.+’H’)#-(, #.). f ↑(y) = 0. C’ S3-. 4.232 &5 -#+$3&

+’-=+)@)0)%3) /%’,)%39 f ↑(y) @0( y ′ Q. A0( w ↔ {3
2 ,3} &5 "3@3& .$0163)

=3*3 $*$0$ f ↑(y) = 0, @$=$0%3#)01%$ @)&$%-#+3+:ML3), ,#$ =$#)%43’0 +’")%
%:0M %’ %)*$#$+$9 ,’-#3 Q.

’%’03/ (!4.5.1) 3 3%#)+=+)#3+:)&5) &)#+3*3 (!4.5.2), #’*3) *’* #+’%-=$+#%’(
-#$3&$-#1 (J’.034’ 31’).

B$/=F$c0+=@F)$ IT "0"7%’&$()4. Q-#3%%5) IT =0’%5 &)H@:
P,Q &$2:# .5#1 %)@)#)+&3%3+$"’%%5&3, #$2@’ *’* %’6 =$@;$@ $.:,’)#
#$01*$ @)#)+&3%3+$"’%%$) $#$.+’H)%3) T . J)& %) &)%)) .0’2$@’+( %’6)&:
D+)@0$H)%3M 4.3.2 @0( *’H@$2$ ϑ > 0 "-)2@’ -:L)-#":)# @)#)+&3%3+$"’%%$)
$#$.+’H)%3) Tϑ𝜀P ↭ wQ, *$#$+$) @’O# ϑ--:.$=#3&’01%:M -#$3&$-#1)︃
X c

⌋︃
x,Tϑ(x)

⌈︃
dP(x) ↭ Costw(P,Q) + ϑ. J’*3& $.+’/$&, IT -#$3&$-#1 (4.6) &$H%$

-*$01 :2$@%$ ;$+$6$ ’==+$*-3&3+$"’#1 @)#)+&3%3+$"’%%5&3 #+’%-=$+#%5&3
$#$.+’H)%3(&3. G$/&$H%59 -=$-$. &$@3B343+$"’#1 %’6 ’02$+3#& @0(
$.:,)%3( -#$;’-#3,)-*3; =0’%$" -$-#$3# " @$.’"0)%33 -0:,’9%$2$ 6:&’ z %’
";$@ 2)%)+’#$+’ T (x,z), ;$#( K#$# =$@;$@ &$H)# -#+’@’#1 $# 32%$+3+$"’%3(
z, -&. [3, !5.1].

I"&(6$ %$P$()4 ) ($/0’7)-;("/0). N’2+’%H)"5 4)0)"5) B:%*433,
#’*3) *’* (4.9), =$#)%43’01%$ &$2:# 3&)#1 $=#3&’01%5) -)@0$"5) #$,*3 (f ↑,T ↑),
" *$#$+5; T ↑ %) ("0()#-( OT $#$.+’H)%3)&. J’*3) T ↑ %’/5"’M#-( 1/B!%’(
$"9"!(7’( [4] 3 &$2:# .5#1 $@%$9 3/ =+3,3% %)-#’.301%$-#)9 $.:,)%3(. N$H%5)
+)6)%3( &$H%$ :-#+’%3#1, +’--&’#+3"’( OT -$ -#+$2$ "5=:*05&3 ,1).%’(
B:%*43(&3 -#$3&$-#3 [3, D+30$H)%3) H].
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4.9 ."0$(>)’-;("$ +-)4()$

ED%’()3$()4 + +)#$ ($%’+$(/0+ #-4 D$($%’0)+(68 :"#$-$<.

E$0163%-#"$ 4)0)"5; B:%*439 $=#3&3/’433 " 2)%)+’#3"%5; &$@)0(;
(2)%)+’#3"%$--$-#(/’#)01%5; -)#(;, @3BB:/3$%%5; &$@)0(;, %$+&’03/:ML3;
=$#$*’; 3 #.@.) #+).:M#, ,#$.5 -2)%)+3+$"’%%’( &)+’ :@$"0)#"$+(0’
$2+’%3,)%3M " "3@) $)&"!,*&), %’=+3&)+ T 𝜀P = Q, 2@) T 𝜀P ("0()#-(
-2)%)+3+$"’%%$9 &)+$9, ’ Q > &)+$9 @’%%5;. P#’ +’.$#’ @)&$%-#+3+:)#,
,#$ "&)-#$ K#$2$ &$H%$ #+).$"’#1 "5=$0%)%3( $2+’%3,)%3( " "3@) !"$)&"!,*&),
%’=+3&)+ T 𝜀P ↭ wQ, 3 =+3&)%(#1 #’*:M =$-#’%$"*: * /’@’,’& .$016$2$
&’-6#’.’. ]$#( " @’%%$9 +’.$#) &5 " =)+":M $,)+)@1 B$*:-3+:)&-( %’
/’@’,) =)+)"$@’ 3/$.+’H)%39, &5 -,3#’)&, ,#$ 3@)3, =+)@-#’"0)%%5) " @’%%$9
20’"), 3&)M# %)-*$01*$ /’&)#%5; =)+-=)*#3" @0( @’01%)96)2$ :0:,6)%3( 3
=+30$H)%39. ?5 =)+),3-0()& 3; %3H).

(1) T’/0)3(6< OT. I.:,)%3) -$=$-#’"0)%39 &)H@: &)+’&3 !"$)&!/5
&’--5 ("0()#-( +’-=+$-#+’%O%%$9 #)&$9, *$#$+’( :H) 3&))# =)+-=)*#3"%5)
=+30$H)%3( " .3$0$233 $@3%$,%5; *0)#$* [21; 23; 128]. W=$&(%:#5) +’.$#5
3-=$01/:M# %)-.’0’%-3+$"’%%59 OT [28]. P#$ /’@’,’ .)/ $2+’%3,)%39, 2@)
+’-=+)@)0)%3) &’--5 &(2*$ *$%#+$03+:)#-( +)2:0(+3/’43)9 3/-/’ ,)2$ &$H)#
.5#1 #+:@%$ *$%#+$03+$"’#1, *’* 3&)%%$ +’-=+)@)0()#-( &’--’. Q-=$01/$"’%3)
,’-#3,%$2$ OT, *$#$+59 %’*0’@5"’)# HO-#*3) $2+’%3,)%3( " "3@) %)+’")%-#",
=$#)%43’01%$ &$H)# +)63#1 K#: =+$.0)&:. S’--&$#+)%%’( %’&3 IT (4.6)
/’@’,’ ("0()#-( ,’-#%5& -0:,’)& ,’-#3,%$2$ OT (4.4). J’*3& $.+’/$&, @’%%$)
3--0)@$"’%3) =$0)/%$ @0( .:@:L)2$ +’/"3#3( &)#$@$" ,’-#3,%$2$ OT.

(2) U/0"<3)+"/0; ) "7(’%=&$()$ +67%"/"+. C’6 IT &)#$@
-$=$-#’"0()# ";$@%:M &)+: P #$01*$ - ,’-#1M 4)0)"$9 &)+5 Q. P#$ -"$9-#"$
=$#)%43’01%$ &$H)# 3-=$01/$"’#1-(, ,#$.5 -@)0’#1 $.:,)%3) :-#$9,3"5&,
%’=+3&)+ 32%$+3+$"’#1 "5.+$-5 " 4)0)"$& %’.$+) @’%%5;. G’H%$, ,#$ "5.$+
"5.+$-$" 3 :+$")%1 /’2+(/%)%3( %’-#+’3"’M#-( ,)+)/ c(x,y) 3 w, %$ 3; "5.$+
&$H)# .5#1 %)$,)"3@%5&. G #$ H) "+)&( =$#)%43’0 f ↑ /’%:0()#-( %’ "5.+$-’;,
#.). "5.$+*’; " Supp(Q), " *$#$+5) &’--’ %) =)+)%$-3#-(.

.%$#-"&$()$ 4.9.1 (D$#)%43’0 /’%:0()#-( %’ "5.+$-’;). F$(
#$"6#/1/B"!(78 2"/$"’% 4.3.4 $)&"!,*&/ f ↑(y) = 0 &%#/1!7"*,7 617 &,"8
y ↔ Supp(Q) \ Supp(T ↑𝜀P).
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?5 K&=3+3,)-*3 300M-#+3+:)& K#$ :#")+H@)%3) " !4.8. U’* -0)@-#"3)
K#$2$ :#")+H@)%3(, "$/&$H%5& =$.$,%5& +)/:01#’#$& %’6)2$ &)#$@’ ("0()#-(
$=+)@)0)%3) "5.+$-$" f ↑(y) @0( 4)0)"5; @’%%5;. J’*3) =+30$H)%3( OT
("0(M#-( =)+-=)*#3"%5&3, 3 :H) -:L)-#":M# +’.$#5 [49; 116; 148], +’/"3"’ML3)
=$@;$@5, ,#$.5 -@)0’#1 OT .$0)) :-#$9,3"5&.

4.10 G"1’2’0$-;/0+’ 0$"%$0)3$/1)8 %$2=-;0’0"+

I$::’ 4.10.1. (E)31(+(’/,*4) F0,*4 µ,1 ↔ M(Y). 2/:6) µ ↭ 1 &%#/1!7"*,7
*/:6) ( */14-/ */:6), -/:6) 617 -)B6/5 f ↔ C(Y), 06/&1"*&/$7<="5 f ↭ 0,
&%#/1!7"*,7

)︃
Y f(y)dµ(y) ↫

)︃
Y f(y)d1(y).

D/-)3)*"14,*&/ S"’’% 4.10.1. F-03 µ ↭ 1, #$ %)+’")%-#"$
)︃
Y f(y)d(µ →

1)(y) ↫ 0 @0( 0M.$9 (3/&)+3&$9) f ↭ 0 -0)@:)# 3/ $=+)@)0)%3( 3%#)2+’0’
N).)2’. C3H) &5 @$*’/5"’)& :#")+H@)%3) " @+:2:M -#$+$%:.

D+)@=$0$H3& =+$#3"%$), #.).
)︃
Y f(y)d(µ → 1)(y) ↫ 0 @0( *’H@$9

%)=+)+5"%$9 f ↭ 0, %$ =+3 K#$& 1 ⊋ µ. D$-0)@%)) $/%’,’)#, ,#$ -:L)-#":)#
3/&)+3&$) A ⊤ Y , :@$"0)#"$+(ML)) µ(A) > 1(A). D:-#1 ϑ = 1

2

⌋︃
µ(A) →

1(A)
⌈︃
> 0. S’--&$#+3& $#+34’#)01%:M 3%@3*’#$+%:M B:%*43M fA(y), *$#$+’(

+’"%’ →1, )-03 y ↔ A, 3 0, )-03 y /↔ A. S’--&$#+3& &)+: "’+3’433
|1 → µ| ↔ M+(Y). E0’2$@’+( [149, D+)@0$H)%3) 7.9], %)=+)+5"%5) B:%*433
C(Y) =0$#%5 " =+$-#+’%-#") L1(|µ → 1|). D$K#$&: -:L)-#":)# B:%*43(
fA,ϑ ↔ C(Y), :@$"0)#"$+(ML’(

)︃
Y |fA(y)→fA,ϑ(y)|d

⨆︀⨆︀µ→1|(y) < ϑ. ?5 $=+)@)0()&

f→
A,ϑ(y)

def

= min{0,fA,ϑ(y)} ↭ 0. P#$ %)=$0$H3#)01%’( %)=+)+5"%’( B:%*43(,
3 @0( y ↔ Y "5=$0%()#-( |fA(y) → fA,ϑ(y)| ↫ |fA(y) → f→

A,ϑ(y)|, =$-*$01*: fA
=+3%3&’)# #$01*$ %)=$0$H3#)01%5) /%’,)%3( {0,→ 1}. G5"$@3&

[︃

Y
f→
A,ϑ(y)d(µ→ 1)(y) =

=1(A)→µ(A)=→2ϑ⎞ ⎡⃥︁ ⎛[︃

Y
fA(y)d

⌋︃
µ→ 1

⌈︃
(y)+

[︃

Y
(f→

A,ϑ(y)→ fA(y))d
⌋︃
µ→ 1

⌈︃
(y) ↭

→2ϑ+

[︃

Y
|f→

A,ϑ(y)→ fA(y)|d
⨆︀⨆︀µ→ 1

⨆︀⨆︀(y) ↭ →2ϑ+

[︃

Y
|fA,ϑ(y)→ fA(y)|d

⨆︀⨆︀µ→ 1
⨆︀⨆︀(y) ↭

→2ϑ+ ϑ = →ϑ < 0,

,#$ =+$#3"$+),3# #$&: B’*#:, ,#$
)︃
Y f(y)d(µ → 1)(y) ↫ 0 @0( *’H@$9

%)=+)+5"%$9 f ↭ 0. J’*3& $.+’/$&, µ ↭ 1.
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D/-)3)*"14,*&/ 0*&"$B6"!(7 4.3.1. A0( %’,’0’ @$*’H)&, ,#$ !w(P,Q)

("0()#-( -0’.$-* *$&=’*#%5& &%$H)-#"$&. G5.)+)& 0M.:M =$-0)@$"’#)01%$-#1
εn ↔ !w(P,Q). I%’ $2+’%3,)%’, =$-*$01*: "-) εn ("0(M#-( ")+$(#%$-#%5&3
&)+’&3 (↓εn↓1 = 1). 80)@$"’#)01%$, =$ #)$+)&) E’%’;’-!0’$20: [88, S’&*’
1.2] -:L)-#":)# =$@=$-0)@$"’#)01%$-#1 εnk , -0’.$-↑ -;$@(L’(-( * %)*$#$+$9
ε ↔ M(X ↗ Y). I-#’O#-( =+$")+3#1, ,#$ ε ↔ !w(P,Q). D:-#1 (µnk ,1nk)

$.$/%’,’M# &’+23%’05 εnk , ’ (µ,1) → &’+23%’05 ε. G5.)+)& 0M.:M
f ↔ C(Y) - f ↭ 0. D$-*$01*: εnk ↔ !w(P,Q), "5=$0%()#-( 0 ↭ 1nk ↭ wQ,
w
)︃
Y f(y)dQ(y)↭

)︃
Y f(y)d1nk(y)↭0 (N)&&’ 4.10.1). Q&))&

[︃

Y
f(y)d1(y) =

[︃

X↗Y
f(y)dε(x,y) = lim

k≃↘

[︃

X↗Y
f(y)dεnk(x,y) = lim

k≃↘

[︃

Y
f(y)d1nk(y).

D$-0)@%39 =+)@)0 ↫ w
)︃
Y f(y)dQ(y) 3 ↭ 0. D$-*$01*: K#$ "5=$0%()#-( @0(

*’H@$9 %)=+)+5"%$9 f ↭ 0, &5 /’*0M,’)&, ,#$ 0 ↭ 1 ↭ wQ. !%’0$23,%5&
’%’03/$& &$H%$ @$*’/’#1, ,#$ µ = P 3 ε ↫ 0. J’*3& $.+’/$&, ε ↔ !w(P,Q) 3
!w(P,Q) ("0()#-( -0’.$-* *$&=’*#%5&.

Z:%*43$%’0 ε ⇑≃
)︃
X↗Y c(x,y)dε(x,y) %)=+)+5")% " =+$-#+’%-#") M(X↗Y),

-%’.HO%%$& -0’.$9-↑ #$=$0$23)9, =$-*$01*: c : X ↗ Y ≃ R %)=+)+5"%’.
D$-*$01*: !w(P,Q) ("0()#-( *$&=’*#%5& &%$H)-#"$&, -:L)-#":)# ε↑ ↔
!w(P,Q), @$-#32’ML’( &3%3&:&’ %’ !w(P,Q). P#$ -0)@:)# 3/ #)$+)&5
G)9)+6#+’--’ $ @$-#3H)%33 K*-#+)&:&’ 3 /’")+6’)# @$*’/’#)01-#"$.

R)7-)"D%’K)3$/1"$ 2’:$3’()$. S)/:01#’#5, =$*’/5"’ML3)
-:L)-#"$"’%3) &3%3&3/’#$+$" ε↑ " ,’-#3,%$& OT (4.4), :H) -:L)-#":M#,
-&. [121, N)&&’ 2.2] 303 [17, !2]. I%3 #’*H) $.)-=),3"’M# -:L)-#"$"’%3)
&3%3&3/’#$+$" " %’6)9 /’@’,) IT (4.6). I@%’*$ ’"#$+5 3/:,’M# ,’-#%59
-0:,’9, *$2@’ P,Q 3&)M# =0$#%$-#3 %’ X ,Y ⊤ RD. D17 #/1!/*% &5 "*0M,’)&
$#@)01%$) @$*’/’#)01-#"$ -:L)-#"$"’%3(, =$-*$01*: %) #+).:)& =+)@=$0$H)%3(
’.-$0M#%$9 %)=+)+5"%$-#3. A$*’/’#)01-#"$ =+$"$@3#-( - =$&$L1M $.5,%$9
#);%3*3, $-%$"’%%$9 %’ -0’.$9-* *$&=’*#%$-#3 " @"$9-#")%%5; =+$-#+’%-#"’;,
3 ’%’0$23,%$ [88, J)$+)&’ 1.4], 2@) @$*’/5"’)#-( -:L)-#"$"’%3) &3%3&3/’#$+$"
@0( /’@’,3 OT (4.2). C’6) @$*’/’#)01-#"$ %)&%$2$ .$0)) #);%3,)-*$) 3/-/’
$2+’%3,)%3( " "3@) %)+’")%-#"’.
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D/-)3)*"14,*&/ 0*&"$B6"!(7 4.3.2. D:-#1 ε↑ ↔ !w(P,Q) → IT =0’%.
S’--&$#+3& /’@’,: OT &)H@: P 3 ε↑

y
:

min
ε↔!(P,ε↑

y)

[︃

X↗Y
c(x,y)dε(x,y). (4.12)

I*’/5"’)#-(, ,#$ ε↑ ("0()#-( /@)-1 &3%3&3/’#$+$&. D+)@=$0$H3& =+$#3"%$),
#.). ,#$ -:L)-#":)# .$0)) $=#3&’01%59 =0’% εℜ ↔ !(P,ε↑

y
), :@$"0)#"$+(ML39

[︃

X↗Y
c(x,y)dεℜ(x,y) <

[︃

X↗Y
c(x,y)dε↑(x,y)

⌋︃
= Costw(P,Q)

⌈︃
. (4.13)

P#$# =0’% =$ $=+)@)0)%3M !(P,ε↑
y
) :@$"0)#"$+()# εℜ

x
= P 3 εℜ

y
= ε↑

y
↭ wQ,

#.). εℜ ↔ !w(P,Q). I@%’*$ (4.13) =+$#3"$+),3# #$&: B’*#:, ,#$ ε↑ ("0()#-( IT
=0’%$& " (4.6), =$-*$01*: εℜ @’O# &)%16:M -#$3&$-#1. J’*3& $.+’/$&, min "
(4.12) +’")% Costw(P,Q) " (4.6).

E0’2$@’+( [88, J)$+)&’ 1.33], /’@’,’ (4.12) 3&))# #$ H) &3%3&’01%$)
/%’,)%3), ,#$ 3 inf " /’@’,) ?$%H’

inf
T 𝜔P=ε↑

y

[︃

X
c
⌋︃
x,T (x)

⌈︃
dP(x), (4.14)

#.). @0( *’H@$2$ ϑ > 0 -:L)-#":)# Tϑ : X ≃ Y , :@$"0)#"$+(ML)) Tϑ𝜀P = ε↑
y

3)︃
X c

⌋︃
x,Tϑ(x)

⌈︃
dP(x) < Costw(P,Q) + ϑ. I-#’O#-( =$@-#’"3#1 K#$ Tϑ " /’@’,: IT

?$%H’ (4.5), ,#$.5 =$0:,3#1 -#$3&$-#1 =)+)%$-’, ϑ-.03/*:M * IT -#$3&$-#3
U’%#$+$"3,’ (4.6). D$-*$01*: K#$ +’.$#’)# @0( "-); ϑ > 0, &5 /’*0M,’)&, ,#$
min " (4.6) -$"=’@’)# - inf " (4.5).

D/-)3)*"14,*&/ *"/$"’% 4.3.3. D:-#1 !(P) ⊤ P(X ↗ Y) $.$/%’,’)#
=$@&%$H)-#"$ ")+$(#%$-#%5; &)+ ε ↔ P(X ↗Y), :@$"0)#"$+(ML3; εx = P.
S’--&$#+3& B:%*43$%’0 I : !(P) ≃ {0, + ↘}, $=+)@)0O%%59 *’*
I(ε)

def

= supf↭0

)︃
Y f(y)d

⌋︃
wQ → εy

⌈︃
(y), 2@) sup .)+O#-( =$ %)=$0$H3#)01%5&

f ↔C(Y). Q/ N)&&5 4.10.1 3&))& I(ε)=0, *$2@’ ε↔!w(P,Q), 3 I(ε)=+↘ 3%’,).
A)9-#"3#)01%$, )-03 -:L)-#":)# %)=$0$H3#)01%’( B:%*43(, :@$"0)#"$+(ML’()︃
Y f(y)d

⌋︃
wQ → εy

⌈︃
(y) > 0, #$ B:%*43( Cf (@0( C > 0) #’*H) :@$"0)#"$+()#

K#$&: :-0$"3M 3 @’O# " C +’/ .$016)) /%’,)%3), *$#$+$) -#+)&3#-( * ↘ =+3
C ≃ ↘. ?5 3-=$01/:)& I(ε), ,#$.5 "*0M,3#1 =+’"$) $2+’%3,)%3) εy ↭ wQ 3/
ε ↔ !w(P,Q) " 4)0)":M B:%*43M 3 =$0:,3#1 /’@’,:, K*"3"’0)%#%:M (4.6):

min
ε↔!w(P,Q)

[︃

X↗Y

c(x,y)dε(x,y) = min
ε↔!(P)

⟨ [︃

X↗Y

c(x,y)dε(x,y) + I(ε)

⟩
=
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min
ε↔!(P)

⟨ [︃

X↗Y

c(x,y)dε(x,y) + sup
f↭0

[︃

Y

f(y)d
⌋︃
wQ→ εy

⌈︃
(y)

⟩
=

min
ε↔!(P)

sup
f↭0

⟨ [︃

X↗Y

c(x,y)dε(x,y) +

[︃

Y

f(y)d
⌋︃
wQ→ εy

⌈︃
(y)

⟩
= (4.15)

sup
f↭0

min
ε↔!(P)

⟨ [︃

X↗Y

c(x,y)dε(x,y) +

[︃

Y

f(y)d
⌋︃
wQ→ εy

⌈︃
(y)

⟩
= (4.16)

sup
f↭0

⟨
min

ε↔!(P)

⎧ [︃

X↗Y

c(x,y)dε(x,y)→
[︃

Y

f(y)dεy(y)
⎫
+ w

[︃

Y

f(y)dQ(y)

⟩
=

sup
f↭0

⟨
min

ε↔!(P)

⎧ [︃

X↗Y

c(x,y)dε(x,y)→
[︃

X↗Y

f(y)dε(x,y)
⎫
+ w

[︃

Y

f(y)dQ(y)

⟩
= (4.17)

sup
f↭0

⟨
min

ε↔!(P)

⎧[︃

X

[︃

Y

c(x,y)dε(y|x) dP(x)⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=dεx(x)

→
[︃

X

[︃

Y

f(y)dε(y|x)dP(x)⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=dεx(x)

⎫
+w

[︃

Y

f(y)dQ(y)

⟩
= (4.18)

sup
f↭0

⟨
min

ε↔!(P)

⎧[︃

X

[︃

Y

⌋︃
c(x,y)→ f(y)

⌈︃
dε(y|x)dP(x)

⎫
+ w

[︃

Y

f(y)dQ(y)

⟩
(4.19)

D+3 =)+);$@) $# (4.15) * (4.16) &5 3-=$01/:)& &3%3&’*-%:M #)$+)&:, ,#$.5
=$&)%(#1 &)-#’&3 sup 3 min [112, C0)@-#"3) 2]. P#$ "$/&$H%$, =$-*$01*:
"5+’H)%3) " (4.15) ("0()#-( .303%)9%5& B:%*43$%’0$& =$ (ε, f). J’*3&
$.+’/$&, $%$ "5=:*0$ =$ ε 3 "$2%:#$ =$ f . G #$ H) "+)&( !(P) ("0()#-(
"5=:*05& 3 (-0’.$-*) *$&=’*#%5& &%$H)-#"$&. D$-0)@%)) &$H%$ =$0:,3#1
’%’0$23,%$ *$&=’*#%$-#3 !w(P,Q) " @$*’/’#)01-#") D+)@0$H)%3( 4.3.1. D+3
=)+);$@) $# (4.17) * (4.18) &5 3-=$01/:)& #)$+)&: $ @)/3%#)2+’433 &)+5, ,#$.5
=+)@-#’"3#1 dε(x,y) *’* &’+23%’0 dεx(x) = dP(x) 3 -)&)9-#"$ :-0$"%5; &)+
dε(y|x) %’ Y . R’&)#3&, ,#$

min
ε↔!(P)

[︃

X

[︃

Y

⌋︃
c(x,y)→ f(y)

⌈︃
dε(y|x)dP(x)

⎫
↫

[︃

X

min
y↔Y

⌋︃
c(x,y)→ f(y)

⌈︃

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
=f c(x)

dP(x). (4.20)

8 @+:2$9 -#$+$%5, +’--&$#+3& 3/&)+3&:M -)0)*43M T : X ≃ Y @0(
&%$2$/%’,%$2$ $#$.+’H)%3( x ⇑≃ argminy↔Y

⌋︃
c(x,y) → f(y)

⌈︃
. I%’ -:L)-#":)#

.0’2$@’+( [126, J)$+)&’ 18.19]. G +)/:01#’#) @0( @)#)+&3%3+$"’%%$2$ =0’%’
εT = [id, T ]𝜀P &3%3&:& " (4.20) @)9-#"3#)01%$ @$-#32’)#-(. D$K#$&: (4.20)
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("0()#-( +’")%-#"$&. I.T)@3%(( (4.19) 3 (4.20), =$0:,’)&

Costw(P,Q)= min
ε↔!w(P,Q)

[︃

X↗Y

c(x,y)dε(x,y)=sup
f↭0

⟨[︃

X

f c(x)dP(x)+w

[︃

Y

f(y)dQ(y)

⟩
.(4.21)

I-#’O#-( @$*’/’#1, ,#$ sup " =+’"$9 ,’-#3 %’ -’&$& @)0) @$-#32’)#-(
%’ %)*$#$+$9 %)=$0$H3#)01%$9 f ↑ ↔ C(Y). D:-#1 f1,f2, . . . ↔ C(Y) →
=$-0)@$"’#)01%$-#1 %)=$0$H3#)01%5; B:%*439, @0( *$#$+5; lim

n≃↘

⎧ )︃
X f c

n
(x)dP(x)+

w
)︃
Y fn(y)dQ(y)

⎫
= Costw(P,Q). A0( g ↔ C(X ) $=+)@)03& (c,→)-=+)$.+’/$"’%3)

g(c,→)(y)
def

= min
⧸︃
min
x↔X

⌋︃
c(x,y) → g(x)

⌈︃
, 0
⧹︃

↭ 0. D$*’H)&, ,#$ $%$ @’O#
(+’"%$&)+%$) %)=+)+5"%:M %)=$0$H3#)01%:M B:%*43M, :@$"0)#"$+(ML:M
|g(c,→)(y)→ g(c,→)(yℜ)| ↭ φ

⌋︃
↓y → yℜ↓Y

⌈︃
, 2@) φ → &$@:01 %)=+)+5"%$-#3 c(x,y).

8%’,’0’ +’--&$#+3& B:%*43M gc(y) = minx↔X{c(x,y)→ g(x)} 3 @$*’H)&,
,#$ $%’ +’"%$&)+%$ %)=+)+5"%’. R’&)#3&, ,#$ =$-*$01*: %)=+)+5"%’( B:%*43(
c $=+)@)0)%’ %’ *$&=’*#%$& &%$H)-#") X ↗ Y , $%’ +’"%$&)+%$ %)=+)+5"%’ %’
X ↗ Y . 80)@$"’#)01%$, -:L)-#":)# &$@:01 %)=+)+5"%$-#3 φ : [0,+↘) ≃ [0,↘)

#’*$9, ,#$ @0( "-); (x,y),(xℜ,yℜ) ↔ X ↗ Y "5=$0%)%$

|c(x,y)→ c(xℜ,yℜ)| ↭ φ(||x→ xℜ||X + ||y → yℜ||Y),

=+3,O& B:%*43( φ %) :.5"’)#, %)=+)+5"%’ " %:0) 3 :@$"0)#"$+()# φ(0) = 0.
D:-#1 #$,*’ xℜ ↔ X @$-#’"0()# &3%3&:& " $=+)@)0)%33 gc(yℜ). J$2@’

gc(y)→gc(yℜ)↭
⌋︃
c(xℜ,y)→ g(xℜ)

⌈︃
→
⌋︃
c(xℜ,yℜ)→g(xℜ)

⌈︃
=c(xℜ,y)→ c(xℜ,yℜ) ↭ φ

⌋︃
dY(y,y

ℜ)
⌈︃
.

?)%(( y 3 yℜ &)-#’&3, =$0:,’)& |gc(y)→ gc(yℜ)| ↭ φ
⌋︃
dY(y,yℜ)

⌈︃
. 80)@$"’#)01%$,

B:%*43( gc +’"%$&)+%$ %)=+)+5"%’.
D$ $=+)@)0)%3M g(c,→)(y) = min{gc(y),0}. D$-*$01*: B:%*43( t ⇑≃

min{t,0} ("0()#-( 1-03=634)"$9, 3&))&
⨆︀⨆︀⨆︀g(c,→)(y)→g(c,→)(yℜ)

⨆︀⨆︀⨆︀= |min{gc(y),0}→min{gc(yℜ),0}| ↭ |gc(y)→gc(yℜ)| ↭ φ
⌋︃
dY(y,y

ℜ)
⌈︃
.

J’*3& $.+’/$&, B:%*43( g(c,→) #’*H) +’"%$&)+%$ %)=+)+5"%’.
D+)H@) ,)& =+$@$0H3#1, "5@)03& @"’ "’H%5; B’*#’, *$#$+5) &5

.:@)& 3-=$01/$"’#1 %3H). S’--&$#+3& 0M.5) g ↔ C(X ) 3 0 ↫ h ↔ C(Y),
:@$"0)#"$+(ML3) g(x) + h(y) ↭ c(x,y) @0( "-); (x,y) ↔ X ↗ Y . G$-=)+"5;,
3/ $=+)@)0)%3( (c,→)-=+)$.+’/$"’%3( "3@%$, ,#$ @0( "-); (x,y) ↔ X ↗ Y
"5=$0%()#-( 0 ↫ g(c,→) ↫ h 3

g(x) + h(y) ↭ g(x) + g(c,→)(y) ↭ c(x,y), (4.22)
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#.). (g,g(c,→)) #’*H) :@$"0)#"$+()# =+)@=$0$H)%3(& @0( (g,h). G$-"#$+5;, 3/
$=+)@)0)%3( --=+)$.+’/$"’%3( -0)@:)#, ,#$ hc ↫ g 3

g(x) + h(y) ↭ hc(x) + h(y) ↭ c(x,y), (4.23)

#.). =’+’ (hc,h) :@$"0)#"$+()# #)& H) =+)@=$0$H)%3(&, ,#$ 3 (g,h).
J)=)+1 ")+%O&-( * %’6)9 =$-0)@$"’#)01%$-#3 f1,f2, . . . . A0( *’H@$2$ n 3

(x,y) ↔ X ↗ Y 3&))& f c

n
(x) + fn(y) ↭ c(x,y). A’0)),

f c

n
(x)+fn(y)↭f c

n
(x)+(f c

n
)(c,→)(y)↭

⌋︃
(f c

n
)(c,→)

⌈︃c
(x)+(f c

n
)(c,→)(y)

⧸︃
↭ c(x,y)

⧹︃
, (4.24)

2@) -%’,’0’ &5 3-=$01/$"’03 (4.22) - (g,h) = (f c

n
,fn), ’ /’#)& 3-=$01/$"’03 (4.23)

- (g,h) = (f c

n
,
⌋︃
f c

n

⌈︃(c,→)
). G ,’-#%$-#3, 3&))& f c

n
↭

⌋︃
(f c

n
)(c,→)

⌈︃c 3 fn ↭ (f c

n
)(c,→).

8:&&3+:( K#3 %)+’")%-#"’ - ")-’&3 1 3 w, @0( "-); (x,y) ↔ X ↗ Y =$0:,’)&

f c

n
(x) + wfn(y) ↭

⌋︃
(f c

n
)(c,→)

⌈︃c
(x) + w(f c

n
)(c,→)(y) = hc

n
(x) + whn(y), (4.25)

2@) @0( :@$.-#"’ $.$/%’,’)& hn

def

=(f c

n
)(c,→). Q%#)2+3+:( (4.25) =$ (x,y)′P↗Q,

=$0:,’)&
[︃

X
f c

n
(x)dP(x) + w

[︃

Y
fn(y)dQ(y) ↭

[︃

X
hc

n
(x)dP(x) + w

[︃

Y
hn(y)dQ(y). (4.26)

P#$ $/%’,’)#, ,#$ =$#)%43’0 hn @’O# %) &)%16)) /%’,)%3) @"$9-#")%%$9
4)0)"$9 B:%*433, ,)& fn. G +)/:01#’#) =$-0)@$"’#)01%$-#1 h1,h2 . . . #’*H)
:@$"0)#"$+()# lim

n≃↘

⎧ )︃
X hc

n
(x)dP(x) + w

)︃
Y hn(y)dQ(y)

⎫
= Costw(P,Q). J)=)+1

/’.:@)& =+$ f1,f2, . . . 3 .:@)& +’.$#’#1 - h1,h2, . . . .
G-) B:%*433 hn +’"%$-#)=)%%$ %)=+)+5"%5, =$-*$01*: 3&)M# $@3%

3 #$# H) &$@:01 %)=+)+5"%$-#3 φ, #’* *’* =$ $=+)@)0)%3M ("0(M#-(
(c,→)-=+)$.+’/$"’%3(&3. D:-#1 vn(y)

def

= hn(y)→maxy→↔Y hn(yℜ). P#’ B:%*43(
#’*H) %)=$0$H3#)01%’ 3 +’"%$&)+%$ %)=+)+5"%’. R’&)#3&, ,#$ vn @’)# %)
&)%16)) /%’,)%3) @"$9-#")%%$9 4)0)"$9 B:%*433, ,)& hn. P#$ -0)@:)# 3/
:-0$"3( w↫1 3 $=+)@)0)%3( vc

n
=hc

n
+maxy→↔Y hn(yℜ), ,#$ "0),)# hc

n
(x)+whn(y) ↭

vc
n
(x) + wvn(y). G #$ H) "+)&( "-) vn +’"%$&)+%$ $2+’%3,)%5. A)9-#"3#)01%$,

=:-#1 yn ↔ Y → 0M.’( #$,*’, " *$#$+$9 vn(yn) = 0. J$2@’ @0( "-); y ↔ Y
"5=$0%()#-( |vn(y)| = |vn(y)→ vn(yn)| ↭ φ

⌋︃
↓y → yn↓Y

⌈︃
↭ φ

⌋︃
diam(Y)

⌈︃
. D$K#$&:

=$ #)$+)&) !+4)0’–!-*$03 -:L)-#":)# =$@=$-0)@$"’#)01%$-#1 vnk , $)&!/’"$!/
-;$@(L’(-( * %)*$#$+$9 f ↑ ↔ C(Y ). D$-*$01*: "-) vnk ↭ 0, #’*H) "5=$0%()#-(
f ↑ ↭ 0. I-#’O#-( =+$")+3#1, ,#$ f ↑ @$-#32’)# -:=+)&:&’ " (4.21).
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A0( %’,’0’ @$*’H)&, ,#$ vc
nk

+’"%$&)+%$ -;$@3#-( * (f ↑)c. I.$/%’,3&
↓vnk → f ↑↓↘ = ϑk. A0( "-); (x,y) ↔ X ↗ Y 3&))&

c(x,y)→ f ↑(y)→ ϑk ↭ c(x,y)→ vnk(y) ↭ c(x,y)→ f ↑(y) + ϑk (4.27)

=$-*$01*: |vnk(y)→ f ↑(y)| ↭ ↓vnk → f ↑↓↘ = ϑk. E)+( miny↔Y " (4.27), =$0:,’)&
(f ↑)c(x) → ϑk ↭ vc

nk
(x) ↭ (f ↑)c(x) + ϑk. D$-*$01*: K#$ "5=$0%()#-( @0( "-);

x ↔ X , &5 @$*’/’03, ,#$ ↓vc
nk

→ (f ↑)c↓↘ ↭ ϑk. P#$ $/%’,’)#, ,#$ vc
nk

#’*H)
+’"%$&)+%$ -;$@3#-( * (f ↑)c, =$-*$01*: limk≃↘ ↓vnk → f ↑↓↘ = limk≃↘ ϑk = 0.
E0’2$@’+( +’"%$&)+%$9 -;$@3&$-#3 3&))&

Costw(P,Q) = lim
k≃↘

⟨[︃

X
(vnk)

c(x)dP(x) + w

[︃

Y
vnk(y)dQ(y)

⟩
=

[︃

X
(f ↑)c(x)dP(x) + w

[︃

Y
f ↑(y)dQ(y). (4.28)

?5 /’*0M,’)&, ,#$ f ↑ ("0()#-( 3-*$&5& &’*-3&3/’#$+$& (4.21).

R)7-)"D%’K)3$/1"$ 2’:$3’()$. 8:L)-#":)# B$+&:0’ @"$9-#")%%$-#3
@0( ,’-#3,%$2$ OT (4.4), -&. [121, !2], *$#$+’( &$H)# .5#1 -")@)%’ *
B$+&:0) @"$9-#")%%$-#3 @0( /’@’,3 IT (4.6). I@%’*$ +)/:01#3+:ML:M
B$+&:0: #+:@%$ -$$#%)-#3 - %’6)9 (4.7). ?5 %) /%’)&, *’* "5")-#3 $@%:
B$+&:0: 3/ @+:2$9. E$0)) "’H%$, ,#$ %)=$%(#%$, *’* =+)"+’#3#1 3;
B$+&:0: " "5,3-03#)01%59 ’02$+3#&. C’6’ B$+&:0’ @’O# "$/&$H%$-#1
-@)0’#1 K#$ - =$&$L1M =)+)B$+&:03+$"*3 @"$9-#")%%$9 /’@’,3 *’* /’@’,3
=$3-*’ -)@0$"$9 #$,*3, ,#$ " %’-#$(L)) "+)&( -#’%$"3#-( -#’%@’+#%5& @0(
%)9+$-)#)"$2$ OT, -&. [3; 63; 64]. ?5 @’@3& @$=$0%3#)01%5) *$&&)%#’+33
=$-0) -0)@:ML)2$ @$*’/’#)01-#"’. G#$+’( ,’-#1 "5"$@’ %’6)9 B$+&:05
(-:L)-#"$"’%3) &’*-3&3/’#$+’ f ↑) "@$;%$"0)%’ [88, D+)@0$H)%3) 1.11], 2@)
=$*’/5"’)#-( -:L)-#"$"’%3) &’*-3&3/’#$+$" @0( -#’%@’+#%$2$ OT (4.2).

D/-)3)*"14,*&/ *"/$"’% 4.3.4. D$ $=+)@)0)%3M f ↑ 3&))&

Costw(P,Q) =

min
T :X≃Y

L(f ↑,T )= min
T :X≃Y

[︃

X

⎧
c
⌋︃
x,T (x)

⌈︃
→f ↑⌋︃T (x)

⌈︃⎫
dP(x)+w

[︃

Y
f ↑(y)dQ(y) ↭ (4.29)

[︃

X

⎧
c
⌋︃
x,T ↑(x)

⌈︃
→ f ↑⌋︃T ↑(x)

⌈︃⎫
dP(x) + w

[︃

Y
f ↑(y)dQ(y) = (4.30)

[︃

X
c
⌋︃
x,T ↑(x)

⌈︃
dP(x)→

[︃

Y
f ↑(y)d

⧸︃
T ↑𝜀P

⧹︃
(y) + w

[︃

Y
f ↑(y)dQ(y) =
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Costw(P,Q) +

[︃

Y
f ↑(y)d

⧸︃
wQ→ T ↑𝜀P

⧹︃
(y)

⃥︁ ⎛⎞ ⎡
↭0 (<’00# 4.10.1)

↭ Costw(P,Q).(4.31)

P#$ $/%’,’)#, ,#$ "-) %)+’")%-#"’ " (4.29)-(4.31) ("0(M#-( +’")%-#"’&3.
D$-*$01*: (4.29) +’"%$ (4.30), 3&))& T ↑ ↔ argmin

T :X≃Y
L(f ↑,T ).

R)7-)"D%’K)3$/1"$ 2’:$3’()$ (0$"%$0)3$/1’4 3’/0;). Q@)(
#)$+)&5 =$;$H’ %’ 3@)M [64, N)&&’ 4.2], [3, Lemma 4], [63, Theorem 2], 2@)
@$*’/5"’)#-(, ,#$ -$$#")#-#":ML3) 4)0)"5) B:%*433 =$3-*’ -)@0$"$9 #$,*3
maxf minT L(f,T ) &$2:# 3-=$01/$"’#1-( @0( "$--#’%$"0)%3( $=#3&’01%$2$ T ↑

3/ !"-/*/$%8 $=#3&’01%5; -)@0$"5; #$,)* (f ↑,T ↑). C’6 B:%*43$%’0 (4.9)
$#03,’)#-(, 3 : %’- )-#1 $2+’%3,)%3) f ↭ 0. R@)-1 &5 -%$"’ =$@,O+*3"’)&, ,#$
%) @0( "-); -)@0$"5; #$,)* (f ↑,T ↑) $.(/’#)01%$ "5=$0%()#-(, ,#$ T ↑ ("0()#-(
IT $#$.+’H)%3)&, -&. $.-:H@)%3) " $2+’%3,)%3(; (!4.8).

R)7-)"D%’K)3$/1"$ 2’:$3’()$ (’-D"%)0:)3$/1’4 3’/0;). Y#$.5
"5")-#3 %’6: /’@’,: $=#3&3/’433 =$3-*’ -)@0$"$9 #$,*3 (4.9), &5 3-=$01/:)&
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,#$
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Y f ↑(y)d
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(y) = 0. C’=$&%3&, ,#$ f ↑ ↭ 0. P#$ $/%’,’)#,

,#$ f(y) = 0 @0( y ↔ Supp
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. A)9-#"3#)01%$, =+)@=$0$H3&

=+$#3"%$), #.). ,#$ -:L)-#":)# %)*$#$+$) y ↔ Supp
⌋︃
wQ → T ↑𝜀P
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, @0(

*$#$+$2$ f(y) < 0. G K#$& -0:,’) #$ H) -’&$) "5=$0%()#-( @0( "-); yℜ

" &’0$9 $*+)-#%$-#3 U #$,*3 y, =$-*$01*: f %)=+)+5"%’. G #$ H) "+)&()︃
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(y) ↭

)︃
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("0()#-( %)$#+34’#)01%$9 &)+$9, :@$"0)#"$+(ML)9
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(U) > 0 =$
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#’*H) @0( y ↔ Supp(Q) \ Supp(T ↑𝜀P).
R)7-)"D%’K)3$/1"$ 2’:$3’()$. F-03 +’--&’#+3"’#1 B:%*43$%’0

L(f,T ) " (4.10) *’* 0’2+’%H3’%, :#")+H@)%3) 4.9.1 &$H%$ +’--&’#+3"’#1 *’*
-0)@-#"3) @$=$0%(ML)9 %)HO-#*$-#3 " :-0$"3(; U’+:6’-U:%’-J’**)+’ [152].
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arXiv preprint arXiv:1910.12958. > 2019.

91. BackhoR-Veraguas, J. Existence, duality, and cyclical monotonicity for weak
transport costs / J. Backhoa-Veraguas, M. Beiglböck, G. Pammer // Calculus
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