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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Ëèíåéíûå îïòèìèçàöèîííûå ìî-

äåëè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ýêîíîìèêå è òåõíèêå, çàäà÷àõ ïîìåõîóñòîé-

÷èâîãî àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ãàðàíòèðóþùåãî îöåíèâàíèÿ

ïàðàìåòðîâ, ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è êëàññèôèêàöèè. Óêàçàííûå ìîäåëè

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ äâóõ êëàññîâ: ñèñòåì ëèíåé-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êî-

òîðûå îáúåäèíÿåò ñîâìåñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Òàê, ðåçóëüòàòû, ïî-

ëó÷åííûå äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èìåþò âàæíîå

çíà÷åíèå è äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ìîùíûé

ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ íåðàçðåøèìûå çàäà÷è ëèíåé-

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îñíîâíûìè ïðè÷èíàìè èõ âîçíèêíîâåíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ ïîãðåøíîñòè (øóì) â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, îøèáêè îêðóãëåíèÿ,

âîçíèêàþùèå ïðè âû÷èñëåíèÿõ â àðèôìåòèêå ñ êîíå÷íîé ðàçðÿäíîñòüþ, à

òàêæå íå÷åòêîñòü è ïðîòèâîðå÷èâîñòü èíôîðìàöèè, èñïîëüçóþùåéñÿ ïðè

ïîñòðîåíèè óêàçàííûõ ìîäåëåé. Òàêèå çàäà÷è ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðîòèâî-

ðå÷èâûìè èëè íåñîáñòâåííûìè.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íåñîáñòâåííàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîäåðæàòåëüíóþ èíôîðìàöèþ îá èññëåäóåìîì

ïðîöåññå èëè ÿâëåíèè íåïîñðåäñòâåííî, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â åå óòî÷-

íåíèè, èçìåíåíèè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äîëæíà áûòü ïîëó÷åíà ñîáñòâåííàÿ

çàäà÷à, â íåêîòîðîì ñìûñëå ¾áëèçêàÿ¿ ê èñõîäíîé. Ò.å. âîçíèêàåò çàäà÷à

ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ. Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ìàëîé

ðàçìåðíîñòè, òî ñèòóàöèÿ íåðàçðåøèìîñòè ïðåîäîëåâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðî-

ñòûìè ñðåäñòâàìè: êîíòðîëü ïðàâèëüíîñòè èñõîäíûõ äàííûõ ñ ïîñëåäóþ-

ùåé èõ ïðàâêîé, îñëàáëåíèå íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé èëè èõ ïîëíîå èñêëþ-

÷åíèå èç ìîäåëè è ò.ä. Îäíàêî â ñëó÷àå ìîäåëè âûñîêîé ðàçìåðíîñòè èëè

ïðè àâòîìàòèçèðîâàííîì (ïðîãðàììíîì) ôîðìèðîâàíèè ìîäåëè, íåîáõîäè-

ìû áîëåå ñëîæíûå (ïðîãðàììíî îáåñïå÷åííûå) ñðåäñòâà êîððåêöèè äàí-

íûõ. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðè÷íàÿ êîððåêöèÿ ìîæåò ÿâëÿòüñÿ èíñòðóìåíòîì

îáðàáîòêè äàííûõ (èíôîðìàöèè), ïîçâîëÿþùèì ðåøàòü çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ çàøóìëåííûìè, íåîïðåäåëåííûìè, íå÷åòêèìè äàííû-

ìè, ÷òî ïîçâîëÿåò åå âêëþ÷èòü â îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ
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èíôîðìàòèêè.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èçó÷åíèå ìåòîäîâ êîððåêöèè äàííûõ íåñîáñòâåí-

íûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî íîâûì íà-

ïðàâëåíèåì ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè, ïðåäïîñûëêè ê èññëå-

äîâàíèþ ïðîáëåì êîððåêöèè äàííûõ íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ è ïðîòèâîðå÷èâûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ìîæíî ïðîñëåäèòü åùå â ðàáîòàõ À.Í. Òèõîíîâà. Ñèñòåìàòè÷åñêèå

æå èññëåäîâàíèÿ â äàííîé îáëàñòè áûëè íà÷àòû â 80-õ ãîäàõ (XX âåêà)

È.È. Åðåìèíûìè, åãî ó÷åíèêàìè è êîëëåãàìè: Í.Í. Àñòàôüåâûì, À.À. Âà-

òîëèíûì, Âë.Ä. Ìàçóðîâûì, Ë.Ä. Ïîïîâûì, Â.Ä. Ñêàðèíûì, Ñ.Ï. Òðîôè-

ìîâûì, Â.Í. Ôðîëîâûì è äðóãèìè.

Â ðàáîòàõ ïåðå÷èñëåííûõ àâòîðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñîáñòâåííûå

çàäà÷è ëèíåéíîãî è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ââîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ òåðìèíîëîãèÿ è êëàññèôèêàöèÿ íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ, ñòðîèòñÿ è èññëåäóåòñÿ òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè, ââîäÿòñÿ è

èññëåäóþòñÿ äèñêðåòíûå àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé � êîìèòåòíûå êîíñòðóê-

öèè, ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîëíîé

èëè ÷àñòè÷íîé (ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé èëè íåðàâåíñòâ) ïàðà-

ìåòðè÷åñêîé êîððåêöèè è èõ ñîäåðæàòåëüíàÿ, â îñíîâíîì ýêîíîìè÷åñêàÿ,

èíòåðïðåòàöèÿ. Â áîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ êîððåêöèÿ

ïî âåêòîðó ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíèé è êîýôôèöèåíòàì âåêòîðà öåëåâîé

ôóíêöèè.

Â êîíöå 90-õ ãîäîâ (XX â.) èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè êîððåêöèè íåñîá-

ñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûëè ïðîäîëæåíû (à òàê-

æå ïðîäîëæàþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ) â ÂÖ èì. À.À. Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ

è Ìîñêîâñêîì ïåäàãîãè÷åñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå Â.À. Ãîðå-

ëèêîì, åãî ó÷åíèêàìè è êîëëåãàìè: Â.È. Åðîõèíûì, Â.À. Êîíäðàòüåâîé,

Î.Â. Ìóðàâüåâîé, Ð.Ð. Èáàòóëëèíûì, Ð.Â. Ïå÷åíêèíûì, È.À. Çîëòîåâîé è

äðóãèìè. Óêàçàííûìè àâòîðàìè øèðîêî èññëåäîâàëàñü êîððåêöèÿ íåñîâ-

ìåñòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè óñëîâèè íåîò-

ðèöàòåëüíîñòè ðåøåíèÿ, à òàê æå ïîêàçàíà èõ òåñíàÿ ñâÿçü ñ çàäà÷àìè

ìàòðè÷íîé êîðåêöèè íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Êðîìå òîãî, êîððåêöèÿ äîïóñòèìîé îáëàñòè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ áåç îáåñïå÷åíèÿ íåïóñòîòû äîïóñòèìîé îáëàñòè ñîîòâåò-

ñòâóþùåé äâîéñòâåííîé çàäà÷è, íå ãàðàíòèðóåò ñîáñòâåííîñòü ñêîððåêòè-
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ðîâàííîé ëèíåéíîé îïòèìèçàöèîííîé ìîäåëè. Îäíèìè èç ïåðâûõ òðóäîâ

â îáëàñòè ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äâîéñòâåííîé ïàðû çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ áûëè ðàáîòû Åðåìèíà È.È., Âàòîëèíà À.À., Òðîôèìîâà

Ñ.Ï., Àñòàôüåâà Í.Í., Åðîõèíà Â.È. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàáîòû â îáëàñòè

ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äâîéñòâåííîé ïàðû çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ àêòèâíî âåäóòñÿ Åðîõèíûì Â.È., Êðàñíèêîâûì À.Ñ., Áàðêàëîâîé Î.Ñ.

íå òîëüêî ïî êðèòåðèþ åâêëèäîâîé íîðìû, íî è ïî ìèíèìóìó ïîëèýäðàëü-

íûõ íîðì.

Îäíàêî ïðèìåíåíèå òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ïðèâîäèò êàê ê óâåëè-

÷åíèþ ðàçìåðíîñòè ðåøàåìîé çàäà÷è, òàê è ê óñëîæíåíèþ àëãîðèòìà åå

ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó, âàæíûì àñïåêòîì ÿâëÿåòñÿ êàê ìîæíî áîëåå òî÷íîå

îïðåäåëåíèå îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûõ íà

êîððåêöèè òîëüêî ïðÿìîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìåòîäû ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äàííûõ, ðàçðà-

áîòàííûå ïåðå÷èñëåííûìè âûøå àâòîðàìè, ôàêòè÷åñêè ñâîäÿòñÿ ê êîððåê-

öèè äîïóñòèìîé îáëàñòè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Óêàçàííûå

ìåòîäû îïèðàþòñÿ íà ëåììó Òèõîíîâà è åå ìîäèôèêàöèè íà íîðìû, îò-

ëè÷íûå îò åâêëèäîâîé, è ïîýòîìó èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä (îïòèìàëüíûå

ìàòðèöû êîððåêöèè îêàçûâàþòñÿ îäíîðàíãîâûìè). Ìåæäó òåì, ñòðóêòóðà

äàííûõ ïðèêëàäíîé çàäà÷è ìîæåò èìåòü áîëåå ñëîæíûé âèä: áûòü áëî÷-

íîé, ðàçðåæåííîé, èìåòü ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû, ñòðîêè èëè ñòîëáöû,

êîððåêöèÿ êîòîðûõ çàïðåùåíà. Òàêèå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü è ðàíüøå,

îäíàêî äî ñèõ ïîð íå âûðàáîòàíî åäèíîãî ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ òàêèõ

çàäà÷. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî

ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðîé òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíîãî ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî àïïàðàòà.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñïåöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû êîððåêöèè çàäàåò-

ñÿ ðàñïîëîæåíèåì ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ ðàñøèðåííûõ ìàòðèö çàäà÷

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íåîáõîäèìîñòü â ôèêñèðîâàíèè ýëåìåíòîâ

÷àùå âñåãî âîçíèêàåò ïðè îáðàáîòêå ðàçðåæåííûõ ìàòðèö, íóëåâûå çíà÷å-

íèÿ ýëåìåíòîâ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò àðãóìåíòàì, íå âëèÿþùèì íà êîí-

êðåòíîå óðàâíåíèå ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé, è ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ñèñòåìàìè îãðàíè÷åíèé, ñîäåðæàùèìè îñâîáîæäåí-

íûå îò êîððåêöèè ýëåìåíòû â ñâÿçè ñ ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì çàäà÷è. Ðàç-

ðåæåííûå ìàòðèöû âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ,
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ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç áîëåå ìåëêèõ ïîäñèñòåì,

ñëàáî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íà ïðàêòèêå âîçíèêàåò â

ñëó÷àå íàëè÷èÿ áîëüøîãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ, ñâÿçàííûõ áîëüøèì ÷èñëîì

óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è ñî ñòðóêòóðíîé ìàòðè÷íîé êîððåêöèåé

âîçíèêàþò ÷àùå âñåãî ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Äàëåå, åñëè íåò ñîîòâåòñòâóþùèõ îãîâîðîê, áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî èìååì çàäà÷ó ñî ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

çàäà÷åé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè.

Â áîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à ìàò-

ðè÷íîé êîððåêöèè äàííûõ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Èñêëþ÷åíèÿìè ìîãóò ñëó-

æèòü ðàáîòû Â.À. Ãîðåëèêà, Â.È. Åðîõèíà, Ð.Â. Ïå÷åíêèíà, È.À. Çîëòîå-

âîé, Í.Ç. Ëå â êîòîðûõ íàìå÷àþòñÿ ïîäõîäû ê ðàçðàáîòêå ñîîòâåòñòâóþùèõ

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äàííûõ íà îñíîâå

TLN (Total Least Norm � àëãîðèòì îáîáùåííîé íàèìåíüøåé íîðìû) è ìå-

òîäà Íüþòîíà. Ê äàííîìó ðÿäó ðàáîò ìîæíî îòíåñòè ðàáîòû Â.È. Åðîõèíà

è À.Ñ. Êðàñíèêîâà, èññëåäîâàâøèõ ÷èñëåííûå ìåòîäû êîððåêöèè äàííûõ

ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ìàðêâàðäòà.

Òåì íå ìåíåå, ÷òîáû ìàòðè÷íàÿ êîððåêöèÿ ñòàëà ðåàëüíî ðàáîòàþ-

ùèì èíñòðóìåíòîì àíàëèçà äàííûõ, ôîðìàëèçóåìûõ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ

îïòèìèçàöèîííûõ ìîäåëåé, íåîáõîäèìî áîëåå øèðîêî èññëåäîâàòü ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ÷èñëåííûå ìåòîäû è àëãîðèòìû, äîáèâàòüñÿ èõ ýôôåêòèâíîñòè,

ïðîâåðÿòü íà áîëüøåì êîëè÷åñòâå âîçíèêàþùèõ íà ïðàêòèêå çàäà÷.

Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíîé íàó÷íîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ðàçâè-

òèå ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîé ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äàííûõ

íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 1-ãî ðîäà, ïîçâîëÿþ-

ùèõ âêëþ÷àòü íåñîáñòâåííûå ëèíåéíûå îïòèìèçàöèîííûå ìîäåëè â ÷èñëî

äîïóñòèìûõ è êîíñòðóêòèâíî èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ òåîðåòè÷åñêîé èíôîð-

ìàòèêè.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ìàòðè÷íîé êîððåêöèè
äàííûõ íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âîçíèêàþùèõ

â çàäà÷àõ ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè, ñâÿçàííûõ ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæå-

íèÿìè òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè (êëàññèôèêàöèÿ, ãàðàíòèðóþùåå îöå-

íèâàíèå ïàðàìåòðîâ è äð.).
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Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ ñîñòàâëÿþò çàäà÷è êîððåêöèè äàííûõ íåñîá-

ñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 1-ãî ðîäà ñ åâêëèäîâîé è

âçâåøåííîé åâêëèäîâîé ìàòðè÷íîé íîðìîé â ðîëè êðèòåðèÿ êà÷åñòâà êîð-

ðåêöèè.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà îï-

òèìàëüíîé ïî ìèíèìóìó åâêëèäîâîé è âçâåøåííîé åâêëèäîâîé ìàòðè÷íîé

íîðìå êîððåêöèè äàííûõ íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ 1-ãî ðîäà âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, ñòðóêòóðà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïðî-

èçâîëüíûì ìíîæåñòâîì ôèêñèðîâàííûõ (íåêîððåêòèðóåìûõ) ýëåìåíòîâ, è

ðàçðàáîòêå ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Â îñíîâó èññëåäîâàíèÿ ïîëîæåíà ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà. Ïóñòü íåñîá-
ñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì íåòî÷íî

çàäàííûõ èëè ïðîòèâîðå÷èâûõ èñõîäíûõ äàííûõ. Ïðè÷åì, äàííàÿ îïòèìè-

çàöèîííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñîáñòâåííóþ çàäà÷ó ËÏ 1-ãî ðîäà.

Îïòèìàëüíàÿ ìàòðè÷íàÿ êîððåêöèÿ, ñâîäèìàÿ ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè, ïîç-

âîëÿåò ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûå ïî ìèíèìóìó åâêëèäîâîé íîðìû ìàòðèöû

êîððåêöèè H∗
1 èëè [H∗

1 − h∗
1], ãàðàíòèðóþùèå ñîáñòâåííîñòü è ñòðóêòóð-

íûé âèä ñêîððåêòèðîâàííîé ëèíåéíîé ìîäåëè

(A+H∗
1 )x = b, x > 0, c⊤x → max èëè (A+H∗

1 )x = b+ h∗1, x > 0, c⊤x → max

è ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíûå âåêòîðû x∗1 è u∗1. Ðåçóëüòàòàìè îïòè-

ìàëüíîé ñîâìåñòíîé ìàòðè÷íîé êîððåêöèè, ñâîäèìîé ê çàäà÷å îïòèìèçà-

öèè, ïîçâîëÿþùåé ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûå ïî ìèíèìóìó åâêëèäîâîé íîðìû

ìàòðèöû êîððåêöèè ÿâëÿþòñÿ H∗
2 èëè [H∗

2 −h∗
2], ãàðàíòèðóþùèå ñîáñòâåí-

íîñòü è ñòðóêòóðíûé âèä ñêîððåêòèðîâàííûõ ëèíåéíûõ ìîäåëè (A+H∗
2 )x = b, x > 0, c⊤x → max,

u⊤(A+H∗
2 ) > c⊤, b⊤u → min,

èëè

 (A+H∗
2 )x = b+ h∗2, x > 0, c⊤x → max,

u⊤(A+H∗
2 ) > c⊤, (b+ h∗2)

⊤u → min,

è ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíûå âåêòîðû x∗2 è u∗2. Òîãäà H
∗
1 è H∗

2 , h
∗
1 è h∗

2,

x∗1 è x∗2, u
∗
1 è u∗2 ïîïàðíî ñîâïàäàþò.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè è ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè âûäâè-

íóòîé ãèïîòåçû áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:
1. Ïîëó÷èòü è îáîñíîâàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íåñîá-

ñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 1-ãî ðîäà, íå èìåþùèõ ñïå-

öèàëüíîé ñòðóêòóðû áåç êîððåêöèè äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

2. Îïèðàÿñü íà òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè

ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïîëó÷èòü è îáîñíîâàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå-
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íèÿ íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 1-ãî ðîäà ñî ñïå-

öèàëüíîé ñòðóêòóðîé â âèäå çàïðåòà íà êîððåêöèþ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ

ðàñøèðåííîé ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ èõ îãðàíè÷åíèé.

3. Ðàçðàáîòàòü, òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàòü è ïðîâåðèòü â âû÷èñëèòåëü-

íûõ ýêñïåðèìåíòàõ ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ âû-

øå çàäà÷ îïòèìàëüíîé êîððåêöèè äàííûõ.

Ìåòîäîëîãè÷åñêóþ îñíîâó èññëåäîâàíèÿ ñîñòàâëÿþò ìåòîäû

êëàññè÷åñêîé è âû÷èñëèòåëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû, ìàòðè÷íîãî àíàëèçà,

ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åíû è

òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíû:

1) óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé ïî ìèíèìóìó

åâêëèäîâîé è âçâåøåííîé åâêëèäîâîé ìàòðè÷íûõ íîðì êîððåêöèè äàííûõ

íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 1-ãî ðîäà, ãàðàíòèðóþ-

ùåãî ñîáñòâåííîñòü ñêîððåêòèðîâàííûõ çàäà÷ è ó÷èòûâàþùåãî èõ ñòðóêòó-

ðó, âûðàæåííûå â òåðìèíàõ êîððåêöèè äîïóñòèìîé îáëàñòè ïðÿìîé çàäà÷è

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

2) êîíñòðóêòèâíûå ôîðìóëû ïîñòðîåíèÿ óêàçàííîãî ðåøåíèÿ,

3) ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû êâàçèíüþòîíîâñêîãî òèïà

ñ àíàëèòè÷åñêèì âû÷èñëåíèåì ïðîèçâîäíûõ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ. Ïîäõîäû, ïîëó÷åííûå
ïðè ðàçðàáîòêå ìîäåëåé è àëãîðèòìîâ, èññëåäîâàííûõ â äàííîé ðàáîòå,

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ, íàïðàâ-

ëåííûõ íà ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ýêîíîìèêîé, òåõíè-

êîé, àíàëèçîì äàííûõ, îáíàðóæåíèåì çàêîíîìåðíîñòåé â äàííûõ è èõ èç-

âëå÷åíèåì, àíàëèçîì òåêñòà, óñòíîé ðå÷è è èçîáðàæåíèé, ðàñïîçíàâàíèåì

îáðàçîâ, ôèëüòðàöèåé, ðàñïîçíàâàíèåì è ñèíòåçîì èçîáðàæåíèé.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
• äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé ïî

ìèíèìóìó åâêëèäîâîé è âçâåøåííîé åâêëèäîâîé ìàòðè÷íûõ íîðì êîððåê-

öèè äàííûõ íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 1-ãî ðîäà,

âûðàæåííûå â òåðìèíàõ êîððåêöèè äîïóñòèìîé îáëàñòè ïðÿìîé çàäà÷è;

• äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé ïî
ìèíèìóìó åâêëèäîâîé è âçâåøåííîé åâêëèäîâîé ìàòðè÷íûõ íîðì êîððåê-

öèè äàííûõ íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 1-ãî ðîäà,
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âûðàæåííûå â òåðìèíàõ êîððåêöèè äîïóñòèìîé îáëàñòè ïðÿìîé çàäà÷è ñ

ó÷åòîì ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû;

• ðåäóêöèè çàäà÷ ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äàííûõ îïòèìàëüíîé ïî ìè-
íèìóìó åâêëèäîâîé è âçâåøåííîé åâêëèäîâîé ìàòðè÷íûõ íîðì íåñîáñòâåí-

íûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 1-ãî ðîäà, ó÷èòûâàþùèå îãðàíè-

÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó êîððåêòèðóþùåé ìàòðèöû, ê çàäà÷àì áåçóñëîâíîé ìè-

íèìèçàöèè;

• ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé ïî ìèíèìóìó

åâêëèäîâîé è âçâåøåííîé åâêëèäîâîé ìàòðè÷íûõ íîðì êîððåêöèè äàííûõ

íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 1-ãî ðîäà.

Âíåäðåíèå è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâ-
íûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-

ëèñü íà XIV-ÿ Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììè-

ðîâàíèå è ïðèëîæåíèÿ¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2011), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-

öèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè: òåî-

ðèÿ, ýêñïåðèìåíò è ïðàêòèêà¿ (Íîâîñèáèðñê, 2011), Íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé

êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî

èíñòèòóòà (òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà) ¾Íåäåëÿ íàóêè - 2013¿ (Ñàíêò-

Ïåòåðáóðã, 2013), VII Ìîñêîâñêîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî èñ-

ñëåäîâàíèþ îïåðàöèé ORM-2013 (Ìîñêâà, 2013), ñåìèíàðå ïî êîíñòðóê-

òèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó è íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè (CNSA

& NDO) Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà (òåõíè÷åñêî-

ãî óíèâåðñèòåòà)(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2014). Êðîìå òîãî, îñíîâíûå ðåçóëüòà-

òû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà íàó÷íî-

ìåòîäè÷åñêèõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èíôîðìàòèêè,

ôèêèêè è ìåòîäèêè èõ ïðåïîäàâàíèÿ Áîðèñîãëåáñêîãî ôèëèàëà ôåäåðàëü-

íîãî ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòíîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñøå-

ãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ¾Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-

âåðñèòåò¿ è êàôåäðû èííîâàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé Ñàíêò-

Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà (òåõíè÷å-

ñêîãî óíèâåðñèòåòà).

Ïîëó÷åíî ñâèäåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè àëãîðèòìà [10].
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ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòó-

ðû.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ,

îïðåäåëÿåòñÿ öåëü ðàáîòû, âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà, ôîðìóëèðóþòñÿ çàäà÷è,

êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿ ðåàëèçàöèè ïîñòàâëåííîé öåëè è ïðîâåð-

êè âûäâèíóòîé ãèïîòåçû, óêàçûâàåòñÿ ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ îñíîâà èññëåäîâà-

íèÿ, ðàñêðûâàåòñÿ íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòà-

öèîííîé ðàáîòû, âûäâèãàþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó,

ïðåäñòàâëåíî îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷ ìàòðè÷íîé êîð-
ðåêöèè áåç ñòðóêòóðíûõ îãðàíè÷åíèé, ñòðóêòóðíîé, à òàê æå ñòðóêòóðíîé

âçâåøåííîé ìàòðè÷íîé êîððåêöèè êàê äâîéñòâåííîé ïàðû íåñîáñòâåííûõ

çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ), òàê è íåñîáñòâåííîé çàäà÷è ËÏ

ïåðâîãî ðîäà â ñëåäóþùèõ ïîñòàíîâêàõ

Ïóñòü

L(A, b, c) : Ax = b, x > 0, c⊤x → max (1)

� íåêîòîðàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå,

L∗(A, b, c) : u⊤A > c⊤, b⊤u → min (2)

� äâîéñòâåííàÿ åé çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñòàíäàðòíîé

ôîðìå, ãäå A ∈ Rm×n, c, x ∈ Rn, b, u ∈ Rm . Ñèìâîëîì X (A, b) ,
{x |Ax = b, x > 0} îáîçíà÷èì äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è L(A, b, c),

à ñèìâîëîì U(A, c) ,
{
u
∣∣u⊤A > c⊤

}
� äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è

L∗(A, b, c).

Çàäà÷è (1), (2) óñëîâèìñÿ ðàññìàòðèâàòü êàê íåñîáñòâåííûå, â ñèëó

÷åãî õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ X (A, b) èëè U(A, c) ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Çàäà-
÷åé D[H −h] ìàòðè÷íîé êîððåêöèè ïàðû âçàèìíî äâîéñòâåííûõ íåñîáñòâåí-

íûõ çàäà÷ ËÏ L(A, b, c) è L∗(A, b, c) áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ

ìàòðèöû [H − h] ∈ Rm×(n+1), îáëàäàþùåé ìèíèìàëüíîé åâêëèäîâîé íîð-

ìîé è ãàðàíòèðóþùåé ðàçðåøèìîñòü ñêîððåêòèðîâàííûõ çàäà÷{
L(A+H, b+ h, c) : (A+H)x = b+ h, x > 0, c⊤x → max,

L∗(A+H, b+ h, c) : u⊤(A+H) > c⊤, (b+ h)⊤u → min .
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Çàäà÷åé DH ìàòðè÷íîé êîððåêöèè òîëüêî ëåâûõ ÷àñòåé (h = 0) ïà-

ðû âçàèìíî äâîéñòâåííûõ íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ L(A, b, c) è L∗(A, b, c)

áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû H ∈ Rm×n, îáëàäàþùåé ìè-

íèìàëüíîé åâêëèäîâîé íîðìîé è ãàðàíòèðóþùåé ñîâìåñòíîñòü ñêîððåêòè-

ðîâàííûõ çàäà÷{
L(A+H, b, c) : (A+H)x = b, x > 0, c⊤x → max,

L∗(A+H, b, c) : u⊤(A+H) > c⊤, b⊤u → min .

Îäíîâðåìåííî ñ çàäà÷àìè D[H −h] è DH áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîð-

ðåêöèþ ïðîòèâîðå÷èâîé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé çàäà÷è L(A, b, c), ôîðìàëè-

çîâàííóþ ñ ïîìîùüþ çàäà÷

P [H −h] :

{
∥[H − h]∥ → min,

X (A+H, b+ h) ̸= ∅,
PH :

{
∥H∥ → min,

X (A+H, b) ̸= ∅,

ãäå ∥·∥ � åâêëèäîâà ìàòðè÷íàÿ (äàëåå, â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà, ìàò-

ðè÷íàÿ èëè âåêòîðíàÿ) íîðìà. Äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà âñåõ ðàññìàòðèâà-

åìûõ çàäà÷ ìàòðè÷íîé êîððåêöèè áóäåì îáîçíà÷àòü êàê FS(·). Íàïðèìåð,
FS(SD[H −h]) � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è SD[H −h].

Òåîðåìà 1. (Î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

DH)

Åñëè X (A, b) = ∅, U(A, c) ̸= ∅ (ò.å. L(A, b, c) � íåñîáñòâåííàÿ çà-

äà÷à ËÏ 1-ãî ðîäà), b ̸= 0, çàäà÷à PH ðàçðåøèìà è ìàòðèöà H∗ ÿâëÿåòñÿ

å�å ðåøåíèåì, òî çàäà÷à DH òàêæå ðàçðåøèìà è ìàòðèöà H∗ ÿâëÿåòñÿ

å�å ðåøåíèåì.

Òåîðåìà 2. (Î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

D[H −h])

Åñëè X (A, b) = ∅, U(A, c) ̸= ∅ (ò.å. L(A, b, c) � íåñîáñòâåííàÿ çàäà-

÷à ËÏ 1-ãî ðîäà), çàäà÷à P [H −h] ðàçðåøèìà è ìàòðèöà [H∗ −h∗] ÿâëÿåòñÿ

å�å ðåøåíèåì, òî çàäà÷à D[H −h] òàêæå ðàçðåøèìà è ìàòðèöà [H∗ − h∗]

òàêæå ÿâëÿåòñÿ å�å ðåøåíèåì.

Ïóñòü çàäà÷è L(A, b, c) è L∗(A, b, c) òàêîâû, ÷òî X (A, b) = ∅,
U(A, c) ̸= ∅. Ñ íåñîáñòâåííûìè çàäà÷àìè L(A, b, c) è L∗(A, b, c) áóäåì ñâÿ-

çûâàòü çàäà÷è SDH , SD[H −h], SPH , SP [H −h] ñòðóêòóðíîé ìàòðè÷íîé êîð-

ðåêöèè, â êîòîðûõ ìàòðèöå H èëè ðàñøèðåííîé ìàòðèöå [H − h] ïðåäïè-

ñàíî èìåòü ñòðóêòóðó íóëåâûõ è íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, çàäàâàåìóþ ìíîæå-

ñòâàìè èíäåêñîâ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ
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K = {(i ∈ {1, 2, ...,m}, j ∈ {1, 2, ..., n})|Hi,j = 0} è k = {i ∈ {1, 2, ...,m}|
hi = 0}.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ñòðóêòóðíûõ òðåáîâàíèé ê H è [H − h] ââîäèòñÿ

ðÿä îáúåêòîâ:

H = (Hi,j)

∣∣∣∣∣ Hi,j = 0 åñëè {i, j} ∈ K,

Hi,j = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ,

h = (hi)

∣∣∣∣∣ hi = 0 åñëè i ∈ k,

hi = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

Êàê âèäíî èç ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ôîðìóë, ìàòðèöà H è âåêòîð

h � ëîãè÷åñêèå øàáëîíû äëÿ ñòðóêòóðû íóëåâûõ è íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû H è âåêòîðà h.

s (p, q) = (si) =

∣∣∣∣∣ pj åñëè qj ̸= 0,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

~(H) =

 s
(
H⊤

1∗,H⊤
1∗
)

...

s
(
H⊤

m∗,H⊤
m∗
)
 �

âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ ñòðîê Hi∗ â ñîîòâåòñòâèè ñ øàáëîíàìè

ñòðîê Hi∗, àíàëîãè÷íî ~([H − h]) � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ

ñòðîê
[
Hi∗ −hi

]
â ñîîòâåòñòâèè ñ øàáëîíàìè ñòðîê

[
Hi∗ hi

]
,

X(x) =


s⊤
(
x,H⊤

1∗
)

0 · · · 0

0 s⊤
(
x,H⊤

2∗
)

· · · 0

0 0 . . . 0

0 0 · · · s⊤
(
x,H⊤

m∗
)
 �

ìàòðèöà, i-ÿ ñòðîêà êîòîðîé ñîñòàâëåíà èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ è ýëå-

ìåíòîâ âåêòîðà x â ñîîòâåòñòâèè ñ øàáëîíîì Hi∗. Âûðàæåíèÿ H(~) è

[H(~) − h(~)] = [H − h] (~), � ýòî ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöûH è [H − h],

âîññòàíîâëåííûå ïî âåêòîðó ~.

Òåîðåìà 3. (Î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

SDH)

Åñëè X (A, b) = ∅,U(A, c) ̸= ∅ (ò.å. L(A, b, c) � íåñîáñòâåííàÿ çàäà-

÷à ËÏ 1-ãî ðîäà), b ̸= 0, çàäà÷à SPH ðàçðåøèìà è ìàòðèöà H∗ ÿâëÿåòñÿ
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å�å ðåøåíèåì, òî çàäà÷à SDH òàêæå ðàçðåøèìà è ìàòðèöà H∗ ÿâëÿåòñÿ

å�å ðåøåíèåì.

Òåîðåìà 4. (Î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

SD[H −h])

Åñëè X (A, b) = ∅,U(A, c) ̸= ∅ (ò.å. L(A, b, c) � íåñîáñòâåííàÿ çà-

äà÷à ËÏ 1-ãî ðîäà), çàäà÷à SP [H −h] (c ïàðàìåòðîì h ̸= 0) ðàçðåøèìà è

ìàòðèöà [H∗ − h∗] ÿâëÿåòñÿ å�å ðåøåíèåì, òî çàäà÷à SD[H −h] òàêæå

ðàçðåøèìà è ìàòðèöà [H − h] ÿâëÿåòñÿ å�å ðåøåíèåì.

Êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ÷àñòî â çàäà÷àõ

SDH , SPH , SD[H −h], SP [H −h] è äðóãèõ çàäà÷àõ ìàòðè÷íîé êîððåêöèè îêà-

çûâàåòñÿ îïðàâäàííûì èñïîëüçîâàíèå âçâåøåííîé åâêëèäîâîé íîðìû. Ýòî

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âåëè÷èíà êîððåêöèÿ áîëüøèõ è ìàëûõ ïî ìîäóëþ êî-

ýôôèöèåíòîâ ñèñòåì îãðàíè÷åíèé ðàâíîçíà÷íà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòíî-

ñèòåëüíî íåáîëüøîé ïî åâêëèäîâîé íîðìå ìàòðèöå êîððåêöèè ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíà çàäà÷à ËÏ ñîâñåì íå ¾ïîõîæàÿ¿ íà èñõîäíóþ.

Ïóñòü çàäà÷è L(A, b, c) è L∗(A, b, c) òàêîâû, ÷òî X (A, b) = ∅,
U(A, c) ̸= ∅. Ñ íåñîáñòâåííûìè çàäà÷àìè L(A, b, c) è L∗(A, b, c) áóäåì ñâÿ-

çûâàòü çàäà÷è SwDH , SwD[H −h], SwPH , SwP [H −h] ñòðóêòóðíîé âçâåøåí-

íîé ìàòðè÷íîé êîððåêöèè, â êîòîðûõ ìàòðèöåH èëè ðàñøèðåííîé ìàòðèöå

[H − h] ïðåäïèñàíî èìåòü ñòðóêòóðó íóëåâûõ è íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, çà-

äàâàåìóþ ìíîæåñòâàìè èíäåêñîâ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ K è k, à òàêæå, âåñî-

âûå êîýôôèöèåíòû çàäàâàåìûå ìàòðèöàìè W è w. Âåñ êàæäîãî ýëåìåíòà

Hij è hi çàäàåòñÿ ýëåìåíòàìè Wij è wi ñîîòâåòñòâåííî, ãäå W � âåñîâàÿ

ìàòðèöà ñ ðàçìåðàìè m× n è w � âåñîâàÿ ìàòðèöà ñ ðàçìåðàìè m× 1.

Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ìàòðè÷íîé êîððåêöèè â äàííîé ôîðìå ïðè

óñëîâèè

W = (Wij > 0| i ∈ 1, . . . ,m, j ∈ 1, . . . , n) ,

w = (wi > 0| i ∈ 1, . . . ,m)

îáëàäàåò ïî÷òè ìàêñèìàëüíîé îáùíîñòüþ ïðè èñïîëüçîâàíèè åâêëèäîâîé

íîðìû è ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì ðÿäà òåîðåòè÷åñêèõ âûêëàäîê.

Òàê, åñëè íåêîòîðàÿ ïðèêëàäíàÿ çàäà÷à ìîæåò ïîòðåáîâàòü ïðèìåíåíèÿ

íóëåâûõ âåñîâ äëÿ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö H, [H − h], òî íóëåâûå

êîýôôèöèåíòû W è w ìîãóò áûòü çàìåíåíû íåêîòîðûìè ìàëûìè (îòíî-
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ñèòåëüíî äàííîé çàäà÷è) ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè, óìåíüøåíèå êîòîðûõ

áóäåò äàâàòü ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ â îáùåì ñëó÷àå (ïðè ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèöàõ W è

w) íå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèö, ïî-

ñòðîåííûõ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû A è âåêòîðà b, òàê êàê ïðîèçâåäåíèåì

ìàòðèö ïî Àäàìàðó (¾◦¿) â îáùåì ñëó÷àå íå ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó

ìàòðè÷íîìó óìíîæåíèþ.

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé ïðîáëåìû ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îáúåê-

òû: ω(W) = [W1∗ . . . Wm∗]
⊤ � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ ñòðîê

Wi∗ è ω([W w]) = [[W1∗ w1] . . . [Wm∗ wm]]
⊤ � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç

ýëåìåíòîâ ñòðîê [Wi∗ wi].

Òåîðåìà 5. (Î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

SwDH)

Åñëè X (A, b) = ∅,U(A, c) ̸= ∅ (ò.å. L(A, b, c) � íåñîáñòâåííàÿ çàäà-

÷à ËÏ 1-ãî ðîäà), b ̸= 0, çàäà÷à SwPH ðàçðåøèìà è ìàòðèöà H∗ ÿâëÿåòñÿ

å�å ðåøåíèåì, òî çàäà÷à SwDH òàêæå ðàçðåøèìà è ìàòðèöà H∗ ÿâëÿ-

åòñÿ å�å ðåøåíèåì.

Òåîðåìà 6. (Î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

SwD[H −h])

Åñëè X (A, b) = ∅,U(A, c) ̸= ∅ (ò.å. L(A, b, c) � íåñîáñòâåííàÿ çàäà-

÷à ËÏ 1-ãî ðîäà), çàäà÷à SwP [H −h] (c ïàðàìåòðîì h ̸= 0) ðàçðåøèìà è

ìàòðèöà [H∗ − h∗] ÿâëÿåòñÿ å�å ðåøåíèåì, òî çàäà÷à SwD[H −h] òàêæå

ðàçðåøèìà è ìàòðèöà [H∗ − h∗] ÿâëÿåòñÿ å�å ðåøåíèåì.

Âî âòîðîé ãëàâå, îñíîâûâàÿñü íà ìåòîäå Áðîéäåíà-Ôëåò÷åðà-

Ãîëüäôàðáà-Øåííî, ïîëó÷åí àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè öåëåâûõ ôóíêöèè çà-

äà÷è îïòèìàëüíîé ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äàííûõ íåñîáñòâåííîé çàäà÷è ËÏ

ïåðâîãî ðîäà äëÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå ïîñòàíîâîê:

PH : Φ (x̃) = ∥H∥2, H = (b− Ax) x+,

P [H −h]: Φ (x̃) = ∥H − h∥2, [H − h] =
(b− Ax) ·

[
x⊤ 1

]
x⊤x+ 1

,

SPH : Φ (x̃) = ∥H∥2, H = H (X+(x) · (b− Ax)),

SP [H −h]: Φ (x̃) = ∥H − h∥2, [H −h] = [H −h]

(
X+

([
x

1

])
· (b− Ax)

)
,

SwPH : Φ (x̃) = ∥W ◦H∥2, H = H
(
Ω−1(W) ·

(
X (x) Ω−1(W)

)+ · (b− Ax)
)
,
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SwP [H −h]: Φ (x̃) = ∥[W w ]◦[H − h]∥2,

[H −h] = [H −h]

(
Ω−1([W w]) ·

(
X

([
x

1

])
Ω−1([W w])

)+

· (b− Ax)

)
,

ãäå x = x (x̃) =
[
x̃21 · · · x̃2n

]⊤
.

Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà äëÿ

ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ôóíêöèé.

Â òðåòüåé ãëàâå â êà÷àñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñðåäíåé

ðàçìåðíîñòè bgdbg1 èç ñèñòåìû netlib. Ëåâàÿ ÷àñòü äàííîé çàäà÷è ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó ðàçìåðîì 348× 407, âêëþ÷àþùóþ 1485 íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ. Òàê æå â çàäà÷å èìåþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âåðõíèå îãðàíè÷å-

íèÿ íà x. Ïðè ïðåäñòàâëåíèè äàííîé çàäà÷è â êàíîíè÷åñêîì âèäå ñ ó÷åòîì

äîïîëíèòåëüíûõ âåðõíèõ îãðàíè÷åíèé íà àðãóìåíò, çàäà÷à èìååò ðàçìåð-

íîñòü 393× 674.

Òàê æå, â êà÷àñòâå ïðèìåðà, ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñðåäíåé mondou2

èç õðàíèëèùà íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ netlib.

Ëåâàÿ ÷àñòü äàííîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó ðàçìåðîì 312 ×
604, âêëþ÷àþùóþ 1623 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Èñïîëüçóåìûé äëÿ ìàòðè÷íîé êîððåêöèè àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí

â ñèñòåìå MATLAB 7.9 äëÿ êîìïüþòåðà ñ ïðîöåññîðîì Intel Core i3 M370,

òàêòîâîé ÷àñòîòîé 2,4 ÃÃö, îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ 3 Ãá. Äëÿ óêàçàííûõ

çàäà÷ áûëè íàéäåíû ìàòðèöà êîððåêöèè, çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî åé

àðãóìåíòà è öåëåâîé ôóíêöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìàòðè÷íîé êîððåê-

öèè îïèñàííûõ âûøå çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ âî âñåõ ïîñòàíîâêàõ, ïðåðå-

÷èñëåííûõ â ïåðâîé ãëàâå, ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1. Z � ðåøàåìàÿ çàäà÷à

ìàòðè÷íîé êîððåêöèè, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ êîòîðîé ãåíåðèðîâà-

ëîñü ïî ïðàâèëó: x0 ∈ Rn, x0 =
(
x0i
) ∣∣x0i = Sx ∀i ∈ 1, 2, . . . n . Ïðè ýòîì äëÿ

çàäà÷ ñòðóêòóðíîé êîððåêöèè êîððåêòèðîâàëèñü òîëüêî íåíóëåâûå ýëåìåí-

òû. Äëÿ çàäà÷ ñòðóêòóðíîé âçâåøåííîé êîððåêöèè âåñ ýëåìåíòà ìàòðèöû

êîððåêöèè îïðåäåëÿëñÿ êàê êâàäðàò îáðàòíîãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî ýëåìåíòà ðàñøèðåííîé ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé. Ïàðàìåòð ñõîäèìîñòè äëÿ

âñåõ ïðèìåðîâ ε = 1e− 8. T � âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñåêóíäàõ. It � êîëè-

÷åñòâî âûïîëíåííûõ àëãîðèòìîì Áðîéäåíà-Ôëåò÷åðà-Ãîëüäôàðáà-Øåííî

èòåðàöèé. ∥~∥ � åâêëèäîâà íîðìà ïîëó÷åííîé ìàòðèöû êîððåêöèè.
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Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Z Sx It T,ñ ∥~∥
bgdbg1 PH 16 860 1741,026 0,03004226
bgdbg1 P [H −h] 16 863 1831,044 0,03007555
bgdbg1 SPH 1 50000 54943,508 6,35600584
bgdbg1 SP [H −h] 1 50000 55034,749 5,93852587
bgdbg1 SwPH 1 34389 40772,617 6,12242995
bgdbg1 SwP [H −h] 1 3277 4005,330 122,82760499
mondou2 PH 104 99 188,352 0,01388127
mondou2 P [H −h] 104 98 172,147 0,01396059
mondou2 SPH 104 240 238,166 1,41423658
mondou2 SP [H −h] 104 242 235,778 1,41423658
mondou2 SwPH 104 240 313,639 1,41423658
mondou2 SwP [H −h] 104 245 245,485 1147,79139297

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:
1. Òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è ìàòðè÷íîé êîððåêöèè íåñîáñòâåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ 1-ãî ðîäà, âûðàæàþùååñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è

ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äîïóñòèìîé îáëàñòè óêàçàííîé çàäà÷è. Ðàññìàòðè-

âàþòñÿ ñëåäóþùèå ðàçíîâèäíîñòè ìàòðè÷íîé êîððåêöèè çàäà÷ ËÏ:

� áåç ñòðóêòóðíûõ îãðàíè÷åíèé ïî ìèíèìóìó åâêëèäîâîé íîðìû;

� ñî ñòðóêòóðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïî ìèíèìóìó åâêëèäîâîé íîðìû;

� ñî ñòðóêòóðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïî ìèíèìóìó âçâåøåííîé åâêëè-

äîâîé íîðìû.

2. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì îïòèìàëüíîé ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äàííûõ

íåñîáñòâåííîé çàäà÷è ËÏ ïåðâîãî ðîäà, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ

� èñïîëüçîâàíèå ìèíèìàëüíîãî ïî åâêëèäîâîé èëè âçâåøåííîé åâêëè-

äîâîé íîðìå ìàòðè÷íîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ;

� àëãîðèòìè÷åñêèé ó÷åò íåîòðèöàòåëüíîñòè ÷àñòè ïåðåìåííûõ;

� èñïîëüçîâàíèå øòðàôíûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå çàïðåòà êîððåêöèè îò-

äåëüíûõ ñòðîê êîððåêòèðóåìîé çàäà÷è;

� ðåäóêöèþ çàäà÷è ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äàííûõ äâîéñòâåííîé ïà-

ðû íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé

çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè;

� ïðèìåíåíèå ðàñ÷åòíîé ñõåìû Áðîéäåíà-Ôëåò÷åðà-Ãîëüäôàðáà-
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Øåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé öå-

ëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è îïòèìàëüíîé ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äàííûõ íåñîá-

ñòâåííîé çàäà÷è ËÏ ïåðâîãî ðîäà ñ âîçìîæíûìè îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå

íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ.

3. Â ðåçóëüòàòå òåñòèðîâàíèÿ íà íåñîáñòâåííûõ çàäà÷àõ ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè èç ðåïîçèòîðèÿ netlib/lp/infeas ïî-

êàçàíà ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìà.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èçëîæåíî â ñëåäóþ-

ùèõ ïóáëèêàöèÿõ:

1. Åðîõèí Â.È., Êðàñíèêîâ À.Ñ., Õâîñòîâ Ì.Í.Ìèíèìàëüíûå
ïî åâêëèäîâîé íîðìå ìàòðè÷íûå êîððåêöèè çàäà÷ ëèíåéíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ // Àâòîìàòèêà è Òåëåìåõàíèêà. 2012.
�2. Ñ. 11-24. � 0,88 ï.ë. (àâòîðñêèé âêëàä � 33%).

2. Åðîõèí Â.È., Êðàñíèêîâ À.Ñ., Õâîñòîâ Ì.Í. Î äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèÿõ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ïðè ìàòðè÷íîé êîððåêöèè èõ îãðàíè÷åíèé // Òðóäû Èíñòè-
òóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. 2013. Ò. 19. �2. Ñ. 144-156. �
0,81 ï.ë. (àâòîðñêèé âêëàä � 33%).

3. Åðîõèí Â.È., Êðàñíèêîâ À.Ñ., Õâîñòîâ Ì.Í. Êâàçèíüþòî-
íîâñêèå àëãîðèòìû ìàòðè÷íîé êîððåêöèè íåñîáñòâåííûõ çà-
äà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ìíîæå-
ñòâîì êîððåêòèðóåìûõ êîýôôèöèåíòîâ // Èçâåñòèÿ Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòè-
òóòà (òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà). 2014. �23. Ñ. 87-92. � 0,75
ï.ë. (àâòîðñêèé âêëàä � 33%).

4. Õâîñòîâ Ì.Í. Î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ðàçðåøèìîñòè
íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ 1-ãî ðîäà ïîñëå ìàòðè÷íîé êîððåê-
öèè èõ äîïóñòèìîé îáëàñòè ïî ìèíèìóìó âçâåøåííîé åâêëè-
äîâîé íîðìû ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðíûõ îãðàíè÷åíèé // Âåñòíèê
Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: Ôèçè-
êà. Ìàòåìàòèêà. 2015. �2. Ñ. 150-167. � 1,06 ï.ë. (àâòîðñêèé
âêëàä � 100%).

5. Åðîõèí Â.È., Êðàñíèêîâ À.Ñ., Õâîñòîâ Ì.Í. Ìèíèìàëüíîå ìàòðè÷-

íîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì âåêòîðèçàöèè // Èíôîðìàöèîííûå è êîììóíèêàöèîííûå
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òåõíîëîãèè â îáðàçîâàíèè. Ñáîðíèê ìàòåðèàëîâ Õ Ìåæäóíàðîäíîé

íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè â 2-õ òîìàõ. Ò. 2. Áîðèñîãëåáñê:

ÃÎÓ ÂÏÎ ÁÃÏÈ, 2009. Ñ. 207-211. (àâòîðñêèé âêëàä � 33%).

6. Åðîõèí Â.È., Õâîñòîâ Ì.Í. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè

íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîñëå ìàòðè÷-

íîé êîððåêöèè èõ äîïóñòèìîé îáëàñòè // Ìàòåðèàëû íàó÷íî-

ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 184-é ãîäîâùèíå îáðàçîâà-

íèÿ ÑÏáÃÒÈ(ÒÓ). 2012. Ñ 169-170. (àâòîðñêèé âêëàä � 50%).

7. Åðîõèí Â.È., Êðàñíèêîâ À.Ñ., Õâîñòîâ Ì.Í. Êîððåêöèÿ íåñîáñòâåí-

íûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè

êîýôôèöèåíòîâ // Ìàòåðèàëû íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé

185-é ãîäîâùèíå îáðàçîâàíèÿ ÑÏáÃÒÈ(ÒÓ). 2013. Ñ 264-265. (àâòîð-

ñêèé âêëàä � 33%).

8. Åðîõèí Â.È., Êðàñíèêîâ À.Ñ., Õâîñòîâ Ì.Í. Î ðàçðåøèìîñòè çàäà-

÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè ìàòðè÷íîé êîððåêöèè åå äîïó-

ñòèìîé îáëàñòè // VII Ìîñêîâñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî

èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé (ORM2013): Ìîñêâà, 15 � 19 îêòÿáðÿ 2013 ã.:

Òðóäû: Òîì 2 - Ì.: ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2013. Ñ. 37-39. (àâòîðñêèé âêëàä �

33%).

9. Õâîñòîâ Ì.Í. Ïðèìåíåíèå øòðàôíîé ôóíêöèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

ñòðóêòóðíîé ìàòðè÷íîé êîððåêöèè íåñîáñòâåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïåðâîãî ðîäà // Ìàòåìàòè÷åñêèå ÷òåíèÿ ÐÃÑÓ.

Ñáîðíèê ìàòåðèàëîâ XXIII ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû-ñåìèíàðà (28 ÿí-

âàðÿ � 1 ôåâðàëÿ 2014 ãîäà). - Ì.: Èçäàòåëüñòâî ÐÃÑÓ, 2015. Ñ. 174

� 177. (àâòîðñêèé âêëàä � 100%).

10. Åðîõèí Â.È., Êðàñíèêîâ À.Ñ., Õâîñòîâ Ì.Í. Êâàçèíüþòîíîâñêèé àë-
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